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Zasady zaliczania kursu

Na ¢wiczeniach odbeda sie trzy 30 minutowe kolokwia. Na kazdym z nich dostaniecie
do zrobienia 3 zadania. Za kazde z nich bedziecie mogli otrzyma¢ do 5 punktéw. Za
aktywnos$¢ mozna uzyskac¢ dodatkowo do 15 punktow. Ocena koncowa z ¢wiczen
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e Przyktadowe zadania na pierwsze kolokwium: Algebral_2015_K1.pdf
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. Dziatania binarne; taczno$é¢: = - (y- z) = (x - y) - 2z, przemienno$¢: z -y =y - x

. Pojecie grupy

. Grupa , = ({0,1,...,n —1},+,), gdzie a +, b = (a + b) modulo n

. Tw. W kazdej grupie jest doktadnie jeden element neutralny.

. Tw. W kazdej grupie element odwrotny do danego elementu jest wyznaczony
jednoznacznie.

. Grupa Sym(n): grupa permutacji zbioru {1,2,...,n} z dziataniem okreslonym

jako ztozenie funkcji. Sym(3) jest przyktadem grupy nieprzemiennej; np.

123 123 _ 123

2 3 1 213 3 21
oraz

123 _ 123 _ 123

2 1 3 2 31 13 2
Tw. (zey) t=y L.zt

[07-10-2015] Struktury algebraiczne - Il

1,
2.
3.
4.

Ul

Pojecie izomorfizmu grup.
Tw. Dowolne dwie jednoelementowe grupy sg izomorficzne.
Tw. Dowolne dwie dwu-elementowe grupy sg izomorficzne.

Tw. (bez dowodu) Jesli  jest grupg ktéra ma p elementéw i p jest liczbg
pierwszg, to  jest izomorficzna z grupa .

. Pojecie pierscienia.
. W dowolnym pierscieniu (R, +,+) mamy 0-z =0

. W dowolnym pierécieniu przemiennym mamy: (a + b)? = a? + 2a - b + b2,

(a+b)-(a—b)=a®>—-b%(a+b)>=a®+3a? b+ 3a-b>+b

8. Pojecie ciata.

9. Tw. (bez dowodu) Jesli p jest liczbg pierwsza, to struktura

10.

»=({0,1,...,p—1},+,) (z dziataniami "modulo p") jest ciatem.

Obliczenia w ciele 5: rownania jednej zmiennej, uktad dwdch réwnan liniowych
dwéch zmiennych, rownania kwadratowe.

[12-10-2015] Liczby catkowite

1.

Rézne warianty indukcji matematycznej:

wi: (VAC )(A#0— (Jac A)(Vx € A)(a < x)).

W2:Je$liAC ,ac Aoraz (Vn)(n€e A—-n+1€ A)to

Vee )a<z—zecA).

W3:Je$liAC ,0€ Aoraz (Vn)({0,1,...,n} CA—-n+1cA)to A=
Uwaga: rownowaznosci tych warunkéw nie dowodziliémy; bedzie to zrobione na
wyktadzie z Logiki i Struktur Formalnych.

. Twierdzenie o dzieleniu z reszty: jezelia,b € b > 0, to istniejg g, € takie,

zea=qgb+roraz0<r<b.

3. Relacja podzielnosci w liczbach catkowitych; (alb) A (ale) — a|(b + ¢)

. Najwiekszy wspdlny dzielnik i algorytm Euklidesa:

a>b— NWD(a,b) = NWD(a—b,b), jeslia =gb+r, to

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php
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NWD(a,b) = NWD(r,b).
Tw. NWD(a,b) =min({aX +bY : X, Y € }n( \{0})).
Tw: Jes$li NW D(a,b) = 1 oraz a|bc to alc.
Tw. , jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczbg pierwsza.

[14-10-2015] Liczby catkowite i liczby zespolone

u A W N =

8.

. Tw. (Vn > 2)(dp € PRIME)(p|n).

. Tw [Euklides] Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

. Tw. Kazda liczba naturalna n > 2 jest iloczynem liczb pierwszych.
. Tw. Rozktad liczby na czynniki pierwsze jest jednoznaczny.

n li

. Tw. Jesli p; < p2 < ... < p, sq pierwsze, a = ?:1 pf" ia= ., ,p/to

NWD(a,b) = 1 prteh)

i=1P;

. Def. NWW (a,b) = min{k € :alkAb|k}

. Tw. Jeslipy < p2 <...<p,sapierwsze,a= _  p'ia= [ p/to

NWW(a,b) = " prteh)

=1l

Whniosek: NWD(a,b) - NWW(a,b) =a-b

Liczby zespolone

1

O 0 N o u P~ W

. . Z;
. Dzielenie: = = 21 - 2,
zZ2

0 V4
. Wniosek: =+ =
Z2

. Liczby zespolone ( ): wyrazenia postaci a + b - 7, gdzie a,b € zas i jest takim

symbolem, ze i? = —1.
Dodawanie: (a+b-i) + (c+d-i) = (a+b)+ (c+d) - i (patrz aplet).
Mnozenie: (a +b-t)-(c+d-i) = (ac — bd) + (ad + bc) - i
Element neutralny dodawania: 0 +0 - ¢

Element neutralny mnozenia: 1+ 0 -4

. Element odwrotny:

1 1 a—b-1 a—b-1 a —b

a+b-i a+b-ia—b-i a2+ 2412 * a? + b? !

. Wniosek: Struktura ( ,+,-) jest ciatem

=1

. Interpretacja graficzna liczb zespolonych
.Def.a+b-i=a—0b-1i (sprzezenie liczby zespolonej)
. Def. |a +b-i| = +/a? + b (modut liczby zespolonej) (patrz aplet)

. Fakt. 2z = |2[°.

2122

|2af” "

Liczby zespolone: I

1.

Formalna konstrukcja.
2

Dodawanie: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d)
Mnozenie: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php 317
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2. Podstawowe funkcje: Re(a + bi) = a, Im(a + bi) = b, a + bi = a — bi,
la + bi| = va® + b2
3. Tw. |2129] = |21] - |22
4. Tw. |21 + 29| < |21] + |22|

5. Interpretacja: |z; — 23| = odlegtos¢ z; od 2o

6. Przyktad: g%—gi:i%( 2+ 2+ 2—\/5-2')
7. Dla kazdej liczby zespolonej z # 0 istnieje « taka, ze z = |z|(cos(a) + isin(a)).

8. Wzor Eulera:

(Vt € ) e = cos(t) + isin(t)

Liczby zespolone: Il

1. Najpiekniejszy wzér matematyczny:

4. ri(cos(a) + isin(a)) - ra(cos(B) + i sin(B))
= (r172)(cos(a + B) + isin(a + B))

5. Wzo6r de Moivre'a:

(r(cos(a) + isin(a)))” = r"(cos(na) + isin(a)

7. Pierwiastki z jednosci:

YT={ep:h=0,...,n—1}, gdzie ;=

9. Jedli u = r(cosa + isina), gdzie r > 0 orazn > 2 to

81 A 8 4
/u={/r(cos — +isin—) -€,,:k=0,...,
n n
11. Tw. W dowolym ciele K, jedliz # 1,to 1l +z +...2" = m?:l.

12. Wniosek: Z;é én =0

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php
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Obserwacja: Struktura ({z € :|z| = 1}, ") jest grupa.

Pojecie homomorfizmu

1. Pojecie homomorfizmu grup: f(z + y) = f(x) - f(y)
2. Pojecie podgrupy
3. Jadro homomorfizmu: ker(f) = {z : f(z) = e}
4. Tw: Jadro homomorfizmu grup jest podgrupa
5. Def: Dziedzina catkowito$ci: przemienny pierscien z jednoscig, bez dzielnikow
zera
Wielomiany

1.

. Mnozenie: '~ a,X o On X" =~ c, X" gdzie ¢, =

Dla pierécienia przemiennego z jednoscig (R, +, -) okreslamy

RX]=  a,X":(Yn)(an € R) A (3N)(¥n > N)(a, = 0)
n=0
. Réwnosé:  *° a, X" = b, X" = (Vn)(a, = by)

. W 3 rozwazamy wielomian w(X) = X3 + 2X. Mamy:

w(0) =w(l) =w(2) =0,alew #0

. Dodawanie:  ° a, X"+ b, X" = X (a,+by)X"

ti=n kDL

. Tw. Jesli R jest pierécieniem przemiennym z jednoscig, to R[X] jest rowniez

pierscieniem przemiennym z jednoscia.

. Def: Dla w € R[X] okreslamy

max{k:ar #0} : w#0

daes) = 00 : w=0

. Jesli R jest dziedzing catkowitosci i w,v € R[X], to

deg(w - v) = deg(w) + deg(v)

. Jesli R jest dziedzing catkowitosci i w, v € R[X], to

deg(w + v) < max{deg(w), deg(v)}

Wielomiany na ciatami

1.

Tw (O dzielenie z resztq). Niech K bedzie ciatem, w,v € K[z], deg(v) > 0.
Istniejg wtedy wielomiany ¢, € K|z| takie, ze w = q- v + r oraz
deg(r) < deg(v).

. Wniosek (Tw. Bezout): Jesdli K jest ciatem, a € K, w € K|z] oraz w(a) = 0, to

w(z) = (z — a)a(z) dla pewnego a € K|z].

. Wniosek: Jesli K jest ciatem, a € K, w € K|[z] to istnieje wielomian « taki, ze

w(z) = a(z) - (z — a) + w(a)

. Wniosek: Jedli K jest ciatem, ay,...,a, € K sq parami rézne, w € K[x] oraz

w(a;) =w(az) =...w(a,) =0, tow(z) =(z —a1) -...(x —a,)a(z) da
pewnego a € K|z|.

5. Schemat Hornera

6. Zasadnicze Twierdzenie Algebry

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php 5/17
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JeSliw € [z] i deg(w) > 0 to istnieje takie

ac ,zew(a)=0.

. Wniosek: Jedliw € [z] i deg(w) =n > 0 to istniejq a1, az,...,a, € oraz

ce takie,zew(z) =c-(z—a1)-...(x —ay).

. Fakt: Jesliw € [z],a orazw(a) =0tow(a) =0

Tw. Jedliw € [z] i deg(w) > 0 to istnieja takie wielomiany vy, . .., vy takie, ze
lL.w=7v1-v2-... Vg
2. deg(v;) € {1,2} dlai=1,2,...k

3. Jesli deg(v;) = 2 to v; jest dwumianem o wyrézniku ujemnym

. Kazdy wielomian w € [z] stopnia trzeciego ma pierwiastek rzeczywisty.

Wielomiany na ciatami - Il

1

. Fakt: Jesli p,q € K[z], p|qi q|p to p = aq dla pewnego a € K.
2.

Def. p jest wielomianem pierwszym, jesli deg(p) > 1 oraz nie istniejg wielomiany
a, b takie, ze p = a - b oraz deg(a), deg(b) < deg(p)

. Tw. Kazdy wielomian jest iloczynem wielomianéw pierwszych
. Def. Wielomian p(z) = ag + a1z + . .. + a,z™ jest moniczny, jesli a, = 1

. Def. NW D(p, q) = r jesli r jest moniczny, r|p, r|q oraz dla dowolnego

wielomianu s, jesli s|p i s|q to s|r

. Tw. Jedli p # 0 lub g # 0 to istnieje NW D(p, q). Co wiecej, istniejq takie

wielomiany a, b takie, ze NWD(p,q) =a-b+b-q

7. Algorytm Euklidesa dla wielomianéw nad ciatem

8.

Tw. Rozktad wielomianu na iloczyn wielomianéw pierwszych jest jednoznaczny

Przyktad. Wielomian w(z) = 2 + = + 1 jest pierwszy w s[z]. Na zbiorze
K={a+bz:a,bec sz]} okreslamy dziatanie

p % q = reszta z dzielenia p - q przez wielomian 2% + = + 1

Mamy, miedzy innymi, 2 =1 (22 +xz+1)+z+ 1, wieczxz=1+=z

Wielomiany

1.

Konstrukcja ciata 4 elementowego za pomocg wielomianu pierwszego
w(z) = 22 + x + 1 nad ciatem 5.

CTw. Jedli w(z) = ag + a1z + ... az™ € [z], NDW(p,q) = 1 oraz w(%) =0to

qla, oraz plag

. Def. Zawartoscig wielomianu w(x) = ag + a1 + ... a,z™ € [z] nazywamy

liczbe z(w) = NWD(ay,...,a,).

. Lemat: Jesli z(w) = 2(v) = 1 to z(w - v) = 1.

. Tw (Gauss). Wielomian w € [z] jest nierozktadalny w [z]| wtedy i tylko wtedy,

gdy jest nierozktadalny w  [z].

. Rozwigzywanie rownan stopnia trzeciego w ciele liczb zespolonych.

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php
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Wielomiany - c.d.
1. Charakterystyka ciata
2. Formalne rozniczkowanie wielomianow

3. Tw. (dla ciat o charakterystyce 0) Jesli
w(a) = wW(a) = w®(a) =...(z) = w™Y(a) =0iw"(a) #0to a jest
pierwiastkiem krotnosci n wielomianu w.

4.Tw. (f-9)=f-9+f-4
Przestrzen

1. Def. <Z,y>= _; T

N

.Def. ||Z|]| = <z,Z2>

3.7w. | <3,5> | < |- |7

Def. d(&,9) = Il — 9

5. Tw. (nieréwnos¢ trojkata) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

D

6. Tw. <3, >= |[z|| - Ilyl] - cos(a)

Przestrzen "

=

. Def. (z Ly) = (< Z,y >=0)
2. Twierdzenie Pitagorasa: jesli z L y to |z + y|° = || + |y|”

3. Réwnanie parametryczne prostej: X; = P +ta, te

4. Hiperptaczyzna wyznaczona przez parametry Aq,..., A,, B (zaktadamy, ze
A% +...A2 > 0): zbiér tych (z1,...,2,) € ", ze

Aiz1+... Az, + B=0.

5. Wiasnosci: wektor (A1, ..., A,) jest prostopadty do hiperptaszczyzny zadanej
powyzszym réwnaniem.

6. Odlegto$¢ punktu P = (p1,...,p,) od hiperptaszczyzny zadanje wzorem
Az + ... Az, + B = 0 wyraza sie wzorem

‘Alpl T oc -Anpn +B|

d(P,1I) =
A2+ A2

7. Wektor normalny do hiperptaszczyzny: wektor dtugosci 1, prostopadty do tej
hiperptaszczyzny.

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php 7nm7
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Normalne $cian w programie Blender:

User Persp

Przestrzenie wektorowe
1. Definicja przestrzeni wektorowej nad ciatem K.

2. Def. Liniowa kombinacja wektoréw fi, ..., f,: dowolny wektor postaci

)\1f1+"'+)\nfn,
gdzie A\1,..., A\, € K.

3. Def. Liniowa otoczka zbioru E C V': zbidr

n

Lin(E)={ Mfr:n€ ,A,...,.n€K,f1,...,fn € E}
k=1

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php 8/17
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4. Def: Wektory fi,..., f, € V sa liniowo niezalezne jeéli dla dowolnych
ALy ..oy Ap € K mamy
Mfit.tAfr=0 — (AM=...=X=0).

5. W przestrzeni wektorowej ( 3)%:

Lin({(2,1)}) = ,(2,1),(1,2)}

Liniowa niezalezno$¢

1. Tw. Zbiér E jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
e € Emamy e ¢ Lin(E \ {e}).

2. Tw. Jesli fi,..., fn,sa liniowo niezalezne oraz
)‘lfl++)\nfn :H1f1++,ufnfn’

to Ay = U1,y A = L.

3. Def. Bazg przestrzeni wektorowej V' nazywamy dowolny taki liniowo niezalezny
podzbiér B C V, ze Lin(B) = V.

4. Tw (bez dowodu, bo byt on wyktadzie z Logiki i Struktur Formalych) W kazdej
przestrzeni wektorowej V' # {0} istnieje baza

5. Tw. Liniowo podzbior B przestrzeni wektorowej V jest bazg wtedy i tylko wtedy,
jest maksymalnym, liniowo niezaleznym podzbiorem przestrzeni V.

6. Tw. Jedli k < n to uktad réwnan
(V’L € {1,,k}) Q; ;T = 0
j=1

ma nietrywialne rozwigzanie.

7. Tw. Jedli B jest baza przestrzeni V, F C V oraz |B| < |F| to F jest liniowo
zalezny.

Podprzestrzenie liniowe i odwzorowania liniowe
1. Tw. Jesli By i By sa bazami przestrzeni V to |B;| = | Ba|.
2. Def:

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php
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0 : V={0}

(/) = |B| : BjestbazaV

3. Def. Niepusty zbiér H C V jest podprzestrzenig liniowg przetrzeni V jesli
(Vz,y € H)(Va,B € K)(ax+ py € H) .
4. Def. Funkcja F': V; — V5 jest odwzorowaniem liniowym jesli

(Vo,y € H)(Vo, B € K)(F(aw + fy) = aF(z) + BF(y)) -
5. Opis odwzorowan liniowych z 2w %

R + a12%2
T2 a21%1 + G222
dla pewnych ai1, a12,a921, @22 €
6. Def. Jesli F': V1 — V5 jest odwzorowaniem liniowym, to
ker(F) = {z € V1 : F(x) = 0}.
7. Tw. Jesli F': V; — V5 jest odwzorowaniem liniowym, to ker(F') jest
podprzestrzenig liniowg przestrzeni V;.

8. Tw. Jesli F': V; — V; jest odwzorowaniem liniowym, to rng(F) jest
podprzestrzenig liniowg przestrzeni V5.

9. Tw. Jesli F': V; — V5 jest odwzorowaniem liniowym, to

dim (V1) = dim(ker(F)) + dim(rng(F))

Odwzorowania liniowe

1.Jedli F: V — H jest liniowe, B = {ey,...,e,} jest baza V oraz
C={fi1,..., fm} jest baza H to macierza F w bazach B i C nazywamy macierz
Mg g(F') rozmiaru m x n o wyrazach (a; ;) jesli

F(e;) = . fiaji

2. Mnozenie macierzy przez wektor:

4. Jedli Mo p(F) = (aij)i=1.. myj—1.. n Oraz

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php 1017
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ail 000 A1p 1 Y1
am1 vee Qmn Tn Ym

to F( ?:1 wjej) - ;L:l yjfjl czyli F([a:l; .. "xn]B) = [yla cee aym]C'-
2 2

5. Przyktady odwzorowan liniowych F' : —

6. Def. det

7. Tw. Jedli F':

10

1. Identycznos¢: Id = 0

2. Odwzorowanie zerowe:

3. Skalowanie : Sqp =

S0 © O©O =
=

a
0
il

4. Sciecie: S, =
ciecie 2

i cosa —sina
5. Obrot: O, = .
sina cosa

= ad — be

a
C

N, o

- 2 jesy liniowe oraz A jest macierza F' w standardowej bazie
oraz S C 2 to pow(F[S]) = pow(S) - det(A).

Odwzorowania liniowe - c.d.

1.

Jedli B = (by,...,b,) jest upozadkowana baza, to [z]|p = [Z1,...,x,]|T jesli
Tr = Z:l a:zbz
. Suma macierzy tych samych rozmiaréw: (a;;) + (bi;) = (aij + bij)

. Tw. Jesli F,G : V — H sa liniowe, to F' + G tez jest liniowe. Jesli B, C' sg

bazami uporzadkowanymi przetrzeni V' i H, to

MC’B(F + G) = MC’B(F) + MC’B(G)

. Iloczyn macierzy: (ai;)i=1.. rij=1...m * (Bjk)j=1.. mk=1.. n = (Cik)i=1.. rsh=1.. ns

gdzie

Cil. = a“bjk
g=il

(patrz: YouTube).

JJedli F: Vi — Vs, G : Vo — V3 53 liniowe, to G o F' : Vi — V3 jest liniowe. Jesli

B, C, D sa bazami uporzadkowanymi przetrzeni V; i V5, V3 to
MD,B(G e} F) = ijc(G) 0 MC,B(F)

. Przyktad: Rozwazamy odwzorowanie F' : 2 5 2 zadane wzorem
3 1
2 2 2
F(ﬂ,’, y) - 1 3
5 5 Y
2 2

W bazie C'= {(1,1), (—1,1)} ma ono macierz

http://cs.pwr.edu.pl/cichon/2015_16_a/Algebra01.php

17


https://www.youtube.com/watch?v=kuixY2bCc_0

23.08.2016 JCI-Algebra

o 20
0 1
n
Pokazalismy, ze M™ = 2= 0
0 1
7. Macierz przejscia z bazy B = (by,...,b,) do bazy C = (c1,...,¢,):
Tpc = [[c1]B,-- -, [cnlB] -
8. Jesli T jest macierza przejéciaz Bdo C to [z]p =T - [z]c
9. Jedli T jest macierza przejéciaz Bdo C'to [z]c =T ! - [z]p

10. Jesli M = @ Z oraz det(M) # 0, to
c

(wrécimy do tego na nastepnym wyktadzie).

Odwzorowania afiniczne pfaszczyzny

1. Def. Odwzorowaniem afinicznym ptaszczyzny nazywamy odwzorownie postaci

a b = e
F(z,y) = 4
(@y)= _ y f
2. Reprezentacja odwzorowan afinicznych:
a b e
c d f y
0 01 1
1 0 e = cosaa —sina 0 =z
3. Przykfady: translacja: 0 1 f gy ,o0brét: sina cosa 0 y
0 01 1 0 0 1 1

Znak permutacji
1. Def. Inv((ai)i=1.. ) = card({(4, ) : 1 <i <j<nAa; > a;}).
2. Def. Jedli d = (a;)i—1. n to sgn(d) = (—1)@,
3. Tw. Jesli T; ; jest transpozycja dwdch elementéw to sqn(T; ;) = —1.

4. Tw. Jesli o, € S, to sgn(mo o) = sqn(w) - sqn(o).

Wyznacznik

1. Def. Jesli A = (a; ;)i j—1, n to
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Wyznaczniki

1. Wyznacznik macierzy 3 x 3: YouTube

. Tw. Niech (G, -) bedzie grupa oraz a € G Wtedy funkcje f(z) = =~ ! oraz

g(x) = z - a sq bijekcjami G.

N

3. Tw. det(A) = g sgn(o) Qo(i) i
4. Def. [ai7j]T = [ajﬂ']
5. Wniosek. det(AT) = det(A)
6. Tw (0 mnozeniu kolumny przez statq)
det([kl,...,ki,g, 0 ,ki+1,...,kn]) = -det([kl,...,ki,Q, ,ki+1,...,kn])
7. Tw.(o sumie dwdch kolumn)
det([kl, ceey ki_g, ,kz‘+1, ceey kn]) = det([kl, ey ki_g, aki+1) ceey kn])

I det([kl, . .,ki,Q, ,ki+1, .. ,kn])

8. Tw. (o0 zamianie kolumn)
det([kzl, ey ki,Q, ,ki+1, 500 ,kjfl, ,kj+1kn]) = —det([kl, ceey ki,Q, ,ki+1, ceey kjfl, ,kj+1kn]

9. Wniosek. Wyznacznik macierzy o dwoch takich samych kolumnach (lub dwoch
takich samych wierszach) jest réwny zero.

10. Tw.(o dodawaniu kolumn) Jesdli1 < i < 5 < n to
det([kzl,..., ge ooy ,,kn]) :det([kzl,...,ki,Q, 7ki+17---7kj717 . ,,kn])

11. Algorytm obliczania wyznacznika o ztozonoéci obliczeniowej O(n?).

Wyznaczniki
1. Def. Niech A € M. Minorem M; ; maciezry A nazywamy wyznacznik macierzy
ktora powstaje z A po skresleniu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
2. Def. Niech A € M,,,. Algebraicznym dopetnieniem elementu a; j hazywamy
|iCZbQ Ai,j = (—1)i+jMi’j.
3. Tw. (Laplace) Niech 1 < r, s < n. Wtedy

n

a,_,jAsyj = det(A)(Sr,S

j=1
1 :r=s
0 :r#s

4. Tw. Jeéli A € M, oraz det(A) # 0, to istnieje taka macierz A=}, ze
A-A1=A"1.A=1,. ponadto

gdzie 6, s =
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6. Wzory Cramera: Rozwazamy uktad rownan liniowych:

a;1T1 +a12T2 +...a10T, = b
a21T1 + az2T2 +...a20Ty = by
p1T1 + Ap2T2 + ... AppTy = bn,

(mamy n réwnan oraz n zmiennych). Oznaczamy Ala; j|; j—1..._n. Rozwazany
uktad ten jest rownowazny nastepujacemu réwnaniu:

A-Z=5
T1 b1
gdziez = oraz b =
o b,
Zatézmy, ze det(A) # 0. Wtedy 7 = A~'b. Po rozpisaniu tego, otrzymujemy
WzOory na rozwigzanie:
o det Akj)
T det(4)
gdzie AkB jest macierza, ktdrg otrzymujemy z macierzy A przez zastgpienie k-

tej kolumny wektorem B

Wyznaczniki
1. Tw. det(A - B) = det(A) - det(B)
2. Def. rank([ky, ..., k,]) = dim(Lin({k1, ..., kn})).
3. Tw. rank(A) jest rowny najwiekszemu stopniu niezerowego minora macierzy A
4.

Uktad réwnan liniowych

a1 AF ooo TP al’nwn = bl

am1x1 + ...+ AmnTn = bm
jest rownowazny réwnaniu

(11’1 000 al’n
T b1

Tn, b,
am1 .- amﬂ
Istnienie rozwigzania tego ukfadu jest rownowazne zdaniu

b1
. €rng(Fa),
bm
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a171 .. G,Ln
r1 L1

gdzie Fy : —A- : ,aA=

Ln Ln
ami1 -+ OGmn

5. Niech A = [kq, ..., k,]. Wtedy

6. berng(Fa) < rank([ky,..., kn]) =rank([k,... kn,b]) .

Metoda eliminacji Gaussa-Jordana

1. Tw. Jeslia # 0 to
dim(lin({wy, we, ..., w,})) = dim(lin({wy, aw; + wa,ws, ..., w,}))

. Metoda eliminacji Gausa-Jordana: YouTube

. Zastosowanie metody eliminacji do wyznaczania macierzy odwrotnej. YouTube
.Def. Hi+ Hy={z+y:x € H Ny € Hy}.

. Tw. dim(H; + Hy) = dim(H,) + dim(H,) — dim(H; N Hy)

. Def. H = H; & H, jesli H = H; + Hy A H; N Hy, = {0}.

.Jesli H = Hy & H, to przestrzen Hy + Hs jest izomorficzna z przetrzenig
H1 X H2

N OO o1 A WN

Podprzestrzenie niezmiennicze.

1. Def. Podprzestrzen H C V jest podprzestrzenig niezmieniicza odwzorowania
F:V —Vijeli FIH CH

2. Def. Warto$¢ wtasna macierzy A: taka )\, ze istnieje niezerowy wektor 7 taki, ze
A" =xz"

3. Def. Wektor wtasny odpowiadajacy wartosci wtasnej A: taki T ze T # () oraz
A-z" =22"

4. Def. Wielomian charakterystyczony macierzy kwadratowej A:
pa(A) = det(A — )

5. Tw. X jest wartoscig wtasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy p4(A) =0
6. Liczby Fibonacciego: Fy = Fy =1, F,, .o = F, + F, 1.

01" 1 F
11 1  F.y
2. p(A) = det( _1A 11/\ = E = =1

3. Réwnanie p(A) = 0 ma dwa pierwiastki: A\; = %(1 —/5), Ay = %(1 + /5)
4. Wiemy, ze s takie state a i b, ze Fj, = aA] + bAy

5. Korzystajac z tego, ze znamy Fj i F_1$ liczymy troche i po kilku uproszczeniach
otrzymujemy
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Wielomian charakterystyczny

1. Def: Spektrum macierzy A: spec(A) = \{\lambda: p_A(\lambda) = 0\}$

2. Tw. Jedli T jest macierza przejscia z bazy do bazy i A jest dowolng macierza
kwadratowa to prar-1(A) = pa(N).

3. Tw. Jedli A jest macierza kwadratowa rozmiaru n X N oraz
Pa(A) =co+caad+ X+ e A" to

1.cp = (-1)"
2. ¢, 1 = (—1)""1Tr(A)
3. ¢g = det(A4)

4. Przykfad: Jesli A € My,5(K) to $p_A(\lambda) = \lambda~2 - \mathrm{tr}
(A)\lambda + \mathrm{det}(A)

5. Tw(Cayley-Hamilton) Jesli A jest macierzg kwadratowa, to pA(A) =0

Macierze ortogonalne

1. Proces ortogonalizacji Grama-Schmidta : g1 = f,

g _f <fi7gi>g
k+1 — Jk — -
- i1 < Gi,9i > “

2. Def: A jest macierzg ortogonalng jesli A jest macierzg ztozong z kolumn
ortonormalnych.

3. Tw. Jesli A jest macierza ortogonalna, to AAT = T.

4. Wniosek: Jeéli A jest ortogonalna, to A1 = AT

5. Tw. A jest macierzg ortogonalng wtedy i tylko wtedy, gdy < Az, Ay > =
< x,y > dla dowolnych wektoréw z i y.

6. Wniosek: Jedli A jest ortogonalna, to A1 tez jest ortogonalna
7. Wniosek: Jedli A, B sg ortogonalne, to AB tez jest ortogonalna

8. Wniosek: Zbiér macierzy ortogonalnych tworzy grupe, ze wzgledu na skfadanie
macierzy. Oznacza sie ja przez O(n)

Singular value decomposition

1. Tw. Zatdézmy, ze A jes macierzg rzeczywistg i symetryczna. Istniejg wtedy
macierze V' i X takie, ze V jest ortogonalna, X jest diagonalna oraz

A=vzvT,

2. Twierdzenie [O rozktadzie SVD] Niech A € M, ., (R). Istniejg wtedy macierze
Q € Myxm(R), ¥ € Mywn(R) oraz R € My, (R) taki, ze

1. Qi R s3 ortogonalne

2. tylko elementy na gtdéwnej przekatnej macierzy X sq niezerowej
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oraz

A=QXRT.
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