Analiza Matematyczna II
Lista zadan

Jacek Cichon, WPPT PWr, 2016/17

Zadania oznaczone dwoma lub wigcej gwiazdkami sa przeznaczone do samodzielnego rozwiazania. JeSli
chcecie uzyskaé wskazéwki lub podyskutowac o ich rozwigzaniu, to zapraszam na konsultacje.

1 Powtorka

Zadanie 1 — (Nieréwnos¢ Jensena) Niech f : [a, b] — R bedzie funkcja wypukta. Pokaz, ze jesli z1, ..., x, €
[a,b] oraz tq,...,t, s takimi liczbami, ze t1,...,t, > 0orazt; +...+t, =1to

n n
Ztm SZ (x;)

Wskazéwka. Zacznij od przypadku n = 2. Zauwaz, ze odcinek o koficach w punktach (z1, f(z1)) oraz (z2, f(x2))
zawiera si¢ w zbiorze {(z,y) : © € [a,b] Ay > f(x)}. Nastepnie zastosuj indukcje matematyczna. Oto poczatek
kroku indukcyjnego

n+1 n )
f (Z tﬁi) =f ((1 —tnt1) Z tfle + tn+1$n+1> <

ol tnn

(1 —tng1)f (Z til"i) + 1 f(@pg1) <.

i

Zadanie 2 — Srednia geometryczna i arytmetyczna: Zastosuj nier6wnos$¢ Jensena do pokazania, ze jeSli z1, . . . ¢, >
0, to
1 +...+x,

n

"xl....xn<

Wskazéwka: Skorzystaj z tego, ze funkcja f(z) = — In(z) jest wypukta na (0, o).

Zadanie 3 — Zastosuj nier6wno$¢ Jensena do pokazania, ze jesli a, S, v sa katami wewngtrzymi pewnego tréj-
kata, to

3v3
sin(«) 4 sin(B) + sin(y) < —\[
Wskazéwka: Skorzystaj z tego, ze funkcja f(z) = sin(z) jest wkles}a na odcinku [0, 7]. Przydaé si¢ moze
sformutowanie nieréwnosci Jensena dla funkcji wkleste;..
Zadanie 4 — Oblicz sumy:
L > ¢"dlalq <1,
2. ZZOZS q",dlalq| <1,
1
3. ZnZl n(n+2)°
1
4. ZnZl n(n+3)"
A B
Wskazdéwka: Znajdz liczby A i B takie, ze ”(nﬁ) =2+ 53

Zadanie 5 — Pokaz, ze



. 3 5 1y
l. sin(z) =2 — % + % ...:Z?O%x%“,
+

2. cos(x) =1—-4+5 +... =3 O(2'n)‘ “ a2,
3 1n(1+x)=x—r;+% L= 1( )"+ 1am dla |z] < 1.
4. Il =z 424 —Zn L tam diafe| < 1.

Zadanie 6 — Podaj mozliwie prosty dowéd wzoru

1— n+1
l+g+¢+. ¢ = —1—

)

l—q
prawdziwego dla wszystkich ¢ # 1.

2 Przestrzen euklidesowa

Zadanie 7 — Niech (z,y) = > 1" | x;y;. Pokaz, ze (z,y) jest iloczynem skalarnym, czyli, ze dla dowolnych
x,y,2 € R" oraz o, § € R mamy:

(az + By, 2) = a(z,2) + B (y, 2)

- Azyy) = (Y, m)

-z, ay+ﬁz> =a(r,y)+ B (z,2)

- z,z) =

. A{z,x) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0.
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Zadanie 8 — Pokaz, ze (z,y) L (—y,x).

Zadanie 9 — Niech z € R™ \ {0}. Niech || - || bedzie dowolna norma na R". Pokaz, ze ||ﬁ|\*

Zadanie 10 — Niech ay,...a, > 0. Definiujemy (z,y) = >_""_; a;z,y;. Pokaz, ze tak zdefiniowana funkcja jest
iloczynem skalarnym na R".

Zadanie 11 — Skorzystaj z nieréwnosci Cauchy’ego do pokazania, ze dla dowolnych a, b, ¢ € R mamy

|acos(t) + bsin(t)| < v/ a? + b2

Zadanie 12 — Niech d(x, y) oznacza odlegtos$¢ euklidesowa w przestrzeni R™. Narysuj nastgpujace podzbiory
plaszczyzny:

1A—{P6R2-d( . (L, 1)) <1}
2. A={PeR?: 1 <d(P(21) <1}
3.A_{P6R2.d(P7(7) d(p, (0,1)}

Zadanie 13 — Oblicz granicg ciagu

2 n
an=—— 13, (1-2) ,¥/ntl
n+1 n

punktéw przestrzeni R%.

Zadanie 14 — Wyznacz punkty skupienia ciagu

tn = <(_1)n n_ logy(2" 4+ 1) (1 N (_1)n)n)

n—+1 n n

* Zadanie 15 — Niech f(t) = (cos(t),sin(t)) oraz a, = f (3_j_; 7). Wyznacz punkty skupienia tego ciagu.

Zadanie 16 — Pokaz, ze funkcje ||z]|y = D1, |z;| oraz ||z]|c = max;—1. ., |z;| sa normami na przestrzeni
R™.



Zadanie 17 — Niech d; oraz d., beda metrykami generowanymi przez normy || - ||; oraz || - ||cc.
1. Wyznacz kule K7 ((0,0),1) oraz K((0,0), 1) w metrykach d; oraz d...
2. Narysyj kule K ((2,1),1) oraz Ko ((1,2),1) w metrykach d; oraz d.

Zadanie 18 — Pokaz, ze ||z||2 < ||z|]1 < v/n]|z||2- Wskazéwka: W dowodzie drugiej nieréwnosci skorzystaj z
nieréwnosci Cauchy’ego.

Zadanie 19 — Pokaz, ze ||z||0 < ||zl2 < v7]Z]|co-

** Zadanie 20 — Niech || - ||.. bedzie dowolng norma na przestrzeni R”.
1. Pokaz, ze istnieja takie state C, D > 0, ze

(Vo € R")(Cllzllz < [lz||. < Dl|2|l2) -

2. Pokaz, ze metryki generowane przez dowolne dwie normy na R" s3a réwnowazne w tym sensie, ze dla
dowolnego ciagu elementéw R”™ jest on zbiezny w jednej z nich wtedy i tylko, gdy jest zbiezny w drugiej
z nich.

** Zadanie 21 — Niech C([0, 1]) bedzie przestrzenig wektorowsa funkcji ciagtych na odcinku [0, 1]. Niech || f||2 =
Vo Lf@)2dt oraz || fllee = sup{|f(£)] : ¢ € [0,1]}.

1. Pokaz, ze || |2 jest norma na C([0, 1]).

2. Pokaz, ze || f|| jest norma na C'([0, 1]).

3. Pokaz, ze dla kazdej funkcji f € C([0,1]) mamy || f||2 < || f]|oo-

4. Znajdz ciag funkcji (f,,) ktéry jest zbiezny w normie || f||2 ale nie jest zbiezny w normie || f||o-

Zadanie 22 — Regula réwnolegloboku: Niech (-, -) bedzie dowolnym iloczynem skalarnym na przestrzeni wek-
torowej V. Niech ||z|| = +/{(x, z). Pokaz, ze wtedy

[l +yl1? + [lo = yl* = 2(/[«[]* + [ly]]*)
Wywnioskuj z tego, Ze normy || - ||1 oraz || - || nie sa generowane przez zaden iloczyn skalarny.

Zadanie 23 — Wyznacz wnetrza, domknigcia, wnetrza domknieé i domknigcia wnetrz nastgpujacych podzbioréw
prostej rzeczywiste;j:
1. A, =100,1]NnQ, 42 =1[0,1]\ Q.

2. Bij=N,B2=7

3. C’:{n_lH:nEN}

4. D=10,11U(2,3)U (4,5 NQ)
5. E=0,F=R

Zadanie 24 — Wyznacz wnetrza i domknigcia nastepujacych podzbioréw R?:
L {(z,y) e R?: 1 < 2% +¢y% <4}
2. {(z,y) € Q% : 22 + 2 < 1}

Zadanie 25 — Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng. Kulg otwartg o Srodku w punkcie 2 € X i promieniu
r > 0 nazywam zbior
K(z,r)={ye X :d(z,y) <r}.

1. Pokaz, ze K(x,) jest zbiorem otwartym.
2. Niecha,b € X, 7,79 > 0. Pokaz, ze jesli d(a, b) > r1 + 7o to K(a,r1) N K (b,r2) = 0.

Zadanie 26 — Rozwazamy przestrzefi R z odlegtoscia euklidesowa. niech x € R"™ oraz r > 0.
1. Wyznacz cl(K (z,7)).



2. Niech a € R™. Rozwazamy zbiér K(z,r) +a = {y+a : y € K(z,r)}. Pokaz, ze K(z,r) +a =
K(z+a,r).

Zadanie 27 — Pokaz, ze suma i przekr6j dwoch podzbioréw otwartych dowolnej przestrzeni metrycznej jest
zbiorem otwartym. Pokaz, ze suma i przekréj dwéch podzbioréw domknigtych dowolnej przestrzeni metryczne;j
jest zbiorem domknigtym.

1. Czy suma dowolnej rodziny podzbioré6w domknigtych R jest zbiorem domknigtym?
2. Czy przekrdj dowolnej rodziny podzbioréw domknigtych jest zbiorem domknigtym?

Zadanie 28 — Zat6zmy, ze A, B C R sa zbiorami otwartymi.
1. Pokaz, ze A x B jest podzbiorem otwartym przestrzeni R2.

2. Pokaz, ze jesli A, B C R sa zbiorami domknigtymi, to A x B jest podzbiorem domknigtym przestrzeni
R2,

3. Samodzielnie uogdlnij to zadanie na podzbiory przestrzeni R i R™.
Zadanie 29 — Niech (X, d) bedzie dowolna przestrzenia metryczna. Zatézmy, ze A C X jest takim zbiorem, ze

(Va € A)(3r > 0)(K(a,r)N A= {a})

Pokaz, ze A jest zbiorem domknigtym.

Zadanie 30 — (Metryka dyskretna) Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym i nichd : X x X — R
bedzie funkcja okres§lona wzorem
0 :z=y
d(z,y) = {

1 tx#y

Pokaz, ze d jest metryka na zbiorze X (nazywamy ja metryka dyskretna na zbiorze X).
Niech z € X oraz r > 0. Wyznacz K (z, 7).

Pokaz, ze kazdy zbiér A C X jest otwarty.

Pokaz, ze kazdy zbior A C X jest domknigty.

Zatézmy, ze (a,,) jest ciagiem punktéw zbioru X, g € X oraz d — lim,, a,, = g. Pokaz, ze

(IN)(¥n > N)(an, =g) .

AR

Zadanie 31 — Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng. Niech F' : X — R bedzie funkcja ciagla.
1. Pokaz, ze zbiér {x € X : F(x) = 0} jest zbiorem domknigtym.
2. Pokaz, ze zbiér {x € X : F(x) > 0} jest zbiorem domknigtym.
3. Pokaz, ze zbiér {z € X : F'(x) > 0} jest zbiorem otwartym.
4

. Uogdlnij to zadanie na dowolne przestrzenie metryczne

Zadanie 32 — Pokaz, ze zbi6r {(z,2) : # € R\ {0}} jest zbiorem domknigtym przestrzeni R?.
Wskazéwka: Skorzystaj z poprzedniego zadania. Przyjrzy si¢ funkcji F'(z,y) = = - y.

Zadanie 33 — Niech F' : R® — R™ bedzie funkcja ciagta. Pokaz, ze {(z, F(x)) : x € R"} jest domknigtym
podzbiorem przestrzeni R x R™.

Zadanie 34 — Niech (X, d), (Y, p), (Z,n) beda przestrzeniami metrycznymi. Zatézmy, ze funkcja f : X — Y
jest ciagta w punkcie a € X oraz, ze funkcja g : Y — Z jest ciagta w punkcie f(a). Pokaz, ze funkcja
go f: X — Z jestciagta w punkcie a.

Zadanie 35 — Zat6zmy, ze zbior A C R"™ jest tukowo spdjny. Niech f : A — R bedzie ciagta. Zat6zmy, ze
a,b € Aoraz f(a) <01 f(b) > 0. Pokaz, ze istnieje ¢ € A takie, ze f(c) = 0.

Zadanie 36 — Niech v : [0, 1] — R™ bedzie (ciagta) krzywa taka, ze ||y(0)|| < 1 oraz ||y(1)|| > 1. Pokaz, ze
gamma przecina sfere jednostkowa.

* Zadanie 37 — Niech f bedzie funkcja ciagta na sferze jednostkowej So C R?. Pokaz, ze istnieje punkt z € S

taki, ze f(x) = f(—x).



3 Funkcje rzeczywiste wielu zmiennych rzeczywistych

Zadanie 38 — Wpisz w pasku wyszukiwarki Google wzory
1. XA2+yA2,
xXA2-yA2,
x*y,
sin(x+y),
sin(x-yA2),
L/(xA\24+yA2)
1/(xA\2-yA2)
5 + (-sqrt(1-xA2-(y-abs(x))A2))*cos(30*((1-xA2-(y-abs(x))A2))), x is from -1 to 1, y is from -1 to 1.5, z is
from 1 to 6

® Nk WD

Postaraj si¢ zrozumie¢ te wykresy (poza ostatnim). Uwaga: Musisz mie¢ stosunkowo nowag Karte graficzng aby méc
wygenerowaé te wykresy.

Zadanie 39 — Niech

wy L2 2
flz,y) = TE T Ty >0
0 :(z,y) = (0,0)

Pokaz, ze dla kazdego a € [—1, ] istnieje taki ciag punktéw P,, = (2, yn) zbiezny do punktu (0,0) taki, ze
lim, f(zn,yn) = a.

Zadanie 40 — Niech )
fagy < {5 P20
’ 0 : (z,9) = (0,0)

1. Pokaz, ze dla dowolnego wektora (a,b) # (0,0) mamy lim;_,q f(ta,tb) =0
2. Znajdz taki ciag punktéw P,, = (zy, Y, ) zbiezny do punktu (0, 0), ze lim,, f(zp,yn) = 1.

sin(zy) .
f(%y):{ e Ao

Zadanie 41 — Niech
0 T

1. Pokaz, ze f jest ciagta w punkcie (0, 0)
2. Pokaz, ze f jest ciagta w kazdym punkcie ptaszczyzny

Zadanie 42 — Wyznacz pochodne nastgpujacych funkcji
1. f(t) = (2,43 + t,cos(t?))
2. f(t) = (tcos(t),tsin(t))

Zadanie 43 — Niech f(t) = (v, - t,—% - g - t* + v - t) dla pewnych statych v , vy, g > 0.
1. Oblicz f'(t) oraz f”(¢).
2. Podaj interpretacja fizyczna tego zadania.
3. Niech (z4,v,) = v(cos(a),sin(a)) (o € (0,7/2)). Znajdz t,, > 0 takie, ze f(tn) = (za,0) dla pewnego
zq > 0. Wyznacz z,,. Znajdz kat o maksymalizujacy liczbe z,,.

Zadanie 44 — Zal6zmy, ze f : R — R" jest funkcja rézniczkowalna, taka, ze (Vt)(||f(t)|| = 1) Pokaz, ze
(Ve € R)(f'(t) L f(t)). Podaj interpretacj¢ fizyczna tego faktu.

Wskazéwka: Zapisz funkcje f w postaci f(t) = (fi(t),..., f.(t)) i nastepnie zauwaz, ze (f1(t))* + ... +
(fu(t))? = 1 dla kazdego .

Zadanie 45 — (Numeryczna metoda Verleta) Niech F' : R” — R" bedzie polem wektorowym. Niech X :
R — R" bedzie tukiem takim, ze
9?X(t)

W:F(X(t))

9}



dla kazdego t € R.

1. Zastosuj wzér Taylora rzedu 4 do wyznaczania X (¢t + h) oraz X (t — h).
2. Dodaj stronami wyprowadzone wzory do pokazania, ze

X(t+h)=2X(t)— X(t—h)+ F(X(t))-h*+O0(h*)

3. Niech F(z,y) = —(z,y)/(z2 + y*)2. Pokaz, ze dla kazdego (z,y) # (0,0) mamy

1

4. Uzyj obserwacje z poprzednich punktéw do napisania w dowolnym jezyku programowania symulatora
poruszania si¢ czastki punktowej w polu centralnym F'(z,y) z poprzedniego punktu. Ustaw parametry
poczatkowe X (0) = (1,0), aX(o) = (0,0.5). Wez h = 0.001. Wyznacz przyblizone potozenia punktéw
X (kh)dlak =0,...,3000. Zaplsz wyniki do pliku tekstowego. Wczytaj je do programu Excel (lub jego

odpowiednika) i wyéwietl przyblizona trajektorig¢ ruchu czastki.

Zadanie 46 — Wyznacz pochodne czastkowe nastgpujacych funkcji
L f(a,y) =2*(z +y)?
2,y) = sin(a? +17?)
y) = 2y cos(z — y)
T ) = 2y?23 + ze¥T?
%
=2y + Yz + zx
= y(y — z)* okreSlonej na zbiorze otwartym U = {(z,y,2) : y — 2z > 0}

=In(z + /22 + y? + 22)

® N Uk WD

I
f(z,
0
f(z,
f(z,
(=,

f(z,

\/\_/vv

Zadanie 47 — Wyznacz gradienty nastgpujacych funkcji
L f(z,y) =2%—y?

2. f(x,y,2) = xy?2?

3. flz,y,2) = zyz

4. f(z,y,z) =1+ 2% + 3zy + 2%z
5. f(z,y,2) = (xy)*

Zadanie 48 — Wyznacz gradienty nastgpujacych funkcji f : R™ — R:
I f(2) = (a,2)
2. f(z) = ko anlzr)?
3. f(@) =y @#0)

** Zadanie 49 — Czy gradient zalezy od wyboru iloczynu skalarnego?

Zadanie 50 — Wyznacz pochodne kierunkowe nastgpujacych funkcji w zadanych punktach P i kierunkach a:
1. f(z,y,2) =2+y>+2%, P=(1,2,1); a=]I1,1,1]
2. flx,y,2) =2ayz, P=(1,-1,1), a=]2,1,2]
3. f(z,y,2) =xcos(yz), P=1(0,0,0), a=][1,1,1]

Zadanie 51 — Wyznacz macierze Jacobiego nastgpujacych funkcji:

2
L s =[]

zy
2. f(x,y) = |sin(z +y)
ey



3. fla,y,2) = [Sin(iyj yZ)}

Zadanie 52 — Wyznacz pochodne wszystkie czastkowe drugiego stopnia wszystkich funkcji z Zadania 6] oraz
wyznacz ich Hesjany.

Zadanie 53 — Pokaz, ze funkcja f(z) = ||x|| jest r6zniczkowalna na R™ \ {0} oraz znajdz jej pochodna.

Zadanie 54 — Zat6zmy, ze f : R™ — R jest jednorodna funkcja klasy C'* (jednorodnos$é oznacza, ze dla pewnego
k mamy f(tz) = t* f(z)). Pokaz, ze k > 1 oraz, ze

Zadanie 55 — Jak wyglada Jakobian funkcji f : R — R w punkcie x? Jak si¢ mnozy macierze o wymiarach
1 x 1?7 Poréwnaj wzor (g o f)'(z) = ¢'(f(x)) - f/(x) dla funkcji rzeczywistych jednej zmiennej ze wzorem

Joor () = Jy(f(Z)) o Jf(x) -

Zadanie 56 — Wyznacz macierz Jacobiego funkcji f(r,t) = (r cos(t), rsin(t)) oraz f(r,t, h) = (r cos(t), rsin(t), h).

Zadanie 57 — Zbadaj ekstrema podanych funkcji:
1. f(z,y) = 2* — 222 + 4oy + y* — 292

2. f(ax, )—xy+ +f

3. fla,y) = 2?y?(—x —y +5)

4. f(%y): ( r—y+4)

5. f(x,y) = cos(xz — y) + sin(x) + cos(y)
6. f(z,y) = (33—1) — 2y

Zadanie 58 — Niech f(x,y) = (¢ -y, +y) oraz g(x,y) = (e*,z - y)
1. Wyznacz ztozenie g o f
2. Oblicz macierze Jacobiego Jy, J, oraz Jyo s
3. Wyznacz J,(f(z,y))
4. Oblicz J4(f(x,y)) o Jf(x,y).

Zadanie 59 — Niech f(x,y) bedzie funkcja rézniczkowalne oraz niech g(r, 6) = f(r cos @, r sin §). Pokaz, ze
o1\ (O1\ _ (99)", 1 (91’
Ox oy)  \or r2 \ 06

* Zadanie 60 — Ile jest pochodnych czastkowych m-tego rzgdu nieskonczenie rézniczkowalnej funkcji 3 zmien-

nych? funkcji m zmiennych?

Zadanie 61 — ZnajdZ wymiary otwartego zbiornika prostopadtosciennego o objetosci 4 m? o najmniejsze po-
wierzchni bocznej.

Zadanie 62 — Niech g(z,y, 2) = z-y+2, z(t) = sin(t), y(t) = cos(t) i z(t) = t>. Oblicz & f(x(t), y(t), z(t)).

Zadanie 63 — Niech g(z,y,z,u) = €” -y -z, a(t) = t%, y(t) = 1+, 2(t) = 1, u(t) = In(t). Oblicz
G (@), y(t), 2(1), y(t)).

Zadanie 64 — Wyznacz réwnanie stycznej do hiperboli zadanej réwnaniem z—z — z—j = 1 w punkcie (z,yo)
(lezacym na tej hiperboli).

Zadanie 65 — Wyznacz ekstrema warunkowe funkcji f(z,y) przy warunku g(z, y) = 0 dla nastepujacych funk-
cji



(z,y) = 2° +y% gla,y) = vy — 1

(z,y) =2 +y°, g(2,y) =2 +y -2

(z,y) =z +y g(z,y) = e —ay — 1

(z,y) = 2%°, g(x,y) = x +y — 1 (a, b sa ustalonymi liczbami dodatnimi).

Eal ol e
= =

4 Calki wielokrotne

Zadanie 66 — Oblicz nastgpujace catki podwdéjne:
1. f14 dx f24 xydy
2. [ da fob xy(x — y)dy
3. f;:f ;:13(x+my)dxdy
4. [[p(2?y + 2xy®)dady, gdzie P = [1,2] x [2, 4]
5. [[p zsin(zy)dedy. gdzie P = [0,1] x [r, 2x]

11
6. [y Jo lz—yldxdy
7. ffAe%dxdy,gdzieA:{(x,y):0§x§1/\\/§§y§1}

Zadanie 67 — Oblicz catke [ [, sin(x) cos(y)dzdy, gdzie obszarem catkowania jest trojkat o wierzchotkach P =
(0,0),Q = (0,7/2)i R = (7/2,0).

Zadanie 68 — Oblicz nastgpujace catki po obszarach ograniczonych wskazanymi krzywymi:
1. ffnyQd:cdy, Diy=uz,y=2— a2
2. ffAeﬁdzdy,D:x:O,y:\/E,y: 1
3. [fs eIdedy, Diz=0,2=In(+v2),y=0y =2z

Zadanie 69 — Niech A = {(z,y) e R?: 0 <z <sin(y) A0 <y < 7}.
1. Oblicz powierzchnig zbioru A
2. Oblicz [, xdzdy
3. Oblicz [, ydxdy
4. Oblicz ([, xydzdy

Zadanie 70 — Prostopadtoscian o podstawie P = [0, a] x [0, b] potozonej w ptaszczyznie 0XY zostat Scigty od
g6ry powierzchnia z = 22 + y2. Oblicz objeto$¢é tak powstatej bryly.

Zadanie 71 — Pokaz, ze f;:: yy:Cd F(2)g(y)dzdy = (f; f(as)dz) : (fcdg(y)dy).

Zadanie 72 — Oblicz [ [ sin(xz) sin(y)dzdy.

Zadanie 73 — Oblicz objetosé przekroju dwéch walcéw Vi = {(x,y,2) : 2 + 22 < 72} oraz Vo = {(z,v, 2) :
y? + 22 < r?}.
Zadanie 74 — Znajdz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami:

l.y=a2%z2=224+y%y=1,2=0

2. P=zyz+y=2,x+y=4

3. z:z2+y2,xy=1,xy:2,y:%x,y:?x

Zadanie 75 — Oblicz nastepujace catki potrdjne:
12 g2
L[y S, 2,1+ @+ ay)dedydz
2. [[[p(zyz)dazdydz, gdzie P = [0, a] x [0,b] x [0, ]
3. [[[p(x+y+ z)dxdydz, gdzie P = [0,a] x [0,0] x [0, ]



Zadanie 76 — Wyznacz mase prostopadtoscianu P = [0, a] x [0,b] x [0, ¢] wiedzac, ze gestosé masy w punkcie
(z,y, z) wyraza si¢ wzorem p(z,y,2) = 1 +x + y + 2.

Zadanie 77 — Niech X, = {(z1,...,2,) €ER": 0 < 21,... 2y A2y + ... + 2, < 1}. Wyznacz [, - 22 -
... Zpdxidzs ... dr,. Wskazéwka: Rozwiaz to zadanie dla n=1, n=2 i n=3 i sprébuj na postawie tych wynikéw
postawi¢ ogélna hipoteze.

Zadanie 78 — Oblicz wartos¢ Srednig funkcji f(z,y) = sin(z) cos(y) na obszarze [0, 7] x [0, F].
4.1 Zamiana zmiennych

Zadanie 79 — Niech Oy (x,y) = (z + by, y).
1. Niecha,h > 0orazT = {(z,y) : 0 <z <aA0<y<h-— %:c} Naszkicuj obszar T'. Jaka jest jego
powierzchnia?
Wyznacz Jakobian funkcji ®y,.
Pokaz, ze dla dowolnej figury A C R? mamy pow(A) = pow(®,[A]).
Wyznacz obraz ®,[T].

wokwn

Jakie jest pole figury ®,[7T)?

Zadanie 80 — Niech

0sen) = [nil) ety | |1

(to jest obrot ptaszezyzny wzgledem §rodka uktadu wspétrzgdnych o kat ¢. Pokaz, ze dla dowolnej figury A mamy
pow(A) = pow(Oy(A)).

Zadanie 81 — Pokaz, ze jesli T jest przesunigciem przestrzeni R o wektor v, to dla dowolnej n-wymiarowej
bryty A mamy A\"(A) = \*(T(A)).

. .o . L, . . -, . 2 2 2 . .
Zadanie 82 — Pokaz, ze objetos¢ elipsoidy zadanej réwnaniem 25 + 43 4+ % < 1 wyraza sig¢ wzorem %wabc.
Wskazéwka: Rozwaz odwzorowanie liniowe R? w R? zadane wzorem ¥ (x,y, 2) = (ax, by, cz).

Zadanie 83 — Niech T bedzie niezdegenerowanym tréjkatem na ptaszczyznie o wierzchotkach A = (ay, az),
B = (by,b2) 1 C = (c1,¢2). Zatézmy, ze wszystkie wspétrzedne aq, as, b1, be, c1, c2 sg liczbami catkowitymi.
Pokaz, ze pow(T) > % Wskazéwka: Zapisz powierzchnig tréjkata 7' za pomoca pewnego wyznacznika.

Zadanie 84 — Oblicz nastgpujace catki po wskazanych obszarach:
L [[sin(2® +y*)dady, K ={(z,y) eR?*: L <a?+y*><n},
2. [[p(2-2-y)dedy, D={(z,y):0<2A0<yA2><a®+y* <57},
3. [[ee” @t dady, K = {(z,y) € R?: 2% +y> < 1},
4. [[patdedy, R={(z,y) eR*:0<z,ynd<z?+y* <9}

Zadanie 85 — Znajdz powierzchnig obszaru R ograniczonego przez krzywe r = 2+sin(360) and » = 4—cos(30).

Zadanie 86 — Oblicz nastepujace catki po wskazanych bryltach:
L [f[(10 = 2? —y? — 2%)dzdydz, K ={(z,y,2) eR¥: 2 +¢* + 22 < 1}

2. [[[1ydzdydz, V ={(z,y,2) ER3: 2> /a2 +y2 Aa? +y?>+ 22 <1}

Zadanie 87 — Niech V bedzie bryla ktéra powstata z usunigcia z potowy kuli K = {(z,r,2) : 2% + 3% + 22 <
ANz>0}kuli A= {(2,y,2) e R®: 22+ 9% + (2 = 1)2 <1} (czyli V = K \ A). Oblicz objetosé V.
Wskazéwka: Pokaz najpierw, ze réwnanie r = 2 cos(6) (we wspélrzednych sferycznych) wyznacza brzeg kuli A:
ze wzoru r = 2 cos(f) wywnioskuj, ze 7% = 2z, czyli, ze 2% + y? + 2% = 2z .

Zadanie 88 — Niech L bedzie ,,stozkiem lodéw” ograniczonym z dotu przez powierzchnig z = /2(z2 + y?)
oraz z géry przez powierzchnie 22 + y? + 2% = 4. Wyznacz objetos¢ bryty L.



Zadanie 89 — Zastosuj wsp6trzgdne cylindryczne do wyprowadzenia wzoru na objeto$¢ walca o promieniu pod-
stawy 7 1 wysokosci h.

Zadanie 90 — Zastosuj wspétrzedne cylindryczne do wyprowadzenia wzoru na objetos¢ stozka o promieniu pod-
stawy 7 1 wysokosci h.

Zadanie 91 — Zat6zmy, ze o > 0. Oblicz nastgpujace calki:

1 o0 _i
1. [ e 2eZdx
— 00

g

- ﬁ
¥
3

T ooV2n

Zadanie 92 — Na wyktadzie pokazaliSmy, ze n-wymiarowa objeto$¢ n-wymiarowej kuli o promieniu R wyraza
si¢ wzorem a,, R"™, gdzie liczby a,, spetniaja nastgpujaca rekurencyjng zaleznos§¢ a, 41 = %an. Stosujac ten
wz6r wyznacz objetosci n-wymiarowych kul o promieniu R dla wszystkich n € {1,2,...,10}.

Zadanie 93 — Niech F, G : R — R". Niech - oznacza iloczyn skalarny. Pokaz, ze

d d d

S F@)-G) = (. F(1) Gt) + F(t) - (G(1))

Zadanie 94 — Niech F, G : R — R3. Niech x oznacza iloczyn wektorowy. Pokaz, ze

d d d
SUF() x G(t) = (L F () X G(0) + F(t) x (5:G()

c.d.n.
Powodzenia,
Jacek Cichon
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