Analiza Matematyczna I
dla Fizyki na WPPT
Lista zadan

Jacek Cichon, WPPT, PWr, 2017/18

Zadania oznaczone * sg nieco trudniejsze od zadar bez gwiazdki. Zadania oznaczone ** sa jeszcze trudniejsze.

1 Wstep

1.1 Logika, zbiory i notacja matematyczna

Zadanie 1 — Niech p, ¢, r beda zmiennymi zdaniowymi. Pokaz, ze:

L | (=(pA-p)),

2. E(pVv-p),

3. E((pvag Vvr)+ (pV(gVr)) (taczosé spjnikéw V)
4 E(A(gVvr) < ((pAgV(pAr)).

5. =(lpVvignr) < ((pVa) AlpVr)),

6. = (p— q) & (—pV q) (prawo eliminacji implikacji),

7. = (=(p = q) < (p A ).
Podaj interpretacje dwéch pierwszych tautologii.
Uwaga: = ¢ oznacza, Ze ¢ jest tautologia.

Zadanie 2 — Pokaz, ze jesli Jan umie fizyke i Jan nie umie fizyki, to Jan umie biologie.
1. Sformutuj odpowiednig tautologie.
2. Podaj inne przyktady zastosowania tej tautologii.

Zadanie 3 — Niech ¢ = 1) oznacza, ze |= (¢ <> ). Pokaz, ze dla dowolnych zdan ¢, ¥, » mamy
1. ¢ = ¢ (zwrotnos¢)
2. Jesli ¢ = 1) to ¢ = ¢ (symetria)
3. Jesli ¢ = 9 oraz ¢ = n to ¢ = n (przechodniosc).

Zadanie 4 — Pokaz, ze spojniki —, A, <> mozesz zdefiniowaé za pomoca sp6jnikéw V oraz —. Pokaz réwniez,
ze spojniki —, V, <> mozesz zdefiniowac za pomoca sp6jnikéw A oraz —.

Zadanie 5 — Zapisz, stosujac notacje matematyczna, nastgpujace zdania i formuly:
1. pjestliczba pierwsza,
2. istnieje najmniejsza liczba naturalna,
3. nie istnieje najwigksza liczba naturalna,
4. nie istnieje najmniejsza liczba rzeczywista dodatnia.

Zastosuj znane prawa logiki do uproszczenia tych wyrazen.

Zadanie 6 — Podaj interpretacj¢ nastgpujacych zdan
1. (Vz € (0,00))(3n € N)(£ < z),
2. (Vz € R)(2? > 0),
3. Vo,yeR)(z<yVr=yVz>y),



4. (Va € N)(3w1, 29, 23,74 € N)(a = 2} + 23 + 23 + 23),
5. (Fz e R)(Vy € R)(y < z).

Zadanie 7 — Niech R(z,y) oznacza, ze "x jest rodzicem y". Niech K (x) oznacza, ze "x jest kobiety". Zdefiniuj,
korzystajac z notacji matematycznej oraz predykatéw R i K, nastgpujace predykaty:

1."x jest dziadkiem y",
2."X jest siostra y",
3."x jest bratem y",

4."x jest ciotka y".
1.2 Zbiory

Zadanie 8 — Niech A = [0,2] oraz B = [1, 3). Wyznacz zbiory AN B, AU B, A\ Boraz B\ A.

Zadanie 9 — Niech A = {(z,y) € R? : 2? +y? < 1} oraz B = {(x,y) € R? : < 2,y < 3}. Wyznacz zbiory
ANB,AUB, A\ Boraz B\ A.

Zadanie 10 — Odcinkiem nazywamy dowolny podzbiér A C R taki, ze
(Va,b,c) (((a<b<c)A(ac A)A(ce A)) - be A) .
Sprébuj opisaé rodzing wszystkich odcinkéw.

Zadanie 11 — Niech A, B C  oraz niech X ¢ oznacza dopetienie zbioru X C 2 do przestrzeni 2. Udowodnij
prawa de Morgana dla zbioréw A i B, czyli pokaz, ze

l. (AUuB)¢=A°nN B
2. (ANB)¢ = A°U B¢
Pokaz réwniez, ze

3. (A9)°=4A
Zadanie 12 — Wymien wszystkie poznane do tej pory warianty praw de Morgana.

Zadanie 13 — Niech A i B beda zbiorami. Pokaz, ze nastepujace zdania sg rGwnowazne:
1. ACB
2. AUB=B
3. AnB=B.

* Zadanie 14 — Mamy ustalone dwa zbiory A, B C (). Ile zbior6w mozesz zdefiniowaé z tych zbioréw za
pomoca operacji U, N,\ oraz ¢ (dopelnienie do zbioru €2). Uogélnij to zadanie na trzy biory.

** Zadanie 15 — (Paradox Russela) Pokaz, ze nie istnieje zbidr wszystkich zbioréw. Wskazéwka: Zat6z, ze
(2 jest zbiorem wszystkich zbioréw. Rozwaz zbior X = {x € Q : « ¢ x}. Zbadaj zdanie X € X.

Uwaga: Spostrzezenie Russela byto impulsem do sformutowania Aksjomatycznej Teorii Mnogosci. Obecnie najbardziej po-
pularng aksjomatyka jest Teoria Mnogosci Zermelo-Fraenkel’a.

1.3 Podstawowe zbiory liczbowe

Zadanie 16 — Upro$¢ nastgpujace wyrazenia:
1. L + 1 + 1 3+i
©2T3T 5

1+
2. (24)2,2(49)

ol
=

Sl

> 145

Zadanie 17 — Niech a, b, ¢ > 01ia # 1. Udowodnij nastgpujace wlasnosci funkcji logarytmicznych:

1. log,(b-c) = log,(b) + log,(c)
2. log, (b*) = klog,(b) dla dowolnego k € R



3. log, (z) = 122l qlap £ 1,

log,, (a)

Zadanie 18 — Upros¢ nastgpujace wyrazenia:

1. log,(102 - 5%), 4'°820) " 1og,(271/3)
2. 22 log, +310g83’ 910g35

Zadanie 19 — Przypomnij sobie dowdd tego, ze v/2 ¢ Q. Pokaz, ze jesli p jest liczba pierwsza, to \/D jest liczba
niewymierna.

* Zadanie 20 — Pokaz, ze jesli n € N jest taka liczba naturalng, ze /n € Q to istnieje liczba naturalna k taka,
zen = k%

Zadanie 21 — Pokaz, ze jesli ¢ € Q, to v/2 + ¢ ¢ Q. Dla jakich liczb wymiernych ¢ € Q mamy ¢v/2 € Q?

Zadanie 22 — Niech ¢ = 3.1415926535897932385 . . .. Dla n € N definiujemy liczby

0 — la-10™] '
10m
Wyznacz pierwsze 10 wyrazéw tego ciagu, tzn. oblicz liczby ag, a1, . . ., ag.

Uwaga: |z ] oznacza czes¢ catkowita liczby ..

Zadanie 23 — Pokaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych = oraz y mamy
L (z+y)(z—y)=2" -y
2. (x4 y)? = 2% + 22y + ¢?
3. (x+y)? = 2%+ 32%y + 3zy? + ¢°
4. Z jakich wilasnoSci liczb rzeczywistych korzystata$/korzystates podczas dowodzenia tych wzoréw?

Zadanie 24 — Dla jakich par liczb rzeczywistych z i y zachodzi réwnosé (x + y)? = 22 + y2?

Zadanie 25 — Pokaz metoda indukcji matematycznej, ze
I. 1424...+n= %n(n + 1). Uwaga: Musisz réwniez znaé proste wyprowadzenie tego wzoru..
2. 12422+ . 4+n?=tn(n+1)(2n+1)

13423 4. nd= (L";U)Q

(Vn e N)(n < 27)

(Vn > 4)(n? < 27)

(Vn > 4)(2" < n!)

(Vn > 1)(6|(n® — n)

Nk W

Zadanie 26 — Pokaz, korzystajac z poprzedniego zadania, ze 1 +3 + 5+ ... + (2n + 1) = (n + 1)2. Podaj
interpretacj¢ geometryczna teo faktu.

Zadanie 27 — Zalézmy, ze nyp < n1 < ng < ... jest nieskoriczonym ciagiem liczb naturalnych. Pokaz, ze
(VE € N)(k < ng).

Zadanie 28 — Wyznacz samodzielnie sze$¢ pierwszych wierszy tréjkata Pascala. Wypisz wzory na (z + y)" dla
n=0,1,2,...,5.

Zadanie 29 — Pokaz, ze jesli 0 < k < n, to (Z) =7 (Z:i) Jak mozna t¢ obserwacje wykorzysta¢ do wyzna-

czania wartosci (7)?

* Zadanie 30 — Symbolem | X| oznaczamy liczbg elementéw skoficzonego zbioru X . Niech X bedzie n - ele-
mentowym zbiorem. Dla & < n okreslamy

X]P={Y CX:|Y|=k).



1. Pokaz, ze |[X]*| = (}).
2. Korzystajac z poprzedniego wyniku podaj kombinatoryczne wyprowadzenie tozsamosci Pascala (Z) +
n _ (n+1
(i) = G-
3. Symbolem P(X) oznaczamy zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X. Pokaz, ze jesli | X| = nto |P(X)| =
2",

Zadanie 31 — Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona

@y =32 ()t
k=0
pokaz, ze

1. 35—, (%) = 2™ i podaj interpretacje kombinatoryczna tego faktu

2. Yoo (M(=DF=0.

Zadanie 32 — Narysuj wykres wartosci (2k0) dlak = 0,...,20. Ktéra z tych liczb jest najwigksza? Uogdlnij
to spostrzezenie dla ciagu liczb ((Z))kzln dla dowolnego n. Wskazéwka: Mozesz, np., skorzysta¢ z funkcji
KOMBINACIJE programu Excel.

Zadanie 33 — Pokaz, ze (/%) = 31, () (%)
1.4 Liczby rzeczywiste

Zadanie 34 — Za pomoca wyszukiwarki Google narysuj wykresy réznych funkcji kwadratowych (np. wprowadz
w pasku zapytan wyrazenie x A 2 — dx + 1). Zapoznaj si¢ z linkami umieszczonymi na stronie http://
ki.pwr.edu.pl/StudenciOnLineTools.phpl Sprébuj narysowaé wykresy funkcji kwadratowych za
pomoca serwisu Wolfram Alpha.

Zadanie 35 — Wyznacz nastgpujace zbiory:
. A={zeR:2% -3z +2>0},
2. B={ze€R:22 -4z +3 <0},
3. C={reR:2?—-4x+3 >0},
4. D={reR:2%—4x+3 > 0}.

* Zadanie 36 — Sformutuj samodzielnie pojecie kresu dolnego podzbioru A zbioru liczb rzeczywistych - ozna-
czmy go przez inf(A). Pokaz, ze inf(A) = —sup(—A), gdzie —A = {—a : a € A}. Wywnioskuyj z tego, ze
kazdy ograniczony z dotu podzbiér R ma kres dolny.

Zadanie 37 — Wyznacz kresy dolne i gérne nastgpujacych zbioréw:
I {7 :neN}
. (0,1) U (3,4]
. (0,1]nQ

2
3
4. [0,1\Q
5
6

. N
. Z

* Zadanie 38 — Niech A = {z > 0: 22 < 2}. Pokaz, ze sup(A)? = 2 (czyli, ze sup(A) = v/2).

Zadanie 39 — Korzystajac z tego, ze sin®(x) + cos?(z) = 1 pokaz, ze |sin(z) + 2cos(z)| < v/5 dla kazdego
x € R. Wskazowka: Skorzystaj z nierownosci Cauchy’ego.

Zadanie 40 — Pokaz, ze dla dowolnego ciagu liczb ay, . . . a,, zachodzi nier6wnos¢

ar+...+a, <Vnyjai+...+ad2.


http://ki.pwr.edu.pl/StudenciOnLineTools.php
http://ki.pwr.edu.pl/StudenciOnLineTools.php

2 Ciagi liczb rzeczywistych

Zadanie 41 — Pokaz, ze ciag (1 — 1) jest ograniczony.

. : : : PP _ 3n+1 _ 2"41 _ 2n’4n+3 _ 3n24nit5
Zadanie 42 — Oblicz granice nastgpujacych ciagow: a, = < S b, = o743 0 Cn = n2Tany1 d, = Engi
e = n3+n+3 f _ 7n3+2n+2 _ 2n2+n+3 h _ n2+n+3

T n243n+3° /M T n242n+1 In = n5+3n+2° """ T nd34n241"
. . _ noo ..
Zadanie 43 — Dlaczego ciag a,, = (—1)" .} nie jest zbiezny?
Zadanie 44 — Dlaczego ciag a,, = (—2)" nie jest zbiezny?
Zadanie 45 — Bezposrednio z definicji granicy ciagu pokaz, ze lim,, ”T“ =1, lim, 2?;1 = 0 oraz lim,(n —
V/n) = oo.
. . . . 2 2 2
Zadanie 46 — Oblicz granice lim,,_, oo 22558 oraz lim,, oo 12050,

Zadanie 47 — Oblicz granice ciagéw

n+(—1)"
1. a, = 27(1+1) ,

2. b, = VYn"+1,
3. ¢, = Vn2" +n.

Zadanie 48 — Pokaz, ze ze zbieznoSci ciagu (a,,) wynika zbiezno$é ciagu (|a,|). Czy prawdziwe jest twierdze-
nie odwrotne?

Zadanie 49 — Ustalmy liczbg a. Wyznacz granice ciagu a,, = %

Zadanie 50 — Pokaz, ze jesli |a] < 1to

1
lim (1+a+...4a") =

n— 0o 1—a’

n

Wskazéwka: Skorzystaj ze wzoruna 1+ ¢+ ¢ + ... + ¢™.

Zadanie 51 — Niech ag = 1 oraz a, 11 = 3 + 5.
1. Pokaz, stosujac metode indukcji matematycznej, ze a, < 6 dla kazdego n.
2. Pokaz, ze ciag (a,,) jest rosnacy
3. Wyznacz granicg tego ciagu.

Zadanie 52 — Ustalmy liczb¢ @ > 0. Niech g = a oraz x,11 = %(xn + -%). Pokaz, ze lim, z, = /a.

Tn
Zastosuj ten wyniki dla @ = 2. Ktéry wyraz tak zbudowanego ciagu rozni si¢ od /2 o mniej niz 10~3?

Zadanie 53 — Niech ag = 1 oraz a, 11 = 3(a, +4). Pokaz, ze ciag (a,) jest rosnacy i ograniczony oraz znajdz
jego granice.

Zadanie 54 — Oblicz granicg lim,,_,(vV/n? + n — n). Wskazéwka: Skorzystaj ze wzoru (a + b)(a — b) =
a? — v

Zadanie 55 — Oblicz granicg nastgpujacych ciagdéw
Loap = (14 %)%+,

2. by =(1— 1)+,
3. ¢y = (14 1),
4. dp = (2p)"
5. en=(1+5)"

Zadanie 56 — Oblicz nastgpujace granice: lim,, /5" + 1, lim,, {/n3™ + 2.



Zadanie 57 — Zat6zmy, ze 0 < a < b. Wyznacz granice ciagu v/a™ + b™.
Zadanie 58 — Zal6zmy, ze lim,, a,, = 0. Pokaz, ze wtedy lim,, |a,,| = 0.

Zadanie 59 — Oblicz granice lim,,(v/n + 1 — \/n).
Wskazéwka: Skorzystaj ze wzoru a — b = (a? — b?)/(a + b).

Zadanie 60 — Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach wyznacz granice nastgpujacych ciagow:

_ 1 1 1
Lan=mntemt  Tom

2. by = {5+ 12

n n2

_ n/3nd4an
3. ¢, = vl

Zadanie 61 — Niech H,, = 1+ § + 3 + ...+ =. Pokaz, ze lim,, H,, = co.

Wskazéwka: Pokaz najpierw, ze ciag (H,) jest rosnacy. Przyjrzyj sie nastepnie takiemu pogrupowaniu: Hg =
1+3+(3+7%) +(:+5+++ 1) Zapisz w podobny sposéb Hig. Sprobuj oszacowaé od dotu kazdy z
pogrupowanych sktadnikéw .

2.1 Domkniecie zbioru

Zadanie 62 — Ustalmy dodatnig liczbe naturalng C. Niech a,, = (n mod C) + % Wyznacz punkty skupienia
ciagu (an).

Zadanie 63 — Podaj przyktad ciagu, ktéry ma nieskonczenie wiele punktéw skupienia.
* Zadanie 64 — Podaj przyktad ciagu, ktérego zbiorem punktéw skupienia jest odcinek [0, 1].
** Zadanie 65 — Czy istnieje ciag, ktérego zbiorem punktéw skupienia jest zbiér [0, 1)?

Zadanie 66 — Korzystajac z Zadania A9 pokaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a
1. istnieje ciag liczb wymiernych (a,,) taki, ze lim,, o a,, = a

2. istnieje ciag liczb niewymiernych (b,,) taki, ze lim, o0 b, = a

Zadanie 67 — Pokaz, ze

1. (Va,beR)(a<b— 3z eQ)(a<z<b))

2. Ma,beR)(a<b— (Fzr ¢ Q)a<z <))
Uwaga: Wymienione wiasnosci mozna sformutowaé nastepujaco: (1) zbidr liczb wymiernych jest gesty w zbiorze liczb rze-
czywistych; (2) zbidr liczb niewymiernych jest gesty w zbiorze liczb rzeczywistych.
Zadanie 68 — Wyznacz domknigcia nastgpujacych zbioréw i sprawdz, ktéry z tych zbioréw jest domknigty i
ograniczony:

1. 0,Q,R\Q,Z,N,R

2. [0,1]1nQ,[0,1)\ Q.

3 Granice i ciaglos¢

Zadanie 69 — Wyznacz wartosci funkcji sin, cos, tan i cot dla katow o =0, &, 7, 5, 5.

Zadanie 70 — Pokaz, ze sin(z + 5 ) = cos(z), cos(z + §) = —sin(z) oraz tan(x + §) = — cot(x).

Zadanie 71 — Korzystajac ze wzoréw sin(z+y) = sin(z) cos(y)+sin(y) cos(x) oraz cos(x+y) = cos(x) cos(y)—
sin(x) sin(y) wyprowadz wzory na sin(2x), sin(3z), cos(2x), cos(3x).

Zadanie 72 — Narysuj, korzystajac z przegladarki Google, wykresy funkcji f(z) = 3(cos(2z) +1) oraz g(z) =
cos(x)?. Wyjasnij zaobserwowane zjawisko.



Zadanie 73 — Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = v1 — 22 - sin(k - z) dla k = 1, 10, 100, 200.

Zadanie 74 — Naszkicuj na wspllnym wykresie wykresy funkcji f(z) = |z| + V1 — 22 — 1 oraz g(z) = |z| —
V1—22 -1

Zadanie 75 — Naszkicuj na wspSlnym wykresie wykresy funkcji f(z) = (|z| + /1 — 22 — 1) cos?(200x) oraz
g(z) = (Jz| — V1 — 22 — 1) cos?(200z).
Zadanie 76 — Niech f(z) = 1.
1. Wyznacz nastgpujace granice: lim,_, o f(x), lim,— oo f(@), limg oy f(z), img_o_ f(2), lim,—, oy f(z),
lim, o f(x).
2. Naszkicuj wykres tej funkcji.

Zadanie 77 — Niech

-1 : <0
sgn(z) = 0 x=0
1 @ x>0

1. Pokaz, ze funkcja sgn nie jest ciagta w punkcie 0.
2. Wyznacz punkty ciaggtosci funkcji sgn.

Zadanie 78 — Wyznacz punkty ciagtosci nastgpujacych funkcji
1. fi(z) = sgn(sin(x)),

Zadanie 79 — Niech

Pokaz, ze funkcja f nie jest ciagta w zadnym punkcie.
Wskazéwka: Skorzystaj z zadania[66]

Zadanie 80 — Korzystajac z definicji Cauchy’ego ciagtosci funkcji pokaz, ze suma dwéch funkcji ciagtych w
punkcie x jest ciagta punkcie zq

Zadanie 81 — Korzystajac z definicji Cauchy’ego ciagtosci funkcji pokaz, ze funkcja f(x) = 22 jest ciagta.

Zadanie 82 — Zal6zmy, Ze istnieje n > 0 taka, ze (Vz)(|z — x| < n — f(z) = g(x)). Pokaz, ze jesli f jest
ciagta w punkcie x to réwniez g jest ciagta w punkcie xy. Dlaczego pokazana wtasnos¢ funkcji ciagtych mozemy
wystowi¢ nastepujaco: ciqgtos¢ funkcji w punkcie jest pojeciem lokalnym?

2

T

Zadanie 83 — Narysuj wykresy funkcji zadanych wzoramiy = -2,y =z — |z],y = zsin(2),y =2
1

x

sin(2),

Yy = % sin(=) oraz wyznacz ich granice w punkcie 0.

Zadanie 84 — Naszkicuj wykresy funkcji zadanych wzorami:
1

L. y= =7,
2. Y=g
2
3. y= 3+,
3
4 y=_3F5.

Zadanie 85 — Niech n > 0. Naszkicuj wykres funkcji zadanej wzorem

1

f(z):x(x—1)~-~(a?—n)'

Wskazéwka: rozwaz oddzielnie przypadek n parzystego i n nieparzystego.



* Zadanie 86 — Pokaz, ze dla kazdego naturalnego n > 1 mamy

1 - ()
m(x—l)(x—n)_ﬁzﬁ

Zadanie 87 — Oblicz nastgpujace granice:

1. lim, o Sinle2)

2" hng)l x3—-1°
21337
x2—

=

3. hmx_ﬂ

Ju

Zadanie 88 — Zal6zmy, ze funkcja f jest ciggta. Pokaz, ze funkcja g(x) = |f(x)| jest réwniez ciagta. Wska-
zowka: skorzystaj z tego, ze ztozenie funkcji ciagtych jest funkcja ciagla.

Zadanie 89 — Oblicz granice wielomianu postaci w(x) = 2™ + an_12" "1 4+ ... + a1z + ap w nieskoriczonosci
oraz w minus nieskonczono$ci. Wskazowka: Rozwaz oddzielnie przypadek n parzystego oraz n nieparzystego.

Zadanie 90 — Pokaz, ze kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek.
Wskazéwka: Skorzystaj z poprzedniego zadania oraz wtasnosci Darboux funkcji ciaghych.

Zadanie 91 — Zat6zmy, ze funkcje f i g sa ciagte. Niech h(z) = max{f(z),g(z)}. Pokaz, ze h jest funkcja
ciagla.
Zadanie 92 — Zat6zmy, ze f : [0, 1] — [0, 1] jest funkcja ciaglta. Pokaz, ze istnieje takie € [0,1], ze f(z) = .

Wskazéwka: Przyjrzyj sie funkcji g(x) = f(x) — .
Uwaga: Jest to prosty przyktad twierdzenia o punkcie statym.

Zadanie 93 — Niech f, ¢ : R — R bgda funkcjami rosnacymi. Pokaz, ze ztozenie f o g jest funkcja rosnaca.
Zadanie 94 — Naszkicuj wykresy funkcji f1(z) = (3)%, fo(x) = 17, f3(x) = 27, fa(x) = e® oraz f5(z) = 3*.

Zadanie 95 — Naszkicuj wykresy funkcji f1(z) = logi (2), fs(x) = logy(w), fa(x) = log.(x) oraz f5(x) =
logs ().

Zadanie 96 — Pokaz, ze kazda funkcja f : R — R jest suma funkcji parzystej i nieparzyste;j.
Wskazéwka: Rozwaz funkcje h(z) = 3 (f(z) + f(—x)) oraz g(z) = 5(f(z) — f(—=x)).

Zadanie 97 — Niech f(x) = sin(z) oraz g(z) = 2.
1. Naszkicuj wykres funkcji f o g.
2. Naszkicuj wykres funkcji g o f.

Zadanie 98 — Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 241

r—1
1. Sprawdz, ze 22 +1 = (z—1)(x + 1) + 2. Korzystajac z tego wzoru przedstaw funkcj¢ f jako sume funkcji
liniowej oraz pewnej prostej funkcji wymierne;j.
2. Korzystajac z poprzedniego punktu naszkicuj ponownie wykres funkcji f.

3. Zapoznaj si¢ z pojeciem asymptoty ukosnej.
Zadanie 99 — Podaj przyktad ciagtej funkcji f : [0,00) — [0, 1] ktéra nie osigga wartosci maksymalnej.
Zadanie 100 — Pokaz przyktad takiej funkcji ciagtej f : (0, 1) — R ktéra nie jest ograniczona z géry ani z dotu.

Zadanie 101 — Zatézmy, ze f : R — R jest ciagta oraz niech a € R.
1. Pokaz, ze zbiér f~1([a,00)) = {z : f(z) > a} jest zbiorem domknigtym.
2. Pokaz, ze zbiér f~1({a}) = {x : f(z) = a} jest zbiorem domknigtym.
3. Pokaz, ze zbiér f~1((a,0)) = {z : f(x) > a} jest zbiorem otwartym.



* Zadanie 102 — Zat6zmy, ze f : R — R jest ciagla, oraz, ze lim,_,~ f(z) = lim,—,_ f(z) = 0. Pokaz, ze
istnieje 29 € R takie, ze f(xo) = sup{f(x) : € R}.

** Zadanie 103 — Niech f : R — R begdzie taka funkcja ciagta, ze
(Vz,y € R)(f(z +y) = f(z) + f(y)) -

Pokaz, ze f(z) = a-xzdlaa = f(1). Wskazéwka: Zacznij od pokazania, ze dla kazdego n € N mamy f(n) = a-n.
Pokaz nastepnie, ze f(—x) = — f(z). Potem si¢ zajmij liczbami wymiernymi. A na konicu skorzystaj z ciagtosci.

4 Pochodne

Zadanie 104 — Oblicz pochodne nastgpujacych funkcji:
1. f(x) =23 +222 +3x+ 1, g(x) = 22° — 223 + 322 + 1

f(x) —1—|—x+x +.o. 42"

2
flz) = ():Tﬂh’(x):ﬁ_mixﬂ
flz) = (x +2z + 1) (23 + 222 + 1)

2

fz) = (93 +1)/(x—1), g(x) = %
f(x) = ze®, g(x) = 22e®, h(x) = 23e®. Wskazéwka: (e”) = e”.

S

T

Zadanie 105 — W jakich punktach funkcja f(x) = |z — 1| + |z + 1| jest rézniczkowalna?

Zadanie 106 — Znajdz przyktad ciaglej funkcji f : R — R, ktéra nie rézniczkowalna w nieskonczonej liczbie
punktow.

Zadanie 107 — W jakich przedziatach funkcje y = z(1 — z)?, y = we~%, y = 2%e " sa rosnace?

o o 22
1—‘:’12 Y= (m—l)L(:c—Z) :

Zadanie 108 — Zbadaj wykresy funkcji y = x%e®, y =

Zadanie 109 — Niech o(z) = {5 oraz ((z) = In(1 +€®).
1. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji o i zeta.
2. Pokaz, ze o'(z) = o(z)(1 — o(x)).
3. Pokaz, ze ¢'(z) = o(x).
4. Pokaz, ze lno(z) = —((—x).

Zadanie 110 — ZnajdZ ekstrema funkcji y = z(a — z), y = z(a — x)2.

Zadanie 111 — Pokaz, ze jesli funkcje f, g i h sa rézniczkowalne w punkcie z, to

(f(z) - g(z)-h(x)) = f'(z) - g(z) - h(z) + f(z) - ¢ () - h(x) + f(z) - g(2) - W' (@) .

Zadanie 112 — Niech
ar+b x< -1
fa,b(z) = {

x? x> —1
Znajdz takie parametry a i b aby funkcja f, ; byta rézniczkowalna w kazdym punkcie.

Zadanie 113 — Oblicz pochodne nastgpujacych funkcji:

1. y=vad+1,
2. y = sin(x?),
3. y= exz,

) 2
4. y= (e” + 1) ,
5. Y= 25in(w)’



6. y = tan®(z),

7. y=1In(z? + 1), y = logtan(z))
8. y=Inqls,

9.

y = arcsin(e?), y = arccos(z?)

10. y = arctan(z? + 1), y = arctan(e®)
11. sin(sin(z)), sin(sin(sin(z)))

12. sin(cos(sin(x)))

Zadanie 114 — Oblicz pierwsze i drugie pochodne funkcji f(t) = rsin(wt) i g(t) = r cos(wt).

Zadanie 115 — Zbadaj przebieg zmiennosci nastgpujacych funkcji:
1. f(x) = 23"

2. ) = 25

3. f(z) = 2%In(x)

4. f(z) =2 (2?+1) 4=
5. y="5.

6 v = 1t

T y= (w—l;r(:E—Q)’

Zadanie 116 — Dlaczego funkcja y = Inz (z > 0) jest ciggla? Podaj mozliwie prosty argument.

Zadanie 117 — Napisz réwnania stycznych i prostopadtych do podanych funkcji w podanych punktach:
1. f(z) =In(x +e®), P = (0, f(0),
2. flz) = 135, P = (1, f(1)).

* Zadanie 118 — Rozwazmy nastgpujaca funkcje

Pokaz, ze funkcja f jest ciagla.
Pokaz, ze dla kazdego n > 0 istnieje taki wielomian w(z), ze f(™)(t) = w(}) exp(—1).
exp(—1)

t) —

Pokaz, ze dla kazdego n > 0 mamy lim; 04 —3

Pokaz, ze dla kazdego n > 0 istnieje pochodna f () (0) i jest réwna 0

M

Zastosuj wzor Taylora dla funkcji f w punkcie 0.

Zadanie 119 — Pokaz, ze
: x _ 1
1. arcsin T T Arccos r—s

2. arctanz = %arctan 13‘;2

Wskazéwka: Oblicz pochodne obu stron.

Zadanie 120 — (Wzor Leibnitza) Zat6zmy, ze f i g sa funkcjami n krotnie ré6zniczkowalnymi. Pokaz, ze

n

(7@ =Y (1) 10w )

k=0
4.1 Zastosowania

Zadanie 121 — Ktéry z punktéw paraboli y = 22 lezy najblizej prostej x — y — 5 = 0?
Wskazéwka: Odlegtos¢ punktu P = (g, o) od prostej o réwnaniu az + by + ¢ = 0 wyraza si¢ wzorem
|(L£L’(] -+ Z)’y() + C|

va? + b2
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Zadanie 122 — ZnajdzZ pole najwigkszego prostokata o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych wpi-
2
sanego w elipsg o rdwnaniu z—; +&H =1

Zadanie 123 — Pokaz, ze ze wszystkich prostokatéw o ustalonym obwodzie kwadrat ma najwigksza powierzch-
nig.

Zadanie 124 — Pokaz, ze ze wszystkich tréjkatéw o ustalonym obwodzie i o ustalonej podstawie trojkat rowno-
ramienny ma najwigcksza powierzchnig.

Zadanie 125 — Pokaz, ze ze wszystkich trojkatow o ustalonym obwodzie tréjkat réwnoboczny ma najwigksza
powierzchnig.

Zadanie 126 — Zalézmy, ze f'(t) = f(t) dla kazdego ¢t € R. Pokaz, ze istnieje taka stata C, ze f(t) = C - e'.

Wskazéwka: Oblicz pochodna funkcji g(t) = ! {<f ), Uwaga: RozwigzaliSmy w ten sposéb réwnanie rézniczkowe

2/ (t) = z(t).

Zadanie 127 — Pokaz, 7e dla kazdego z > 0 mamy - < In(1 +z) < .

4.2 Regula de I’Hospitala

Zadanie 128 — Korzystajac z regul de I’ Hospitala oblicz nastgpujace granice:
: ze?® —g
L. limg o 1—cos(3z)
im0

. Inn)®
cimy, e %

- limgo(In(1 — cos(x)) — In(z?))
im0 (1= 3)%

. hmx_m 717:”; 1—a”
- limg oo (e® + 1)+

. limg o4 23 lnx

O 0 N O N B~ W

- limy 0 arctan(z)

. limg oo (Inz) %

—_
o

In(cos(x)
22
In(e®+1)

x s

—
—_—

. llmx_m

—_
[\

L limyg oo

. limg 04 zIn(x),

. limg,_,04 2. Wskazéwka: skorzystaj z tego, ze t = ¢™* dla dowolnego ¢ > 0, oraz, ze funkcja f(z) = e”
jest ciagta.

—_ =
A~ W

15. lim, o, 22

v

n(n))* po 2n

Zadanie 129 — Wyznacz, dla dowolnego ustalonego naturalnego k, granice lim,, ~— "~ lim,, =¢.

4.3 Wzoér Taylora

Zadanie 130 — Niech f(z) = 1 + 2 + 2. Zastosuj wzér Taylora rzgdu 3 dla funkcji f w punktach z = 0 oraz
=1

Zadanie 131 — Wyznacz wielomiany Taylora rzedu 10 nastgpujacych funkcji f(x) = e*, g(x) = sin(x), h(z) =
cos(x), j(x) = sin(x) + cos(x). Za pomocg dowolnego pakietu narysuj na jednym wykresie przyblizenia

Zadanie 132 — Za pomoca wzoru Taylora oblicz sin(0.1) z doktadnoscia do 1010,

11



5 Calki

1 1 ™
Zadanie 133 — Oblicz nastepujace catki: [(2% + 22 + z) dz, [(x+ /z) dz, [(2sin(z) + sin(z)) dz.
0 0 0
1 1
Zadanie 134 — Wyznacz, bez wykonywania zadnych obliczen, nastepujace catki: [ 2% dz, [ (z + z°)dz,
-1 -1
w/2
[ sin(z) dxg
—7/2

Zadanie 135 — Niech f, g : [a,b] — R beda funkcjami ciagtymi. Pokaz, ze

|/bf(w)g(a?)dx| < /bf(:zc)dw /bf(x)da:.

Wskazéwka: Rozwaz funkcje ¢(t) = ff(f(r) —tg(x))3dx.

C
Zadanie 136 — Niech G(c) = [ L dz.
1

1. Zaktadajac, ze ¢ > 1 wyznacz G(c)
2. Oblicz lim,,_,o G(c)
3. Podaj interpretacje geometryczng otrzymanego wyniku.

Zadanie 137 — Wyznacz, stosujac metode catkowania przez czesci, nastgpujace catki nieoznaczone:
1. [zcos(x)dw, [x?cos(z)dx, [x3cos(z)dx
2. [zsin(z)dz, [a2?sin(z)dz, [23sin(z) dr
3. f:z:ez dz, fx2e“" dz, f:z:g’em dx
4. [zlnzdr, [2*lnzdr, [2*hzdr
Sprébuj samodzielnie uogdlnié powyzsze obliczenia.

Zadanie 138 — Wyznacz, stosujac metode catkowania przez podstawienie, nastgpujace catki nieoznaczone:

L [sin(Bz+1)de, [ Fyde, [aV1+a2dz (podstawt =1+ %),

2 [ e du, [ i da

3. [xe™ dx

4. [sin(lnz) dz (podstaw u = In z, zastosuj dwukrotnie catkowanie przez czesci)
5. [tanz dx

Zadanie 139 — Wyznacz pole nastgpujacych obszaréw:
. A={(z,y) eR?:0< 2 <1A2%2 <y <o}
2. B={(z,y) eR?: 0 <z < 7w Aly| <sinx},
3. C={(z,y) eER?: |z| <1 AJy| < e *}.
4. Obszar ograniczony parabola o réwnaniu y = 22 — 6z i osia OX

Zadanie 140 — Wyznacz pole elipsy zadanej réwnaniem:
R
Zadanie 141 — Zalézmy, ze f jest funkcja rézniczkowalna oraz, ze g jest funkcja ciagta. Niech

@)
H(z) = / g(t) dt.
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Wyznacz H'(x). .
Wskazowka: Niech F(z) = [ g(t) dt. Zauwaz, ze H(z) = F(f(x)).

Zadanie 142 — Oblicz nastgpujace calki nieoznaczone z funkcji wymiernych:

2x+1
L. f3x+2 dx

2. J (z72)(w+5) dx

| e

1
f (z— 2) dx
i x(ﬂ ) dz. Wskazéwka: Wyznacz takie liczby A, Bi C, ze

CERS

B C
( —1) + z—1 + (z—1)2"

i (1+T)2 dx. Wskazéwka: Zastosuj podstawienie x = tan(u).

fﬁdm,

J wgay do

® N kAW

Zadanie 143 — Rozwazamy funkcje f(z) = 22 na odcinku [0, 1]. Rozwazamy sumg dolng
n—1
. k kE+1
(0.0 = Yot { s << L

1. Korzystajac ze wzoru 12 +22 + .. +n? = in(n+1)(2n+ 1) wyznacz zwarta posta¢ wzoru na s, (f,0,1)

2. Oblicz limy_o0 $n(f,0,1)

3. Oblicz fol x2dx za pomoca catki nieoznaczonej :—)

Zadanie 144 — Oblicz objgtos¢ torusa powstatego przez obrét kota 22 + (y — a)? < r2.

Zadanie 145 — Oblicz objgtos¢ bryty powstatej przez obrét wykresu funkcji f(z) = sin(z) dla = € [0, 2].
6 Szeregi

Zadanie 146 — Pokaz, ze jesli szeregi ), a, i ), by, sa zbiezne oraz a i b sa ustalonymi liczbami rzeczywi-
stymi, to szereg » . (a - a, + b - by,) jest zbiezny oraz

Z(a an +b-by) —aZan—i—be

n=0

Zadanie 147 — Oblicz sumy Zn>n(2n + 3%), Y1 22:2 (%)n

Zadanie 148 — Oblicz sumy }°, -, by Z
Wskazowka: Znajdz liczby A i B takie, ze

1
n>1 n(n+3)
+

71(77+2) = 71+2

Zadanie 149 — Zbadaj zbiezno$¢ nastepujacych szeregow: Y, 1 7zs D ps1 755 don>1 ﬁ

n 2

Zadanie 150 — Zastosuj kryterium zbieznosci d’ Alamberta do zbadania zbieznosci szeregéw Y-, -1 551, >, 51 (;')2 ,
(n)?

anl 2n)!"

Zadanie 151 — Wyznacz promienie zbiezno$ci nastgpujacych szeregéw potggowych:

1. > nizx

n

2. L g
b
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b
Ny
S
)

3
S
3

6. 3 EZ;L); x" (dla ustalonego naturalnego k& > 0)

Zadanie 152 — Rozwin nastgpujace funkcje w szereg Maclaurina i wyznacz ich promienie zbieznosci:

1. f(z) =sin(z)

Zadanie 153 — Niech d oznacza odlegto$¢ zbieznosci jednostajnej na odcinku [0, 1, czyli

d(f,g) = sup{|f(x) — g(x)| : 2 € [0, 1]},

dla ograniczonych funkcji f i g. Wyznacz odlegtosci d( f, g) nastepujacych par funkcji:
1. f(z) =sin(x), g(z) = cos(z)
2. f(z)==x,g9(x) =z(l —x)

Zadanie 154 — Pokaz, ze ciag funkcji f,,(z) = x + + sin(nx) jest jednostajnie zbiezny na R.

Zadanie 155 — Niech f,(z) = 2" + z dlaz € [0,1].
1. Pokaz, ze ciag funkcyjny ( f,,) jest punktowo zbiezny
2. Czy ciag ten jest jednostajnie zbiezny?

Zadanie 156 — Czy ciag funkcji f,, () = (1 + ) jest punktowo zbiezny? Czy jest jednostajnie zbiezny na R?
Czy jest jednostajnie zbiezny na odcinku [0, 1]?

Zadanie 157 — Wyznacz szeregi Fouriera (na odcinku [—, 7]) nastgpujacych funkcji oraz narysuj ich wykresy
oraz ich kilka pierwszych przyblizen szeregami trygonometrycznymi:

L f(z) = |2, g(x) = || + sin(z)
2. f(x) =sgn(x)
3. f(@) = 51+ sen)(@)

Zadanie 158 — Wyznacz sinusowy szereg Fouriera funkcji f(x) = x(7w?x) na odcinku [0, 7]. Skorzystaj z tego
szeregu do wyznaczenia wartosci szeregu

1111
I"pte nty

Zadanie 159 — Wyznacz szereg Fouriera funkcji f(x) = 2% na odcinku [—, 7).
1. Podstawiaj za x liczbe m oblicz Y - =

2. Wyznacz )., <, oz

(2n)?
3. Wyznacz ), - m

Powodzenia,
Jacek Cichon
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