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To sa zadania z egzaminu ktéry odbyt sie 01.02.2018. Ponizej zadan
znajduja sie komentarze i szkice rozwiazan.

Zadanie 1
Czy {p—>q,pAN-r,sVr}Eshqg?

Rozwiazanie. Zadanie to mozna rozwiazaé¢ za pomoca tabelki zero - jedyn-
kowej. Za takie rozwiazanie mozna byto dosta¢ 3 pkt - jesli byto catkowicie
poprawne. Tej heroicznej proby podjeta si¢ mniej wigcej potowa z Was, z
czego wiecej niz polowa zrobila bledy (no i dostala 0 pkt).

Oto krétsze rozwigzanie:

Rozwazmy waluacje w dla ktérej wszystkie zdania ze zbioru zalozen sg
prawdziwe. Wtedy mw(p) = 1 oraz w(—-r) = 1, wiec 7(r) = 0. Poniewaz
m(p — q) = 1 oraz 7(p) = 1, wiec réwniez 7(q) = 1. Poniewaz w(sV r) =1
am(r) =0, wiec m(s) = 1. Zatem w(s Aq) = 1.

Zadanie 2

Niech A = {1,2}, B ={1,2,3,4} i X ={1,2,3,...,9,10}. Ile podzbioréw
zbioru X mozna zdefiniowaé ze zbioréw A i B za pomoca operacji N, U oraz
9

Rozwigzanie Zauwazamy, ze A C B C X. Rodzina A = {A, B} posia-
da tylko trzy niepuste skladowe (wyklad z dnia 11.10.2018)- sa to zbiory
AN B, A°N B oraz A° N B¢. Z trzech niepustych skladowych za pomoca
operacji sumy mozna zdefiniowaé¢ 22 = 8 réznych zbioréw. Rodzina ta jest
zamknieta na sumy, iloczyny i dopelnienia. Tak wigc ze zbioréw A, B mozna
wydefiniowaé za pomoca N, U i ¢ 8 réznych zbiorow.



Zadanie 3

Niech Z = {z € {0, 1} : (Vn)(2ps+3 = (Tnto + Tnt1 + z,) mod 2)}.
1. Oblicz |Z].
2. Oblicz {z [ {3,4,5,...}:x € Z}|?

Rozwiazanie. Kazdy ciag spelniajacy réwnanie x,43 = Tpyo + Tnit1 + 2n
jest jednoznacznie wyznaczony przez (zo,r1,z2). Zatem |Z| = [{0,1}?| =
23 = 8.

Zauwazmy, ze (liczymy modulo 2) jesli ciag (x,) spelnia rozwazane row-
nanie, to

Tpid = Tpi3 + Tpi2 + Tprl = (xn+2 + Tpi1 + $n) + Tpi2 + Tpg1 =

(xn+2 + xn+2) + (fL'nJrl + l‘nJrl) +xn =Ty

Zatem x,4+4 = z, dla kazdego n. A wiec (z4,z5,26) = (0,21, 22). Zatem
obcieé ciagéw ze zbioru Z do zbioru {3,4,5...} jest tyle samo co ciagéw
(zo,x1,21), czyli 8.

Uwaga. Czesé z Was rozwigzata poprawnie pierwsza cze$¢, a potem stwier-
dzila, ze analogiczne rozumowanie przenosi na druga czes¢ zadania. To nie
jest prawda (bez zadnych dodatkowych argumentéw)

Uwaga. Jesli kto§ zmudnie, ale bez popelnienia btedéw, wyznaczyt

(@0, x1, T2, T3, T4, T5, Tg)

dla wszystkich mozliwych 8 poczatkéw (zg,x1,x2) i z tego wywnioskowal,
ze odpowiedz na druga czesé to rowniez 8, to otrzymal 5 pkt.

Zadanie 4

Niech F(X) ={Y € P(X) : |Y| < Ng}. Dla jakich zbioréw X w czeSciowym
porzadku (F(X), C) kazdy taicuch ma ograniczenie gérne?

Rozwigzanie. Jedli X jest zbiorem skoriczonym, to F'(X) = P(X) i wtedy
X jest elementem najwigkszym w (F(X), C), wiec jest ograniczeniem gor-
nym kazdego podzbioru (w szczegdélnosci taricucha) zbioru F(X).

Zalézmy teraz, ze Z jest zbiorem nieskoriczonym. Niech (zp)nen be-
dzie nieskoniczonym réznowartosciowym ciggiem elementéw zbioru X. Niech

Ay ={xo,z1,...,2,}. Wtedy
Ag C A C A C ..

jest tancuchem w (F(X), C) bez ograniczenia gérnego (bo w F(X) nie ma
zbiorow nieskonczonych, a kazde ograniczenie gérne tego lancucha musi za-
wiera¢w sobie zbior UJ,, An, = {z, : n € N}.



Zatem, w w porzadku (F(X), C) kazdy laiicuch ma ograniczenie gérne
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér X jest skonczony.
Uwaga. Kilku z was rozwiazalo to zadanie inaczej. Oto to inne rozumowa-
nie. Jedli w (F(X), C) kazdy taicuch ma ograniczenie gérne, to z Lematu
Kuratowskiego - Zorna wynika, ze w (F/(X), C) istnieje element maksymal-
ny. A z tego tatwo wywnioskowaé, ze X musi by¢ skoniczony. Ladne rozumo-
wanie !

Zadanie 5

Na zbiorze P(N) okre$lamy relacje
(A=B) < (JAAB| < Ny) .
1. Pokaz,ze ~ jest relacja réwnowaznoSci.
2. Wyznacz [0]=.
3. Wyznacz |P(N)/=|.

Rozwiazanie. (1) Zwrotno$¢ ~ wynika z tego, ze AAA = () dla dowolnego
zbioru A. Symetria wynika z tego, ze AAB = BAA. Przechodnio$¢ wynika
7 tego

ANC = (AAB)A(BAC) C (AAB) U (BAC)

(2) Mamy
=={AeP(N): A=0} ={A e P(N): |[AAD| < Xo}

wiec [0]= = {A € P(N) : |A| < No}, czyli jest to rodzina wszystkich skon-
czonych podzbioréw zbioru liczb naturalnych.

(3) Jest jasne, ze |P(N)/=| < ¢. Dla x € R definiujemy zbiér A, = {q €
Q : g < x}. Z gestosci zbioru liczb wymiernych zbiorze liczb rzeczywistych
wynika, ze v # y — |A;AAy| = Ro. Niech f : N — Q bedzie ustalona
bijekcja oraz niech B, = f~1[A4,]. Wtedy (Va € R)(B, C N) oraz (Va,y €
R)(z # y — |BsABy| = Ng), wiec (Vz,y € R)(z # y — [Bgl= # [Byl=),
wiec |P(N)/=| > ¢. Z twierdzenia Cantora Bernsteina wynika, ze |P(N)/=| =
c.
Uwaga. Kilku z Was rozwiazalo to zadanie inaczej. Pokazali, ze dla kazde-
go zbioru A C N mamy |[A]=| = Ny. A nastepnie rozumowano tak: gdyby
|IP(N)/=| < ¢, to |[P(N)] = |UPN)/=z| < |UP(N)/=z|-Rg < ¢. Fajne rozu-

mowanie !



