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G1: Rachunek Zda«

Zadanie 1

Niech π b¦dzie waluacja okre±lon¡ na zbiorze zda« {p1, p1, p2, . . .} tak¡, »e π(pi) = 1

wtedy i tylko wtedy, gdy i jest liczb¡ parzyst¡. Oblicz

1. val(p0 → (p1 ∧ p2), π)
2. val((p1 ∨ p2) ∧ (p0 ∨ p1), π)
3. val(⊥ → (p1 ∧ p2), π)
4. val(p0 → (⊤ ∧⊥), π)

Zadanie 2

Które z nast¦puj¡cych zdania s¡ tautologiami:

1. (p ∧ (q ∨ r))↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r)
2. ((p→ q)→ p)↔ p

3. (p ∨ (q ∧ r))↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r)
4. ¬(p ∧ q)↔ (¬p ∧ ¬q)
5. ¬(p ∧ q)↔ (¬p ∨ ¬q)
6. ((p→ q) ∧ (q → r))→ (p→ r)

7. p→ (¬p→ q)

8. (p↔ q)↔ ((p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q))

Zadanie 3

Poka», »e nast¦puj¡ce zdania s¡ tautologiami:

1. (¬(p1 ∨ . . . ∨ pn))↔ ((¬p1) ∧ . . . ∧ (¬pn))
2. (¬(p1 ∧ . . . ∧ pn))↔ ((¬p1) ∨ . . . ∨ (¬pn))
3. (p1 → (p2 → (p3 → p4)))↔ (¬p1 ∨ ¬p2 ∨ ¬p3 ∨ p4)

Zadanie 4

Dziaªanie binarne • na zbiorze X nazywamy ª¡cznym, je±li x • (y • z) = (x • y) • z dla
dowolnych x, y, z ∈ X. Dziaªanie • nazywamy przemiennym je±li x•y = y•x dla dowolnych
x, y ∈ X.
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1. Poka», »e z ª¡czno±ci dziaªania • wynika, »e dla dowolnych p, q, r i s ze zbioru X
mamy

p • (q • (r • s)) = ((p • q) • r) • s = ((p • q) • (r • s) .

2. Poka», »e pot¦gowanie ∧ okre±lone na zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich wzorem
x ∧ y = xy nie jest dziaªaniem ª¡cznym oraz, »e nie jest dziaªaniem przemiennym.

Zadanie 5

Poka», »e je±li ±rednia arytmetyczna liczb x1, . . . , xn jest wi¦ksza od liczby a, to co
najmniej jedna z tych liczb jest wi¦ksza od liczby a. Przeprowad¹ dokªadn¡ analiz¦ prze-
prowadzonego rozumowania.

Zadanie 6

Zgodnie z u»ywanym obecnie kalendarzem gregoria«skim:

Rok jest przest¦pny, je±li dzieli si¦ przez 4, lecz nie dzieli si¦ przez 100, chyba,
»e dzieli si¦ przez 400.

Niech p oznacza zdanie �rok R jest podzielny przez 4�, q - �rok R jest podzielny przez 100�,
i r - �rok R jest podzielny przez 400�.

1. Zapisz za pomoc¡ zda« p, q i r zdanie �rok R jest przest¦pny�.

2. Napisz w j¦zyku C funkcj¦ sªu»¡c¡ do sprawdzania, czy dany rok jest przest¦pny.

3. Spróbuj zrobi¢ to samo w j¦zyku JavaScript.

Zadanie 7

Spójnik Pierce, zwany równie» operatorem NOR, jest zde�niowany wzorem p ⊥ q =
(¬p ∧ ¬q). Kreska She�era, zwana równie» operatorem NAND, jest zde�niowana wzorem
p ↑ q = (¬p ∨ ¬q).

1. Wyra¹ alternatyw¦, implikacj¦ oraz równowa»no±¢ za pomoc¡ negacji oraz koniunk-
cji.

2. Wyra¹ koniunkcj¦, implikacj¦ oraz równowa»no±¢ za pomoc¡ negacji oraz alterna-
tywy.

3. Wyra¹ negacj¦, koniunkcj¦, alternatyw¦, implikacj¦ oraz równowa»no±¢ za pomoc¡
spójnika Pierce'a.

4. Wyra¹ negacj¦, koniunkcj¦, alternatyw¦, implikacj¦ oraz równowa»no±¢ za pomoc¡
kreski She�era.

Zadanie 8

Spójnik △, zwany operatorem XOR, jest zde�niowany wzorem p △ q = (p∧¬q)∨(¬p∧q).

1. Udowodnij ª¡czno±¢ oraz przemienno±¢ spójnika △.

2. Oblicz p △ p, (p △ q) △ q, p △ ⊥, p △ ⊤.
3. Zastanów si¦ jak mo»na wykorzysta¢ wªasno±ci spójnika △ do kodowania informacji.

Zadanie 9

J¦zyk C posiada nast¦puj¡ce operatory logiczne: && (koniunkcja), || (alternatywa) oraz
! (negacja). Zde�niuj w tym j¦zyku pozostaªe standardowe operatory logiczne.
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Zadanie 10

Udowodnij poprawno±¢ nast¦puj¡cych reguª dowodzenia:

1. {p} |= p,
2. {p, q} |= p ∧ q,
3. {p ∧ q} |= p,
4. {p,¬p} |= q,
5. {p, p→ q} |= q, (reguªa Modus Ponens)

6. {α ∨ p,¬α ∨ q} |= p ∨ q (reguªa rezolucji).

Zadanie 11

Zaªó»my, »e {φ1, . . . , φn} |= ζ. Niech α b¦dzie dowolnym zdaniem. Poka», »e nast¦puj¡ce
zdania s¡ równowa»ne

1. {φ1, . . . , φn} |= α

2. {φ1, . . . , φn, ζ} |= α

Zadanie 12

Bez korzystania z tabelek zero-jedynkowych poka», »e

1. {p1,¬p1 ∨ p2,¬p2 ∨ p3,¬p3 ∨ p4} |= p4
2. {¬p1, p1 ∨ p2,¬p2 ∨ p3,¬p3 ∨ p4} |= p4

Zadanie 13

Zapisz w notacji polskiej nast¦puj¡ce formuªy: ((p ∨ q) ∨ r) ∨ s, (p ∨ q) → (¬r ∧ s),
(¬(p ∨ q))↔ (¬p ∧ ¬q).

* Zadanie 14

Poka», »e je±li zdanie jest zbudowane tylko ze staªych zdaniowych ⊥ i ⊤, to jest ono
tautologi¡ lub zdaniem sprzecznym.

* Zadanie 15

Zaªó»my »e ϕ(p0, . . . , pn) jest tautologi¡ oraz »e ψ0, . . .ψn s¡ ustalonymi zdaniami.
Poka», »e zdanie ϕ(ψ0, . . . , ψn) jest równie» tautologi¡.

Zadanie 16

Niech ϕ0 = p oraz ϕn+1 = (ϕn)→ p dla liczb naturalnych n. Dla jakich liczb natural-
nych n zdanie ϕn jest tautologi¡?

Zadanie 17

Niech ϕ0 = p oraz ψn+1 = p→ (ψn) dla liczb naturalnych n. Dla jakich liczb natural-
nych n zdanie ψn jest tautologi¡?

* Zadanie 18

Ile istnieje nierównowa»nych formuª rachunku zda« zbudowanych ze zmiennej zdaniowe
p? Ile istnieje nierównowa»nych formuª rachunku zda« zbudowanych ze zmiennych zdanio-
wych p, q?
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* Zadanie 19

Ile jest waluacji π okre±lonych dla zmiennych zdaniowych p1, p2, . . . , pn takich, »e

1. val((p1 ∨ p2) ∧ p3 ∧ p4 ∧ . . . ∧ pn, π) = 1
2. val((p1 → p2) ∧ (p2 → p3) ∧ . . . ∧ (pn−1 → pn), π) = 1

Zadanie 20 (Lewis Carroll)

Poka», »e z nast¦puj¡cego zbioru zda«

1. wszyscy moi synowie s¡ szczupli,

2. wszystkie moje zdrowe dzieci uprawiaj¡ sport,

3. »adne moje dziecko które jest ªakomczuchem nie jest szczupªe,

4. »adna moja córka nie uprawia sportu

wynika, »e �»adne moje zdrowe dziecko nie jest ªakomczuchem�.
Wskazówka: Skorzystaj z reguªy rezolucji (patrz zadanie 10).

** Zadanie 21

Poka», »e za pomoc¡ koniunkcji i alternatywy nie mo»na zde�niowa¢ negacji. Poka», »e
za pomoc¡ alternatywy i koniunkcji nie mo»na zde�niowa¢ implikacji

* Zadanie 22

Zapisz w postaci DNF (dysjunkcyjno normalnej) oraz CNF (koniunkcyjno normalnej)
zdanie (p↔ q).

Zadanie 23

De�niujemy dªugo±¢ zdania: l(p) = 1 dla zmiennych zdaniowych p; l(¬φ) = l(φ) + 1;
l(φ∧ψ) = l(φ∨ψ) = l(φ)+l(ψ)+1. Niech φ = (p11∧p12)∨(p21∧p22)∨(p31∧p32)∨(p41∧p42).

1. Oblicz l(φ)

2. Przeksztaª¢ zdanie φ do równowa»nego zdania ψ w postaci koniunkcyjno-normalnej.

3. Oblicz l(ψ).

4. Spróbuj uogólni¢ to zadanie.

Zadanie 24

Upro±¢ nast¦puj¡ce wyra»enia j¦zyka C:

1. if (!(x>0) || !(x>10)) {...}

2. if ((x<0) || (! (x<0) && (y>0))) {...}

3. if (!(!(x<0) || (y>0))) {...}

** Zadanie 25

Na pewnej wyspie mieszka dwóch tubylców. Jeden z nich zawsze mówi prawd¦, drugi
- zawsze kªamie. Na wysp¦ dostaª si¦ w¦drowiec. Stan¡ª przed rozwidleniem dróg. Spotkaª
tubylca. Chce dowiedzie¢ si¦ która z dwóch dróg doprowadzi go do stolicy. Mo»e zada¢
tylko jedno pytanie. Jak powinien je sformuªowa¢?
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G2: Zbiory

Zadanie 26

Które z nast¦puj¡cych zda« s¡ prawdziwe dla dowolnych zbiorów A,B:

1. A ∪B = B ∪A,
2. A ∪B = B ∩A,
3. A ∪ (A ∩A) = A ∩A,
4. A △ A = B △ B,

5. A △ A = (B △ B) △ A.

Zadanie 27

Poka», »e z Aksjomatu Ekstensjonalno±ci wynika, »e operacja przekroju jest poprawnie
okre±lona. To znaczy, poka» »e je±li A i B s¡ dowolnymi zbiorami, to istnieje tylko jeden
zbiór C taki, »e x ∈ C ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B). Poka» to samo dla ró»nicy zbiorów.

Zadanie 28

Poka», »e dla dowolnych zbiorów A, B i C prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

1. A ∩A = A,
2. A ∪B = B ∪A,
3. A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C,
4. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).
5. (A △ B) △ C = A △ (B △ C)

6. (A △ B) ∩ C = (A ∩ C) △ (B ∩ C).

Zadanie 29

Zapisz za pomoc¡ symbolu inkluzji Aksjomat Ekstensjonalno±ci.

Zadanie 30

Poka», »e dla dowolnych zbiorów A, B i C prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce zdania:

1. A ⊆ A,
2. (A ⊆ B) ∧ (B ⊆ C)→ A ⊆ C,
3. A ⊆ A ∪B,
4. (A ⊆ C) ∧ (B ⊆ C)→ A ∪B ⊆ C,
5. A ∩B ⊆ A,
6. (A ⊆ B) ∧ (A ⊆ C)→ A ⊆ B ∩ C,
7. (A ⊆ B) ∧ (C ⊆ D)→ A ∪ C ⊆ B ∪D,

8. (A ⊆ B) ∧ (C ⊆ D)→ A ∩ C ⊆ B ∩D.

Zadanie 31

Niech A i B b¦d¡ podzbiorami ustalonej przestrzeni Ω. Poka», »e

1. (Ac)c = A,

2. A \B = A ∩Bc,
3. (A ∪B)c = Ac ∩Bc,
4. (A ∩B)c = Ac ∪Bc,
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5. ∅c = Ω,
6. Ωc = ∅,
7. A ⊆ B → Bc ⊆ Ac.

Zadanie 32

Poka», »e A ∪ B jest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawieraj¡cym jedno-
cze±nie zbiory A oraz B. Sformuªuj i udowodnij analogiczny fakt dla przekroju dwóch
zbiorów.

Zadanie 33

Poka», »e (A\B)\C = A\ (B∪C) oraz A\ (B \C) = (A\B)∪ (A∩C) dla dowolnych
zbiorów A, B, i C.

Zadanie 34

Poka», »e dla dowolnych zbiorów A i B mamy A \ (A \ (A \B)) = A \B.

Zadanie 35

Poka», ze dla dowolnych zbiorów A i B prawdziwa jest równowa»no±¢ A = B ↔ A\B =
B \A.

Zadanie 36

Rozwi¡» równanie [0, 1] △ X = [−1, 12). Niech A = {1, 3, 5}, B = {2, 4} i C = {1, 5}.
Znajd¹ taki zbiór X, »e (A △ X) △ B = C.

Zadanie 37

Dlaczego {∅} ≠ ∅? Poka», »e zbiory ∅, {∅}, {{∅}}, . . . s¡ parami ró»ne. Wyznacz zbiory
P(∅), P(P(∅)), P({a, b}) i P({a, b, c}). Ile elementów maj¡ te zbiory?

Zadanie 38

Niech S(x) = x∪{x}. Niech x0 = ∅ oraz xn+1 = S(xn) dla wszystkich liczb naturalnych
n.

1. Wyznacz xn dla wszystkich n ¬ 5.
2. Poka», »e je±li n < m to xn ∈ xm.
3. Poka», »e xn+1 = {x0, x1, . . . , xn}

Uwaga: Metod¡ t¡ mo»na zde�niowa¢ liczby naturalne za pomoc¡ zbiorów.

Zadanie 39

Czy iloczyn kartezja«ski jest operacj¡ ª¡czn¡? Czy jest przemienny? Poka», »e dla
dowolnych zbiorów A, B i C prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

1. (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C),
2. (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

Zadanie 40

Poka», »e A×B = B ×A wtedy i tylko wtedy, gdy A = B ∨A = ∅ ∨B = ∅.

Zadanie 41

Poka», »e A ⊆ B wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) ⊆ P(B). Czy dla dowolnych zbiorów
A i B prawdziwe s¡ równo±ci P(A) ∩ P(B) = P(A ∩B) i P(A) ∪ P(B) = P(A ∪B)?
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Zadanie 42

Niech A,B ⊆ Ω. Opisz rodzin¦ wszystkich zbiorów które mog¡ zosta¢ zde�niowane ze
zbiorów A i B za pomoc¡ operacji sumy, przekroju i dopeªnienia.

Zadanie 43

Niech A = {1, 2, 6, 7, 8}, B = {2, 3, 4, 7, 8} i C = {4, 5, 6, 7, 8}. Ile ró»nych zbiorów
mo»esz zbudowa¢ za pomoc¡ operacji ∪, ∩, c ze zbiorów A, B i C? Czy zbiór {8} nale»y
do tej rodziny zbiorów?

Zadanie 44

Zapisz w postaci �nawiasowej� wyra»enia ABC∪∪, AB∪C∪ oraz ABC∪∪AB∪C∪ =.

Zadanie 45

Niech ϕ(x) i ψ(x) b¦d¡ funkcjami zdaniowymi okre±lonymi dla elementów przestrzeni
Ω. Poka», »e

1. {x ∈ Ω : ϕ(x)}c = {x ∈ Ω : ¬ϕ(x)},

2. {x ∈ Ω : ϕ(x) ∧ ψ(x)} = {x ∈ Ω : ϕ(x)} ∩ {x ∈ Ω : ψ(x)},

3. {x ∈ Ω : ϕ(x) ∨ ψ(x)} = {x ∈ Ω : ϕ(x)} ∪ {x ∈ Ω : ψ(x)}.

* Zadanie 46

Poka», »e dla ka»dego zbioru A zachodzi nierówno±¢ A ̸= P(A).

* Zadanie 47

Poka», »e nie istnieje taki zbiór Ω, »e A ⊆ Ω dla dowolnego zbioru A.

Zadanie 48

Jak mo»na zaimplementowa¢ dziaªania na podzbiorach zbioru {0, . . . , 255}?

Zadanie 49

Niech L oznacza zbiór wszystkich zda« rachunku zda«. Zbiorem konsekwencji zbioru
P ⊆ L nazywamy zbiór

Cons(P ) = {α ∈ L : P |= α} .

1. Wyznacz Cons({p,¬p}).
2. Wyznacz Cons(∅).
3. Pok», »e je±li {α, α→ β} ⊆ Cons(P ), to β ∈ Cons(P ).

4. Poka», »e je±li P ⊆ Q, to Cons(P ) ⊆ Cons(Q).

5. Poka», »e Cons(Cons(P )) = Cons(P ).

G3: Kwanty�katory

Zadanie 50

Zakresem zmienno±ci zmiennych jest zbiór liczb naturalnych. Zapisz przy u»yciu sym-
boli 0, 1,+, ·,¬, | oraz symboli logicznych nast¦puj¡ce funkcje zdaniowe:
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1. x jest liczb¡ parzyst¡,

2. x jest liczb¡ pierwsz¡,

3. x jest liczb¡ zªo»on¡,

4. x = NWD(y, z),

5. ka»de dwie liczby maj¡ najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±¢,

6. nie istnieje najwi¦ksza liczba pierwsza.

7. ka»da liczba parzysta wi¦ksza od 2 jest sum¡ dwóch liczb pierwszych (hipoteza
Goldbacha)

8. ka»da liczba naturalna jest sum¡ czterech kwadratów liczb naturalnych (twierdzenie
Lagrange'a)

Zadanie 51

Niech zakresem zmienno±ci zmiennych jest zbiór liczb rzeczywistych. Zapisz za pomoc¡
symboli logicznych oraz symboli =, <, ¬, +, · i Q nast¦puj¡ce formuªy:

1. kwadrat ka»dej liczby jest nieujemny,

2. liczba a jest ograniczeniem górnym zbioru A,

3. liczba a jest kresem górnym zbioru A,

4. pomi¦dzy dowolnymi dwoma ró»nymi liczbami rzeczywistymi istnieje liczba wy-
mierna,

5. funkcja f jest malej¡ca.

Zadanie 52

Znajd¹ wykresy nast¦puj¡cych formuª zmiennych x i y, o zakresie zmienno±ci równym
R2: x = y, x < y, x ¬ y, x · y < 1, |x · y| < 1, (x ¬ 0) ∨ (x = y), x · y < 1→ x · y = 1.

Zadanie 53

Zapisz za pomoc¡ kwanty�katorów zdanie �g jest granic¡ ci¡gu (an)n∈N�.

1. Zastosuj prawa de'Morgana do uproszczenia negacji tego zdania.

2. Poka», »e liczba 1 nie jest granic¡ ci¡gu an = 1
n+1 .

Zadanie 54

Niech predykat r(x, y) oznacza, »e x jest rodzicem y, niech m(x) oznacza, »e x jest
m¦»czyzn¡. Zde�niuj za pomoc¡ formuª r oraz m nast¦puj¡ce formuªy:

1. �x jest bratem y�

2. �x jest kuzynk¡ y�

3. �x jest pradziadkiem y�

Zadanie 55

Dla ka»dej liczby rzeczywistej t niech At = {(x, tx) : x ∈ R}. Niech A = {At : t ∈ R}.
Wyznacz zbiór

⋃
A.

Zadanie 56

Poka», »e dla dowolnych dwóch rodzin zbiorów A i B zachodzi równo±¢
⋃
(A ∪ B) =⋃

A ∪
⋃
B.
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Zadanie 57

Zaªó» »e Ω jest zbiorem sko«czonym i niech Ω = {ω1, . . . , ωn}. Poka», »e

1. (∀x)(∀y)ψ(x, y)↔
n∧
i=1

n∧
j=1

ψ(ωi, ωj),

2. (∀x)(∃y)ψ(x, y)↔
n∧
i=1

n∨
j=1

ψ(ωi, ωj),

3. (∃x)(∃y)ψ(x, y)↔
n∨
i=1

n∨
j=1

ψ(ωi, ωj),

Zadanie 58

Rozstrzygnij, który z graczy ma strategi¦ zwyci¦sk¡ w grze �trzech zapaªek� zaczynaj¡c¡
si¦ od 30 zapaªek. Opisz t¦ strategi¦.

* Zadanie 59

Poka», »e je±li a, b ∈ A to (a, b) ∈ P(P(A)). Wykorzystaj t¦ obserwacj¦ do zde�niowanie
iloczynu kartezja«skiego dwóch zbiorów A i B za pomoc¡ operacji zbioru pot¦gowego oraz
wyró»niania.

* Zadanie 60

Okre±lmy nast¦puj¡ce dwa kwanty�katory stosowane do liczb naturalnych:

(∀∞n)ψ(n)↔ (∃k ∈ N)(∀n > k)ψ(n)

oraz
(∃∞n)ψ(n)↔ (∀k ∈ N)(∃n > k)ψ(n) .

1. Sformuªuj i udowodnij prawa de Morgana dla tych kwanty�katorów.

2. Poka», »e dla dowolnej formuªy ψ zdanie

(∀∞n)ψ(n)→ (∃∞n)ψ(n)

jest prawdziwe.

3. Sformuªuj przy pomocy tych kwanty�katorów poj¦cie granicy ci¡gu oraz poj¦cie
punktu skupienia.

4. Bezpo±rednio z wªasno±ci tych kwanty�katorów poka», »e granica ci¡gu jest jego
punktem skupienia.

Zadanie 61

Poka», »e dla ka»dego zbioru A zachodzi równo±¢ A =
⋃
P(A).

* Zadanie 62

Niech zakresem zmienno±ci zmiennych b¦dzie zbiór liczb caªkowitych. Zapisz za pomoc¡
symboli logicznych oraz symboli +, · predykat �x ­ 0�.
Wskazówka: Zapoznaj si¦ z twierdzeniem Lagrange'a o sumach czterech kwadratów.

*** Zadanie 63

Niech zakresem zmienno±ci zmiennych b¦dzie zbiór liczb naturalnych. Poka», »e za po-
moc¡ symboli 0, 1, + oraz | mo»na zde�niowa¢ predykat �x · y = z� (symbol | oznacza
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podzielno±¢ bez reszty).

Wskazówka: Zde�niuj najpierw predykat (∃y)(x = y2). Przyda¢ ci si¦ mog¡ nast¦puj¡ce
to»samo±ci: (x+y)2 = x2+xy+xy+y2, NWD(x, x+1) = 1 oraz x2+x = NWW (x, x+1),
gdzie NWD oznacza najwi¦kszy wspólny dzielnik, NWW oznacza najmniejsz¡ wspóln¡
wielokrotno±¢.

Zadanie 64

Wymie« wszystkie poznane do tej pory warianty praw de'Morgana.

G4: Relacje i funkcje

Zadanie 65

Podaj przykªad relacji która jest symetryczna, ale nie jest zwrotna ani przechodnia.

Zadanie 66

Poka», »e relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R ◦ R ⊆ R. Poka», »e
relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R−1 = R.

Zadanie 67

Niech R = {(x, y) ∈ R2 : |x| = |y|} oraz Q = {(x, y) ∈ R2 : y = sin(x)}. Narysuj wykres
relacji R, Q, R ◦Q oraz Q ◦R.

Zadanie 68

Niech R = {(n, n + 1) : n ∈ N}. Wyznacz najmniejsz¡ relacj¦ przechodni¡ na zbiorze
liczb naturalnych N zawieraj¡c¡ relacj¦ R.

Zadanie 69

Niech R = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : x < y}.
1. Wyznacz relacj¦ R ◦R.
2. Wyznacz relacj¦ R ◦R−1.
3. Wyznacz relacj¦ R−1 ◦R.

Zadanie 70

Wyznacz zbiory ∅∅, X∅ oraz ∅X , gdzie X jest dowolnym zbiorem niepustym.

Zadanie 71

Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡. Poka», »e wtedy dla dowolnych zbiorów A i
B mamy f [A ∩B] = f [A] ∩ f [B]. Sformuªuj i udowodnij twierdzenie odwrotne.

Zadanie 72

Niech f b¦dzie funkcj¡. Poka», »e nast¦puj¡ce dwa zdania s¡ równowa»ne:

1. (∀A,B)(f [A \B] = f [A] \ f [B]),

2. f jest injekcj¡
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Zadanie 73

Niech f : B → C b¦dzie funkcj¡. Poka», »e nast¦puj¡ce dwa zdania s¡ równowa»ne:

1. f jest injekcj¡

2. (∀A)(∀g, h : A→ B)(f ◦ g = f ◦ h→ g = h)

Wskazówka: Wªasno±¢ (2) wykorzystuje si¦ do zde�niowania poj¦cia monomor�zmu w Teo-
rii Kategorii.

Zadanie 74

Niech f : A→ B b¦dzie funkcj¡. Poka», »e nast¦puj¡ce dwa zdania s¡ równowa»ne:

1. f jest surjekcj¡ (na B)

2. (∀C)(∀g, h : B → C)(g ◦ f = h ◦ f → g = h)

Wskazówka: Wªasno±¢ (2) wykorzystuje si¦ do zde�niowania poj¦cia epimor�zmu w Teorii
Kategorii.

Zadanie 75

Niech f b¦dzie funkcj¡ i A dowolnym zbiorem. Poka», »e f ↾ A równie» jest funkcj¡
oraz, »e dom(f ↾A) = dom(f) ∩A.

Zadanie 76

Niech f i g b¦d¡ funkcjami. Poka», »e f ∪ g jest funkcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

f ↾(dom(f) ∩ dom(g)) = g ↾(dom(f) ∩ dom(g)) .

* Zadanie 77

Niech F b¦dzie dowolna rodzin¡ funkcji. Poka», »e
⋃
F jest funkcj¡ wtedy i tylko wtedy,

gdy
(∀f, g ∈ F)(f ∪ g jest funkcj¡) .

Zadanie 78

Znajd¹ bijekcje pomi¦dzy nast¦puj¡cymi parami zbiorów:

1. N i Z,

2. (0, 1) i (3, 5),

3. (0, 1) i R,

4. (0, 1) i R+,

5. [0, 1] i [0, 1).

Zadanie 79

Niech f : R2 → R2 b¦dzie funkcj¡ zadan¡ wzorem

f((x, y)) = (x+ y, x− y) .

Czy odwzorowanie f jest injekcj¡? Czy odwzorowanie f jest surjekcj¡? Znajd¹ f [R×{0}],
f [L] oraz f−1[L], gdzie L jest prost¡ zadan¡ równaniem y = x+ 1.
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Zadanie 80

Niech (At)t∈T b¦dzie rodzin¡ zbiorów i niech f b¦dzie funkcj¡. Poka», »e

1. f [
⋃
t∈T

At] =
⋃
t∈T

f [At],

2. f [
⋂
t∈T

At] ⊆
⋂
t∈T

f [At],

3. f−1[
⋃
t∈T

At] =
⋃
t∈T

f−1[At],

4. f−1[
⋂
t∈T

At] =
⋂
t∈T

f−1[At].

Zadanie 81

Ustalmy zbiór Ω. Funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru A ⊆ Ω nazywamy funkcj¦ 1A okre-
±lon¡ wzorem 1A = (Ac × {0}) ∪ (A× {1}). Dlaczego funkcj¦ 1A nazywa si¦ czasem map¡
bitow¡ zbioru A? Poka», »e dla podzbiorów A,B przestrzeni Ω zachodz¡ nast¦puj¡ce wzory:
1A∩B = 1A · 1B, 1Ac = 1− 1A, 1A∪B = 1− (1− 1A) · (1− 1B)

Zadanie 82

Niech f : {0, 1}10 → {0,1} b¦dzie funkcj¡ to»samo±ciowo równ¡ 1. Zastosuj do funkcji
f uniwersaln¡ metod¦ wyznaczenia zdania ϕ takiego, »e f = Fϕ i wyznacz jego dªugo±¢
uwzgl¦dniaj¡c ilo±¢ zmiennych zdaniowych, spójników i nawiasów.

Zadanie 83

Ile istnieje nierównowa»nych formuª rachunku zda« zbudowanych ze zmiennych zdanio-
wych p1, . . . , pn?
Wskazówka: Ile mo»esz zbudowa¢ ró»nych "tabelek zero-jedynkowych"dla n zmiennych
zdaniowych?.

Zadanie 84

Niech An = {(x, y) ∈ R2 : |y| < n|x|} oraz Bn = {(x, y) ∈ R2 : 1n ¬ x · y}. Wyznacz
zbiory

⋃
n­1

An oraz
⋃
n­1

Bn.

Zadanie 85

Niech An = [−2 + (−1)n, n). Oblicz
⋃
n

⋂
m>n

Am oraz
⋂
n

⋃
m>n

Am .

Zadanie 86

Niech (Fn)n∈N b¦dzie dowolnym ci¡giem zbiorów.

1. Poka», »e x ∈ lim infn∈N Fn wtedy i tylko wtedy, gdy (∀∞n)(x ∈ Fn) oraz x ∈
lim supn∈N Fn wtedy i tylko wtedy, gdy (∃∞n)(x ∈ Fn) (patrz Zadanie 60).

2. Korzystaj¡c z powy»szych obserwacji udowodnij, »e⋂
n∈N

Fn ⊆ lim inf
n∈N

Fn ⊆ lim sup
n∈N

Fn ⊆
⋃
n∈N

Fn .

3. Podaj przykªad ci¡gu zbiorów (Fn)n∈N dla którego wszystkie inkluzje w powy»szym
wzorze s¡ wªa±ciwe.

Zadanie 87

Ustalmy zbiory A, B i C. Niech A3n = A, A3n+1 = B oraz A3n+2 = C dla n ∈ N.
Wyznacz lim infn∈NAn, lim supn∈NAn. Kiedy ci¡g (An)n∈N jest zbie»ny?
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Zadanie 88

Zaªó»my, »e (An)n∈N jest rodzin¡ zbiorów parami rozª¡cznych. Poka», »e wtedy lim supn∈NAn =
∅.

Zadanie 89

Niech (A(i,j))(i,j)∈I×J b¦dzie indeksowan¡ rodzin¡ zbiorów. Poka», »e⋂
i∈I

⋃
j∈J

Ai,j =
⋃
f∈JI

⋂
i∈I

Ai,f(i).

Zadanie 90

Zaªó»my, »e (An)n∈N jest malej¡c¡ rodzin¡ zbiorów, czyli, »e A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ . . . oraz,
»e
⋂
n∈NAn = ∅. Poka», »e wtedy

A0 =
⋃
n∈N
(An \An+1).

* Zadanie 91

Funkcj¦ logiczn¡ f : {0, 1}n → {0,1} nazywamy nazywamy monotoniczn¡ je±li zmiana
dowolnego argumentu z 0 na 1 nie powoduje zmiany warto±ci funkcji z 1 na 0. Poka»,
»e je±li f jest monotoniczn¡ funkcj¡ logiczn¡, to jest ona funkcj¡ staª¡ lub mo»e zosta¢
przedstawiona jako formuªa zbudowana wyª¡cznie ze zmiennych oraz spójników ∧ i ∨.

G5: Relacje równowa»no±ci

Zadanie 92

Na zbiorze liczb rzeczywistych R okre±lamy relacj¦ x ≈ y ↔ (x− y ∈ Z).
1. Poka», »e ≈ jest relacj¡ równowa»no±ci

2. Wyznacz klas¦ abstrakcji [
√
2]≈.

3. Opisz klas¦ abstrakcji dowolnego elementu a ∈ R.
4. Spróbuj samodzielnie uogólni¢ to zadanie.

Zadanie 93

Dla (x1, x2), (y1, y2) ∈ [0, 1]2 okre±lamy relacj¦

(x1, x2) ∼ (y1, y2)↔ u(x1) = u(y1) ∧ u(x2) = u(y2),

gdzie u(x) = x− ⌊x⌋.
1. Poka», »e ∼ jest relacj¡ równowa»no±ci.

2. Wyznacz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 94

Poka», »e nast¦puj¡ce relacje s¡ relacjami równowa»no±ci na zbiorze X i wyznacz ich
klasy abstrakcji:

1. X = N2; (x, y) ≈ (a, b)↔ x+ y = a+ b,
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2. X = N2; (x, y) ≈ (a, b)↔ max{x, y} = max{a, b},
3. X = R; x ≈ y ↔ (∃t ̸= 0)(tx = y),
4. X = R; x ≈ y ↔ (∃t > 0)(tx = y),
5. X = R2; x ≈ y ↔ (∃t ̸= 0)(tx = y),
6. X = R2; x ≈ y ↔ (∃t > 0)(tx = y).

Zadanie 95

Jaka jest najmniejsza w sensie inkluzji relacja równowa»no±ci n zbiorze X? Jaka jest
najwi¦ksza w sensie inkluzji relacja równowa»no±ci n zbiorze X?

Zadanie 96

Ile jest relacji równowa»no±ci na zbiorze {1, 2, 3}? Ile jest ró»nych rozbi¢ zbioru {1, 2, 3, 4}?

Zadanie 97

Na zbiorze [0, 8)2 okre±lamy nast¦puj¡c¡ relacj¦ równowa»no±ci

(a, b) ≈ (c, d)↔ [a] = [c] ∧ [b] = [d],

gdzie [x] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ liczby x. Niech

T = {(n,m) ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}2 : 2|n+m}.

Narysuj zbiór ⋃
(n,m)∈T

[(n,m)]≈.

Zadanie 98

Na zbiorze liczb caªkowitych Z okre±lamy relacje x ≡ y ↔ 3|(x + 2y) oraz x ≃ y ↔
5|x2 − y2. Czy s¡ to relacje równowa»no±ci?

Zadanie 99

Na zbiorze N× N okre±lamy relacj¡ równowa»no±ci ≈ formuª¡

(x, y) ≈ (x′, y′)↔ max{x, y} = max{x′, y′} .

Ile elementów ma klasa abstrakcji [(0, 20)]≈?

Zadanie 100

Niech G = (G, ·) b¦dzie grup¡ oraz niech H ⊆ G b¦dzie podgrup¡ grupy G. Na zbiorze
G okre±lamy relacj¦ ∼H wzorem

x ∼H y ↔ xy−1 ∈ H.

Poka», »e ∼H jest relacj¡ równowa»no±ci. Opisz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 101

Poka», »e je±li R i S s¡ relacjami równowa»no±ci na zbiorze Ω, to równie» R ∩ S jest
relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze Ω. Opisz klasy abstrakcji relacji R ∩ S.
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Zadanie 102

Poka», »e przekrój dowolnej rodziny relacji równowa»no±ci na zbiorze X jest równie»
relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze X. Wywnioskuj z tego, »e dla ka»dej relacji R ⊆ X ×X
istnieje najmniejsza (w sensie inkluzji) relacja równowa»no±ci Q na zbiorze X taka, »e
R ⊆ Q.

Zadanie 103

Na zbiorze N× N okre±lamy relacje R i S wzorami

(n,m)R(n′,m′)↔ n = n′

oraz
(n,m)S(n′,m′)↔ m = m′ .

Wyznacz najmniejsz¡ relacj¦ równowa»no±ci zawieraj¡c¡ relacj¦ R ∪ S.

G6: Cz¦±ciowe porz¡dki

Zadanie 104

Poka», »e (N \ {0}, |) jest cz¦±ciowym porz¡dkiem. Znajd¹ w nim element najmniejszy.
Znajd¹ elementy minimalne w cz¦±ciowym porz¡dku (N \ {0, 1}, |).

Zadanie 105

Na zbiorze X = {10, 11, . . . , 30} okre±lamy relacj¦ (x ⪯ y)↔ (x|y). Wyznacz elementy
maksymalne i minimalne w cz¦±ciowym porz¡dku (X,⪯).

Zadanie 106

Poka», »e je±li w cz¦±ciowym porz¡dku istnieje element najwi¦kszy, to jest on jedynym
elementem najwi¦kszym i jest elementem maksymalnym.

Zadanie 107

Poka», »e je±li R i S sa cz¦±ciowymi porz¡dkami, to ich przekrój R∩S te» jest cz¦±cio-
wym porz¡dkiem. Czy ich suma R ∪ S musi by¢ cz¦±ciowym porz¡dkiem?

Zadanie 108

Niech R b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorze X. Niech Y ⊆ X oraz S = R∩ (Y ×
Y ). Poka», »e S jest cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorze Y .

Zadanie 109

Dla danych liczb n,m ∈ N podaj przykªad cz¦±ciowego porz¡dku który ma dokªadnie
n elementów minimalnych oraz m elementów maksymalnych.

Zadanie 110

Podaj przykªad cz¦±ciowego porz¡dku który ma dokªadnie jeden element maksymalny
oraz nie ma elementu najwi¦kszego.

Zadanie 111

Niech (X,R) b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem. Poka», »e relacja R−1 jest równie» cz¦-
±ciowym porz¡dkiem na zbiorze X. Jakie s¡ zwi¡zki pomi¦dzy elementami maksymalnymi,
minimalnymi, najwi¦kszymi i najmniejszymi w tych dwóch cz¦±ciowych porz¡dkach?

15



Zadanie 112

Niech (X,⪯) b¦dzie liniowym porz¡dkiem. Poka», »e je±li a ∈ X jest elementem ⪯�
maksymalnym, to a jest równie» elementem ⪯�najwi¦kszym.

Zadanie 113

Poka», »e nie istnieje liniowy porz¡dek ⪯ na zbiorze liczb zespolonych C o nast¦puj¡cych
wªasno±ciach:

1. (∀a, b, x, y ∈ C) ((a ⪯ b) ∧ (x ⪯ y)→ a+ x ⪯ b+ y),

2. (∀a, b ∈ C)((0 ⪯ a) ∧ (0 ⪯ b)→ 0 ⪯ a · b).

Zadanie 114

Niech A b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem. Poka», »e cz¦±ciowe porz¡dki (P (A),⊆)
i ({0, 1}A,¬∗), gdzie f ¬∗ g ↔ (∀a ∈ A)(f(a) ¬ g(a)), s¡ izomor�czne.

Zadanie 115

Na zbiorze R2 rozwa»amy relacj¦ ⪯ zadan¡ formuª¡

((x, y) ⪯ (x′y′))↔ (x ¬ x′) ∧ (y ¬ y′) .

Niech K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ¬ 1}.
1. Poka», »e relacja ⪯ jest cz¦±ciowym porz¡dkiem.

2. Wyznacz elementy minimalne zbioru K.

3. Dla ustalonego punktu (a, b) ∈ R2 wyznacz zbiory {(x, y) ∈ R2 : (a, b) ¬ (x, y)},
{(x, y) ∈ R2 : (x, y) ¬ (a, b)} oraz {(x, y) ∈ R2 : ¬((a, b) ¬ (x, y)) ∧ ¬((x, y) ¬
(a, b))}.

Zadanie 116

Niech K = {(x, y) ∈ R2 : max{|x|, |y|} ¬ 1}. Na zbiorze K okre±lamy relacj¦

(x, y) ⪯ (x′, y′)↔ ((x < x′) ∨ (x = x′ ∧ y ¬ y′)) .

Poka», »e ⪯ jest liniowym porz¡dkiem na zbiorze K oraz wyznacz elementy minimalne w
tym porz¡dku.

Zadanie 117

Rozwa»my cz¦±ciowy porz¡dek (R,¬). Niech A,B ⊆ R b¦d¡ zbiorami ograniczonymi.
Poka», »e inf(A) = − sup({−a : a ∈ A}) oraz sup({a + b : a ∈ A ∧ b ∈ B}) = sup(A) +
sup(B).

Zadanie 118

Niech Ω = {a, b} oraz niechX b¦dzie zbiorem wszystkich sªów z Ω∗ dªugo±ci nie wi¦kszej
ni» 3. Wypisz elementy tego zbioru w porz¡dku leksykogra�cznym.

Zadanie 119

Niech Ω b¦dzie niepustym zbiorem. Na zbiorze sªów Ω∗ de�niujemy relacj¦ σ ≈ η ↔
|σ| = |η|, gdzie |x| oznacza dªugo±¢ sªowa x. Poka», »e ≈ jest relacj¡ równowa»no±ci.
Wyznacz jej klasy abstrakcji.
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Zadanie 120

Poka», »e dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje zbiór liczb naturalnych T taki, »e
cz¦±ciowe porz¡dki (P ({1, .., n}),⊆) oraz (T, |) s¡ izomor�czne

Zadanie 121

Niech L({p}) oznacza zbiór wszystkich zda« zbudowanych z jednej zmiennej zdaniowej
p. Na zbiorze L({p}) okre±lamy relacj¦ ϕ ¬ ψ ↔|= (ϕ → ψ). Poka», »e ¬ jest preporz¡d-
kiem. Niech ≡ b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci wyznaczon¡ przez ten preporz¡dek oraz niech
⪯ b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem na L({p})/ ≡ wyznaczonym przez ¬. Poka», »e porz¡dek
(L({p})/ ≡,¬) jest izomor�czny z porz¡dkiem P ({0, 1}).

* Zadanie 122

Zaªó»my, »e (X,¬) jest dobrym porz¡dkiem o nast¦puj¡cych wªasno±ciach: nie ma w
nim elementu najwi¦kszego, dla ka»dego elementu, z wyj¡tkiem najmniejszego, istnieje
element bezpo±rednio go poprzedzaj¡cy. Poka», »e porz¡dek (X,¬) jest izomor�czny z
liczbami naturalnymi z naturalnym porz¡dkiem.

Zadanie 123

Niech (xn, yn)n∈N b¦dzie dowolnym ci¡giem liczb naturalnych. Poka», »e istniej¡ liczby
n,m ∈ N takie, »e n < m oraz xn ¬ xm i yn ¬ ym.

* Zadanie 124

Podaj przykªad injekcji f : {0, 1}∗ × {0, 1}∗ → {0, 1}∗.

Wskazówka: Poszukaj funkcji f postaci f(x, y) = g(x)+σ+y, gdzie + oznacza konkatenacj¦
ci¡gów oraz gdzie σ jest pewnym ci¡giem sko«czonym.

G7: Aksjomat Wyboru

Zadanie 125

Na zbiorze X = R2 rozwa»amy relacj¦ równowa»no±ci okre±lon¡ wzorem x ≈ y ↔ (∃t ̸=
0)(tx = y) (patrz Zadanie 94). Znajd¹ jaki± naturalny (prosty do opisania) selektor rodziny
X/ ≈.

Zadanie 126

Na zbiorze R rozwa»amy relacj¦ okre±lon¡ wzorem x ≈ y ↔ x − y ∈ Z. Poka», »e jest
to relacja równowa»no±ci oraz znajd¹ jaki± naturalny selektor rodziny R/ ≈.

Zadanie 127

Zaªó»my, »e f : A → B jest surjekcj¡. Poka», korzystaj¡c z Aksjomatu Wyboru, »e
istnieje taka funkcja g : B → A, »e (∀y ∈ B)(f(g(y)) = y).

Zadanie 128

W którym momencie dowodu równowa»no±ci de�nicji Heinego i Cauchy'ego ci¡gªo±ci
funkcji korzystamy z Aksjomatu Wyboru?

** Zadanie 129
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Poka», »e w ka»dej przestrzeni liniowej istnieje baza.
Wskazówka: skorzystaj z Lematu Kuratowskiego Zorna.

Zadanie 130

Znajd¹ liniowy porz¡dek ⪯ na zbiorze P({a, b, c}) taki, »e

(∀X,Y ∈ P({a, b, c}))(X ⊆ Y → X ⪯ Y ) .

** Zadanie 131

Poka», korzystaj¡c z Lematu Kuratowskiego-Zorna, »e ka»dy cz¦±ciowy porz¡dek mo»na
rozszerzy¢ do porz¡dku liniowego.

Zadanie 132

Niech A b¦dzie rodzin¡ niepustych, parami rozª¡cznych podzbiorów zbioru liczb natu-
ralnych. Poka», bez pomocy Aksjomatu Wyboru, »e rodzina A ma selektor.

G8: Indukcja Matematyczna

Zadanie 133

Wyznacz moc zbioru A = {k ∈ {1, . . . , 1000} : 2|k ∨ 5|k}.

Zadanie 134

Uogólnij wzór |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| na trzy i cztery zbiory.

* Zadanie 135

Uogólnij wzór |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| na dowoln¡ sko«czon¡ ilo±¢ zbiorów.

Zadanie 136

Niech A = {A ∈ P ({1, . . . , 10}) : 2 ¬ |A| ¬ 7}. Ile jest elementów minimalnych oraz
ile jest elementów maksymalnych w cz¦±ciowym porz¡dku (A,⊆)?

Zadanie 137

Poka», »e w ka»dym sko«czonym cz¦±ciowym porz¡dku istnieje element maksymalny.

Zadanie 138

Poka», »e je±li sko«czony porz¡dek ma tylko jeden element maksymalny, to jest on
elementem najwi¦kszym.

Zadanie 139

Poka», »e je±li ka»dy sko«czony porz¡dek mo»na rozszerzy¢ do porz¡dku liniowego.
Podaj oszacowania na liczb¦ tych rozszerze«.

Zadanie 140

Niech A = {1, . . . , n} × {0, 1} oraz R = {((x, 0), (x, 1) : 1 ¬ x ¬ n} ∪ idA. Na ile
sposobów mo»na rozszerzy¢ relacj¦ R do liniowego porz¡dku?
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Zadanie 141

Korzystaj¡c ze wzoru dwumianowego Newtona wyznacz nast¦puj¡ce sumy:

n∑
i=0

(
n

i

)
,
n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
,
n∑
i=0

2i
(
n

i

)
,
n∑
i=0

i

(
n

i

)
.

Wskazówka: Do wyznaczenia ostatniej sumy mo»esz skorzysta¢ z tego, »e
(n
i

)
=
( n
n−i
)
.

Zadanie 142

Za pomoc¡ formuªy Stirlinga n! ≈
√
2πn

(
n
e

)n
oszacuj liczb¦

( n
⌊n2 ⌋

)
, gdzie ⌊x⌋ oznacza

cz¦±¢ caªkowit¡ liczby x.

Zadanie 143

Poka», »e je±li f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} jest injekcj¡, to funkcja f jest równie»
surjekcj¡. Poka», »e je±li f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} jest surjekcj¡, to funkcja f jest
równie» injekcj¡.

Zadanie 144

Ile jest waluacji π : {p0, p1, . . . , p10} → {0, 1} takich, »e π |= p0 → (p1 ∧ . . . ∧ p10) ?

Zadanie 145

Wyznacz liczb¦ przek¡tnych w n-k¡cie wypukªym.

Zadanie 146

Ile jest relacji zwrotnych, symetrycznych, sªabo antysymetrycznych na zbiorze n ele-
mentowym?

Zadanie 147

Ile jest relacji które s¡ jednocze±nie zwrotne i symetryczne na zbiorze {1, 2, ..., n}?

Zadanie 148

Relacj¦ R nazywamy antysymetryczn¡, je±li

(∀x, y)((x, y) ∈ R→ (x, y) /∈ R) .

Ile jest relacji antysymetrycznych na zbiorze n - elementowym?

Zadanie 149

Relacj¦ R nazywamy »aªosn¡, je±li

(∀x, y)((x, y) ∈ R→ x = y) .

Ile jest relacji »aªosnych na zbiorze n - elementowym?

Zadanie 150

Niech S = {X ⊆ {1, ..., 9} : 2||X|}. Jaka jest moc rodziny zbiorów S ?

Zadanie 151

Poka», »e je±li w trójk¡cie równobocznym o boku 2 rozmie±cimy dowolnie pi¦¢ punktów,
to dwa z nich s¡ odlegªe nie wi¦cej ni» o 1.
Wskazówka: Zastosuj zasad¦ szu�adkow¡ Dirichleta.
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Zadanie 152

Poka», »e w ka»dej szóstce liczb ze zbioru {1, ..., 10} istniej¡ dwie liczby których suma
jest nieparzysta.
Wskazówka: Przyjrzyj si¦ rozbiciu {1, ..., 10} = {1, 3, 5, 7, 9} ∪ {2, 4, 6, 8, 10}.

Zadanie 153

Niech x1, . . . , xn b¦dzie ci¡giem liczb caªkowitych. Poka», »e suma pewnej liczby kolej-
nych wyrazów tego ci¡gu jest podzielna przez liczb¦ n.
Wskazówka: Rozwa» liczby sk = (x1 + . . .+ xk) mod n. .

Zadanie 154

Czy szachownic¦ z usuni¦tymi naprzeciwlegªymi naro»nikami mo»na pokry¢ kostkami
domina o powierzchni równej dwóm kwadratom szachownicy?
Wskazówka: Pomaluj rozs¡dnie szachownic¦.

Zadanie 155

Poka», »e istnieje pot¦ga liczby 3, której rozwini¦cie dziesi¦tne ko«czy si¦ cyframi 001.
Wskazówka: Rozwa» ci¡g liczb an = 3n mod 103.

Zadanie 156

Niech A ⊆ {1, 2, ..., 2n} b¦dzie zbiorem o mocy |A| > n. Poka», »e istniej¡ dwie ró»ne
liczby a, b ∈ A takie, »e a dzieli b.
Wskazówka: Rozwa» funkcj¦ f(x) = max{k : k|x ∧ ¬(2|k)}.

** Zadanie 157 (Erd®s�Szekeres)

Niech x1, . . . , xmn+1 b¦dzie ci¡giem ró»nych liczb rzeczywistych. Poka», »e z ci¡gu tego
mo»na wybra¢ podci¡g rosn¡cy dªugo±ci m+ 1 lub podci¡g malej¡cy dªugo±ci n+ 1.
Wskazówka: Ka»dej liczbie k ∈ {1, . . . , nm + 1} przyporz¡dkuj par¦ liczb (ak, bk), gdzie
ak = dªugo±¢ najdªu»szego rosn¡cego podci¡gu ko«cz¡cego si¦ w xk za± bk = dªugo±¢
najdªu»szego malej¡cego podci¡gu ko«cz¡cego si¦ w xk .

Zadanie 158

Niech A b¦dzie sko«czon¡ rodzin¡ niepustych, parami rozª¡cznych zbiorów. Poka», bez
pomocy Aksjomatu Wyboru, »e rodzina A ma selektor.

Zadanie 159

Niech A = {A1, . . . , An} b¦dzie sko«czon¡ rodzin¡ niepustych, parami rozª¡cznych
sko«czonych zbiorów. Wyznacz moc zbioru wszystkich selektorów rodziny A.

Zadanie 160

Poka», »e dowolne dwa sko«czone liniowe porz¡dki o tej samej liczbie elementów s¡
izomor�czne.

G9: Teoria mocy

Zadanie 161

Poka» za pomoc¡ indukcji matematycznej, »e n < 2n dla ka»dej liczby naturalnej n.
Udowodnij ten sam fakt bez korzystanie z indukcji matematycznej.
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Zadanie 162

Znajd¹ bijekcj¦ pomi¦dzy nast¦puj¡cymi parami zbiorów:

1. (−π/2, π/2) i R,
2. (0, 1) i (2, 5),

3. (0,∞) i R,
4. [0, 1] i [0, 1).

Zadanie 163

Poka», »e ka»dy niezdegenerowany odcinek prostej rzeczywistej jest mocy continuum.
Poka», »e ka»dy niezdegenerowany trójk¡t na pªaszczy¹nie jest mocy continuum.

Zadanie 164

Niech Sym(A) oznacza zbiór wszystkich permutacji zbioru A. Poka», »e je±li |A| = |B|
to |Sym(A)| = |Sym(B)|.

Zadanie 165

Poka», »e zbiór punktów pªaszczyzny o obu wspóªrz¦dnych wymiernych jest zbiorem
przeliczalnym.

Zadanie 166

Poka», »e dowolna rodzina parami rozª¡cznych odcinków liczb rzeczywistych jest prze-
liczalna.
Wskazówka: Skorzystaj z tego, »e liczby wymierne s¡ g¦ste w zbiorze liczb rzeczywistych
oraz, »e zbiór liczb wymiernych jest przeliczalny.

Zadanie 167

Poka», »e dowolna rodzina parami rozª¡cznych niepustych kóªek na pªaszczy¹nie jest
przeliczalna.

Zadanie 168

Poka», »e n · ℵ0 = (ℵ0)n = ℵ0 dla ka»dej liczby naturalnej n > 0. Wyznacz liczb¦ ℵℵ00 .

Zadanie 169

Jaka jest moc zbioru wszystkich ci¡gów liczb rzeczywistych zbie»nych do zera? Jaka
jest moc zbioru wszystkich ci¡gów liczb caªkowitych zbie»nych do zera?

Zadanie 170

Poka», »e zbiór wszystkich funkcji ci¡gªych z liczb rzeczywistych w liczby rzeczywiste
jest mocy continuum.
Wskazówka: Poka», »e je±li f, g : R → R s¡ takimi funkcjami ci¡gªymi, »e f ↾Q = g ↾Q to
f = g.

Zadanie 171

Poka», »e zbiór wszystkich bijekcji ze zbioru liczb naturalnych w zbiór liczb naturalnych
jest mocy continuum.

Zadanie 172

Jaka mo»e by¢ moc zbioru A \B je±li A i B s¡ zbiorami mocy ℵ0? Jaka mo»e by¢ moc
zbioru A \B je±li A i B s¡ zbiorami mocy c?
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Zadanie 173

Niech f : N → N. Poka», »e |rng(f)| = ℵ0 lub istnieje taka liczba naturalna n, »e
|f−1(n)| = ℵ0.

Zadanie 174

Jaka jest moc zbioru {X ⊂ N : |X| < ℵ0}? Jaka jest moc zbioru {X ⊂ R : |X| < ℵ0}?
Jaka jest moc zbioru {X ⊂ R : |X| ¬ ℵ0}?

* Zadanie 175

Oblicz κ+ λ, κ ∗ λ oraz κλ dla dowolnych κ, λ ∈ N ∪ {ℵ0, c, 2c}.

Zadanie 176

Niech ℶ0 = ℵ0 oraz ℶn+1 = 2ℶn dla n ∈ N.
1. Poka», »e ℶ0 < ℶ1 < ℶ2 < . . .

2. Niech ℶω =
∑
n­0 ℶn. Poka», »e

(∀n ∈ N)(ℶn < ℶω) .

3. Spróbuj zde�niowa¢ samodzielnie liczby ℶω+1, ℶω+2, . . . , ℶω+ω

* Zadanie 177

Jaka jest moc zbioru {(x, y) ∈ Q2 : x2 + y2 = 1}?
Wskazówka: Zapoznaj si¦ z poj¦ciem �pierwotnych trójek pitagorejskich�.

* Zadanie 178

Ile mo»na narysowa¢ parami rozª¡cznych liter �L� na pªaszczy¹nie?. Ile mo»na naryso-
wa¢ parami rozª¡cznych liter �T� na pªaszczy¹nie?

* Zadanie 179

Niech f : R → R b¦dzie funkcj¡ monotoniczna. Poka», »e zbiór punktów nieci¡gªo±ci
funkcji f jest przeliczalny.

Wskazówka: Oznacz przez T zbiór punktów nieci¡gªo±ci funkcji f i rozwa» rodzin¦ odcinków

It = ( lim
x→t−

f(x), lim
x→t+

f(x))

dla t ∈ T .

*** Zadanie 180 (Cantor)

Liniowy porz¡dek (L,¬) nazywamy g¦stym, je±li

(∀a, b ∈ L)(a < b→ (∃c ∈ L)(a < c < b)).

Poka», »e ka»dy przeliczalny liniowy g¦sty porz¡dek bez elementu najwi¦kszego i najmniej-
szego jest izomor�czny z porz¡dkiem (Q,¬).

** Zadanie 181 (Sierpinski)

Niech (An)n∈N b¦dzie dowoln¡ rodzin¡ zbiorów mocy ℵ0. Poka», »e istnieje rodzina
niesko«czonych, parami rozª¡cznych zbiorów (Bn)n∈N taka, »e Bn ⊆ An dla wszystkich n.
Uwaga: Prawdziwa jest pewien wariant tego twierdzenia dla ka»dej niesko«czonej liczby
kardynalnej.
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** Zadanie 182

Niech (An)n∈N b¦dzie dowoln¡ rodzin¡ niesko«czonych podzbiorów zbiorów N. Poka»,
»e istnieje taki podzbiór S zbioru N, »e

(∀n ∈ N)(|An ∩ S| = |An \ S| = ℵ0).

* Zadanie 183

Niech {fn : n ∈ N} b¦dzie dowoln¡ rodzin¡ funkcji ze zbioru NN. Znajd¹ tak¡ funkcj¦
g ∈ NN tak¡, »e (∀n)(∀∞k)(fn(k) < g(k)) (kwanty�kator ∀∞ zostaª zde�niowany w zadaniu
60).

* Zadanie 184

Dla zbiorów A,B ∈ P (N) okre±lamy relacj¦

A ⊆∗ B ↔ |A \B| < ℵ0 .

Poka», »e ⊆∗ jest preporz¡dkiem. Zaªó»my, »e (An)n∈N jest tak¡ rodzin¡ niesko«czonych
podzbiorów N, »e (∀n ∈ N)(An+1 ⊆∗ An). Poka», »e istnieje taki niesko«czony podzbiór B
zbioru liczb naturalnych, »e (∀n ∈ N)(B ⊆∗ An).

** Zadanie 185

Poka», »e istnieje rodzina A niesko«czonych podzbiorów zbioru liczb naturalnych mocy
continuum taka, »e dla dowolnych dwóch ró»nych A,B ∈ A przekrój A∩B jest sko«czony.
Wskazówka: Skorzystaj z tego, »e zbiór liczb wymiernych jest g¦stym podzbiorem zbioru
liczb rzeczywistych.

* Zadanie 186

Poka», korzystaj¡c z Aksjomatu Wyboru, »e je±li A jest zbiorem niesko«czonym (czyli,
»e (∀n ∈ N)(¬|A| = n)), to istnieje injekcja f : N→ A.

*** Zadanie 187 (Ramsey)

Niech R ⊆ N2 b¦dzie relacj¡ symetryczn¡. Poka», »e istnieje niesko«czony podzbiór A
zbioru N taki, »e (∀x, y ∈ A)(x ̸= y → (x, y) ∈ R) lub istnieje niesko«czony podzbiór A
zbioru N taki, »e (∀x, y ∈ A)(x ̸= y → (x, y) /∈ R).

Zadanie 188

Poka», »e z ka»dego niesko«czonego ci¡gu liczb rzeczywistych mo»na wybra¢ niesko«-
czony podci¡g monotoniczny.

G10: Elementy Teorii Kategorii

Zadanie 189

Które z nast¦puj¡cych struktur s¡ monoidami?

1. ([0, 1], 0,∨), gdzie x ∨ y = max{x, y}
2. ([0, 1], 1,∧), gdzie x ∧ y = min{x, y}
3. ((0,∞), 1, ⋆), gdzie x ⋆ y = xy

4. (XX , Idx, ◦) (X jest ustalonym zbiorem)
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5. (X∗, [],++), (gdzie X jest ustalonym zbiorem)

Zadanie 190

Poka», »e strzaªka IdA jest jednoznaczna, czyli, »e je±li Id1A oraz Id2A speªniaj¡ wªa-
sno±ci identyczno±ci to Id1A = Id2A.

Zadanie 191

Poka», »e zªo»enie monomor�zmów jest monomor�zmem.

Zadanie 192

Poka», »e zªo»enie epimor�zmów jest epimor�zmem. Spróbuj poda¢ proste uzasadnienie
tego faktu oparte o poprzednie zadanie wykorzystuj¡ce poj¦cie kategorii dualnej.

Zadanie 193

Poka», »e je±li f : A → B jest izomor�zmem, to odwrotno±¢ f−1 jest wyznaczona
jednoznacznie.

Zadanie 194

Poka», »e je±li f−1 jest odwrotno±ci¡ f : A→ B i g−1 jest odwrotno±ci¡ g : B → C, to
f−1 ◦ g−1 jest odwrotno±ci¡ g ◦ f : A→ C.

Zadanie 195

Podaj przykªad kategorii ze strzaªk¡ która jest monomor�zmem oraz epimor�zmem,
ale nie jest izomor�zmem.

Zadanie 196

Rozwa»amy kategori¦ zbudowan¡ z cz¦±ciowego porz¡dku (X,¬). Kiedy istniej¡ w niej
elementy pocz¡tkowe i ko«cowe?

Zadanie 197

Poka», »e je±li w diagramie

A
f−−−−→ B

g−−−−→ C

a

y b

y c

y
A′

f ′−−−−→ B′
g′−−−−→ C ′

komutuj¡ wewn¦trzne kwadraty, to równie» komutuje zewn¦trzny kwadrat.

Zadanie 198

Zinterpretuj w j¦zyku informatyki komutowanie nast¦puj¡cego diagramu

Int
succInt−−−−→ Int

toReal

y ytoReal
Real −−−−−→

succReal
Real

.

Zadanie 199

Poka», »e obiekty ko«cowe (terminalne) w ustalonej kategorii s¡ wyra»one jednoznacznie
z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Poka» podobn¡ wªasno±¢ obiektów pocz¡tkowych.
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Zadanie 200

Wyznacz obiekty ko«cowe i pocz¡tkowe w nast¦puj¡cych kategoriach:

1. w kategorii grup Grp

2. w kategorii ciaª

3. w kategorii cz¦±ciowych porz¡dków Pos

4. w kategorii monoidów Mon

5. Set× Set
6. Set→

Zadanie 201

Poka», »e produkt (A × B, πA, πB) jest wyznaczony jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do
izomor�zmu w kategorii Set.
Wskazówka: Skorzystaj z jednoznaczno±ci mediatora w de�nicji produktu.

Zadanie 202

Poka», »e je±li C jest kategori¡, to Cop te» jest kategori¡.
Wskazówka: Jak w kategorii Cop de�niuje si¦ zªo»enie mor�zmów?.

Zadanie 203

Niech (G, ·) b¦dzie grup¡. Na zbiorze G okre±lamy dziaªanie a ⋆ b = b · a
1. Poka», »e (G⋆) jest grup¡.

2. Znajd¹ izomor�zm mi¦dzy grupami (G, ·) oraz (G, ⋆).
3. Jaki ma zwi¡zek to zadanie z konstrukcj¡ Cop?

Zadanie 204

Zapisz w j¦zyku diagramów komutuj¡cych (przemiennych) ª¡czno±¢ operacji zªo»enia
funkcji.

Zadanie 205

Niech (G, ·), (H, ⋆) b¦d¡ grupami oraz niech f : G → H b¦dzie homomor�zmem.
Wiadomo, »e grupa ilorazowa G/ker(f) jest izomor�czna z podgrup¡ img(f) grupy H.
Zapisz to w j¦zyku przemiennych diagramów.

Zadanie 206

Niech C b¦dzie kategori¡ z produktem. Dla f : X → A oraz g : Y → B niech ⟨f, g⟩
b¦dzie strzaªk¡ mediacyjn¡ dla produktu A×B. Poka», »e ⟨f ◦ h, g ◦ h⟩ = ⟨f, g⟩ ◦ h.

** Zadanie 207

Rozwa»amy kategori¦ Mon (monoidów). Poka», »e funkcja f : (N, 0,+) → (Z,+,+)
okre±lona wzorem f(x) = x (czyli identyczno±¢ na N traktowana jako mor�zm z (N, 0,+)
do (Z, 0,+)) jest epimor�zmem.

Zadanie 208

Ustalmy zbiór Ω. Rozwa»my kategori¦ P(Ω) której obiektami s¡ wszystkie podzbiory
zbioru Ω, za± mor�zmy oznaczaj¡ zawieranie zbiorów. Niech A,B ⊆ Ω.

1. Wyznacz A×B w tej kategorii

2. Wyznacz A+B w tej kategorii.
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* Zadanie 209

Rozwa»my takie przyporz¡dkowanie F : Set→ Set

F (X) =

{
∅ : |X| < ℵ0
N : |X| ­ ℵ0

Poka», »e F nie mo»na rozszerzy¢ do funktora.

* Zadanie 210

Sprawd¹, »e nast¦puj¡ce przyporz¡dkowania s¡ endofunktorami kategorii Set oraz za-
proponuj dla nich odwzorowania ηX : X → F (X) i µX : F (F (X))→ F (X):

1. F (X) = X ×X; F (f : X → Y )(x, y) = (f(x), f(y)

2. (Reader) RA(X) = XA; R(f : X → Y )(φ) = f ◦ φ
3. (Writer) WM(X) =M ×X; WM(f : X → Y ) = idM × f , gdzieM = (M, e, ⋆) jest

ustalonym monoidem

4. (State) SA(X) = (A×X)A; SA(f : X → Y )(φ) = (λa)(let (b, y) = φ(a) in (b, f(y)))

5. (Maybe) M(X) = X ∪ {↑X}; F (f : X → Y ) = f ∪ {(↑X , ↑Y )}
6. (Niedeterminizm) N(X) = {Y ⊆ X : |Y | < ℵ0}; N(f : X → Y )(A) = f [A]

Odwzorowania η oraz µmusz¡ posiada¢ te same wªasno±ci co ich odpowiedniki dla funktora
List, czyli µX ◦ ηF (X) = idF (X), µX ◦ F (ηX) = idF (X) oraz µX ◦ µF (X) = µ ◦ F (µ).

G11: Elementy Teorii Modeli

Zadanie 211

Wyznacz warto±¢ termu τ = 1 + (1 + (1 + (1 + 1))) w pier±cieniach Zn dla dowolnego
n ­ 1.

Zadanie 212

Czy (N,¬) ≡ (Z,¬)?

Zadanie 213

Niech Th(a) = {φ ∈ Sent : a |= φ}. Poka», »e Th(a) jest teori¡ niesprzeczn¡ i zupeªn¡.

Zadanie 214

Znajd¹ zdania φn i ψn takie, »e

1. φn jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy model ma moc wi¦ksz¡ lub równ¡ n,

2. ψn jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy model ma moc równ¡ n.

Zadanie 215

Poka», »e je±li dwie struktury s¡ izomor�czne, to s¡ elementarnie równowa»ne.

Zadanie 216

Poka», »e

1. a ≡ a,

2. a ≡ b→ b ≡ a,
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3. (a ≡ b) ∧ (b ≡ c)→ (a ≡ c)

Zadanie 217

Niech PO oznacza teori¦ cz¦±ciowych porz¡dków z predykatem binarnym R.

1. Poka», »e PO |= (∀x)((∀y)(R(y, x)→ (∀y)(R(x, y)→ y = x))

2. Niech φ = (∀x, y)(R(x, y) ∨ R(y, x)). Poka», »e zdanie φ jest niezale»ne od teorii
PO.

3. Niech LO = PO∪{(∀x, y)(R(x, y)∨R(y, x))}. Poka», »e teoria LO jest kategoryczna
w ka»dej mocy sko«czonej. Czy LO jest kategoryczna w mocy ℵ0?

4. Niech

DLO = LO∪{(∀x, y)((R(x, y)∧x ̸= y)→ (∃z)(R(x, z)∧R(z, y)∧x ̸= z∧ z ̸= y))}

Poka», »e je±li (A,R) |= DLO oraz |A| > 1 to |A| ­ ℵ0.
5. Czy DLO jest kategoryczna w mocy ℵ0?
6. Niech

DLO∗ = DLO ∪ {¬(∃x)(∀y)R(y, x),¬(∃x)(∀y)(R(x, y)} .

Poka», »e DLO∗ jest kategoryczna w mocy ℵ0
7. Ile nieizomor�cznych modeli ma teoria DLO w mocy ℵ0?

Zadanie 218

Poka», »e je±li a jest struktur¡ sko«czon¡ o sko«czonej sygnaturze, to Th(a) jest zbiorem
rozstrzygalnym.

Powodzenia,
Jacek Cicho«
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