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Wstep

Ksigzka ta jest wstgpem do informatyki rozumianej jako nauki o algorytmach. Ta-
kie potraktowanie informatyki jest pewnym zawgzeniem dziedziny. Jednak wedlug
autora ten fragment informatyki jest jej jadrem, najbardziej istotng czgscia. Nauka
o algorytmach, zwana ALGORYTMIKA, odgrywa dla calej informatyki taka role jak
logika dla dla matematyki (patrz [1]).

W ksiazce nie ma informacji o tym jak jest zbudowany rzeczywisty komputer.
Nie sa omawiane systemy operacyjne. Nie jest omawiany system plikéw. Zakta-
damy, ze czytelnik tej ksiazki jest §rednio zaawansowanym uzytkownikiem kompu-
teréw. Mimo, ze do zapisu algorytmow stosowany jest jezyk C, nie jest omawiany
zaden kompilator.



Rozdzial 1

Wprowadzenie do jezyka C

#include <stdio.h>

int main(){
printf("Hello world.\n”);
return(0);

}

W pierwszej czesci tej ksiazki zajmiemy si¢ podstawowymi technikami programo-
wania - zmiennymi i statymi, arytmetyka, instrukcjami sterujacymi, gtéwnymi typami
danych oraz podstawowymi metodami wejscia i wyjScia. Programowania, tak samo
jak plywania, nie mozna nauczy¢ si¢ teoretycznie. Do jego opanowania potrzebna jest
spora ilo$¢ praktyki i cierpliwosci.Nie spodziewaj si¢, ze po samym przeczytaniu tej
ksigzki bedziesz umiat programowacé. Musisz robi¢ zadania i pisa¢ samodzielnie jak
najwiecej programéw. Wykonuj samodzielne eksperymenty i czytaj mozliwie duzo
na temat programowania.

W ksiazce tej bedziemy postugiwali si¢ jezykiem programowania C. Zostal on
stworzony w roku 1972 przez Dennisa Ritchie z Laboratorium Bella. W roku 1978 B.
K. Kernighan i D. M. Ritchie opublikowali ksiazke ”"The C Programming Language”
(patrz [2]), ktéra spowodowata spora rewolucje w Swiecie informatycznym.

Jezyk C jest baza bardziej rozbudowanych jezykéw takich jak C++, PHP oraz
Java. Jest bardzo zwigzlym jezykiem i pozwala na wykonywanie wielu niskopo-
ziomowych (bliskich sprzgtu) operacji. Jego niewatpliwa zaleta jest to, ze pozwala
programiScie praktycznie na wszystko. Po pewnym czasie przekonasz sig, ze to, jak
réwniez jego zwigzlo$¢ jest réwnoczesnie jego wada.

Ksiazka ta nie jest podrecznikiem programowania w jezyku C. Twoja podstawowa
lektura uzupetniajaca powinna by¢ klasyczna ksiazka B. K. Kernighana i D. M. Rit-
chie pt. ,,Jezyk ANSI C” (patrz [3]). W naszej ksigzce postugiwaé si¢ bedziemy tylko
podstawowymi konstrukcjami tego jezyka i réwnie dobrze do zapisu rozwazanych al-
gorytméw moglibySmy postugiwaé si¢ innym, tak zwanym imperatywnym jezykiem
programowania. Mogltby by¢é nim na przyktad Pascal, Basic, Ada, Fortran czy tez
Forth.

Program w jezyku C jest plikiem tekstowym, ktéry przettumaczony musi by¢ na
jezyk zrozumiaty przez komputer. Do tego przeksztatcania stuza kompilatory.
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Kompilatorami nazywamy programy ktore przeksztalcaja kody programéow
napisanych w zbiorach tekstowych na pliki ktére moga by¢ wykonywane przez
komputer.

Do pisanie programéw w jezyku C wystarczy dowolny edytor, ktéry potrafi zapi-
sywaé zbiory w postaci plikéw testowych. Jednakze nie jest to najlepszym rozwia-
zaniem. W trakcie pisania pisania programéw tatwo mozna popetnié¢ wiele btgdow.
Warto jest wigc mie¢ narzedzie, ktére ulatwia nam pisanie programéw, testowanie
oraz wyszukiwanie i eliminowanie btedéw. Istnieja kompilatory, ktére oferuja uzyt-
kownikowi zintegrowane Srodowisko programowania. Zawieraja one wyspecjalizo-
wany edytor, narzgdzia do analizy i §ledzenia programéw i wyposazone sa w systemy
pomocy. Niektére z tych narzgdzi sa ogélnodostepne i tatwo je zdoby¢ za pomocg In-
ternetu. Narzedzie takie musisz zdoby¢, zainstalowaé na komputerze i bardzo dobrze
poznaé. Pamigtaj, ze spedzisz z tym narzedziem bardzo wiele godzin. Warto wigc je
polubié.

W roku 1983 American National Standards Institute (ANSI) powotat komitet, kto-
rego zadaniem bylo opracowanie standardu jezyka C. Powstal on w roku 1988 i ta
wersja jezyka nazywa sig¢ ,,ANSI C”. W ksigzce tej bedziemy si¢ postugiwali tylko
pewnym fragmentem tego jezyka.

1.1 Pierwszy program

Wiele podrecznikéw nauki programowania rozpoczyna si¢ od analizy programu, kt6-
rych jedynym celem jest wySwietlenie na ekranie monitora napisu ,,Hello world.”.
Zadanie to wcale nie jest proste. Aby je zrealizowaé musisz umie¢ zapisaé tekst pro-
gramu przestrzegajac $cisle okre§lonych regut jezyka programowania, przettumaczy¢
go za pomoca kompilatora i uruchomié. A oto kod programu ktéry wypisuje na ekra-
nie napis ,,Hello world.”:

#include <stdio.h>
int main ()

{
printf (’’Hello world.\n’’);

return (0);

}

Kod programu w jezyku C zapisany musi by¢ w pliku tekstowym. Jesli uzywasz zin-
tegrowanego Srodowiska programowania, to musisz stworzy¢ nowy plik, przepisac
powyzszy tekst i zapisa¢ go nadajac mu nazwe np. ,,Proba01”. Otrzyma on domySlne
rozszerzenie, ktorym moze by¢ na przyktad ,,.c”. Nastgpnie nalezy znalezZ¢ polecenie
kompiluj (compile). Jesli niczego nie zepsujesz, to po chwili powinien pojawic sig¢ ko-
munikat o pomyS$lnym zakoniczeniu kompilacji - jest jednak mato prawdopodobne, ze
uda Ci sig to zrobi¢ za pierwszym razem. Jesli pojawia si¢ komunikaty o btedach, to
dowiesz si¢ z nich w ktdrej linijce si¢ one znajduja. Poréwnaj ja wtedy z oryginatem,
popraw i ponownie uruchom kompilacj¢. Po kilku prébach osiagniesz sukces. Pod-
czas przepisania powyzszego przykltadu pamigtaj o tym, ze jezyk C odréznia duze
litery od matych liter.

Po poprawnej kompilacji odszukaj polecenie uruchomienia programu. Mozesz
rowniez odszuka¢ skompilowany bedzie on miat nazwe ,,Proba0l.out” (w systemie
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operacyjnym Unix) lub ,,Proba0l.exe” (w Srodowisku DOS lub Windows) i samo-
dzielnie go uruchomié. Na ekranie powinien pojawié si¢ napis ,,Hello world.”. Moze
Cig¢ jednak spotkaé niespodzianka - na ekranie pojawi si¢ na bardzo krétka chwilg
okno, ktére natychmiast potem zniknie. Bedziesz musial wtedy trochg przerobi¢ pro-
gram. Zastap go, na przyktad, nastepujacym programem

#include <stdio.h>

#include <stdlib .h>

int main ()

{
printf (’’Hello world.\n’’);
system ( "PAUSE" );
return (0);

}

i ponownie powtdrz opisany wyzej proces. Wywolywana funkcja ,,system” po-
chodzi z biblioteki ,,stdlib”.

Kazdy program w jezyku C sklada si¢ z pewnej liczby funkcji. Kazdy program
w jezyku C musi posiadaé jedna funkcje o nazwie main. Funkcja ta jest pierwsza
wykonywang funkcja programu. Nasz program jest zbudowany tylko z jednej funkcji.
Kazda funkcja jest zbudowana z nagtéwka oraz z ciata. Nagtéwek funkcji main znaj-
duje si¢ w pierwszej linijce. Sktada si¢ on z okreSlenia rodzaju wyniku zwracanego
przez funkcje - jest nim int, czyli liczba catkowita, nazwy - jest nia main oraz z ar-
gumentéw - lista ta jest w tym przypadku pusta. Ciato funkcji znajduje si¢ pomigdzy
nawiasami klamrowymi { }. Wewnatrz ciata funkcji znajduja si¢ wykonywane przez
nig instrukcje. Pierwsza linijka definicji funkcji nazywa si¢ prototypem lub interfa-
cem funkcji.

Pierwsza linijka programu analizowanego programu, #include <stdio.h>, za-
wiera polecenie dotaczenia do programu biblioteki procedur o nazwie stdio. Biblio-
teka ta zawiera standardowe procedury wejscia i wyjscia. W naszym programie ko-
rzystamy z jednej z nich - z funkcji printf. Funkcja ta stuzy do wyprowadzania tekstu
do pliku wyjsciowe, ktéorym w przypadku normalnego uruchomienia programu jest
ekran. Ciag znakéw "Hello world.\n” jest przyktadem stafej napisowej. Znaki cu-
dzystowu nie sa jej sktadowymi - sg tylko jej ograniczeniami. Ciag \n” jest znakiem
nowego wiersza.

Ostatnia linijka programu okresla jaki wynik zwraca funkcja main. Liczba 0 jest
sygnalizuje, ze program zakoniczyt prawidlowo swoje dziatanie.

Druga linijka zmodyfikowanego programu stuzy do zatrzymania programu. Efekt
ten mozna osiagnaé tez innymi metodami. Zaleza one od systemu operacyjnego i
od kompilatora. Nie bedziemy w kolejnych przyktadach dotaczali tego typu linijki
do kodu. Musisz samemu wypracowaé sobie najwygodniejszy sposéb realizacji tego
zadania.

1.2 Zmienne i wyrazenia arytmetyczne

Nasz kolejny program bedzie wykonywat nastgpujace zadanie: dla podanej wysokosci
wyznaczaé begdzie czas swobodnego spadku ciata z podanej niezbyt duzej wysokosci
w poblizu powierzchni Ziemi, oraz jego predkos¢ koincowa wyrazona w metrach na
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sekund¢ i w kilometrach na godzing. Nie bedziemy uwzglgdniali oporu powietrza.
Z lekcji z fizyki pamigtasz pewnie, ze droga w ruchu jednostajnie przys$pieszonym
wyraza si¢ wzorem

1 2
s:so+v0~t—|—§-a-t,

gdzie s jest potozeniem poczatkowym, vg jest predkoScig poczatkowa, a jest czasem
za$ t oznacza czas. W poblizu powierzchni ziemi przyspieszenie wynosi w przybli-
zeniu g = 9.81m/s?. Ze wzoru tego bez trudu wyprowadzié mozesz wzor na czas
swobodnego spadku z wysokosci h:

2.h
T=,]2=.
g

Poradzi¢ sobie wigc bedziemy musieli z wezytaniem wysokoSci, wyliczeniem
czasu i wyprowadzeniem danych. Oprécz wyliczenia czasu wyznaczymy predkos¢
w momencie uderzenia w metrach na sekundg oraz w kilometrach na godzing. Pred-
kos$¢ koricowa wyznaczymy ze wzoru v = a - t. Przeliczenie predkosci wyrazonej w
metrach na sekunde w kilometry na godzing wyrazimy za pomoca wzoru

0.001k k
12 == 36
s mh h

Zadanie to zrealizujemy rozbijajac program na kilka funkcji. Znajoma juz nam
funkcja main bedzie zajmowac si¢ tylko wprowadzaniem i wyprowadzaniem danych.
Pozostate funkcje beda wyspecjalizowane w wykonywaniu pojedynczych zadan. Oto
kod programu realizujacego opisane zadanie.

#include <stdio .h>
#include <math.h>

#define STALA G 9.81

float CzasSpadku(float h)

{
return(sqrt(2.0xh/STALA G));

}

float Predkosc(float h)

{
return (STALA _GxCzasSpadku(h));

}

float Vkmh(float v)
{

return (3.6xv);

}

int main ()

{

float w;

printf (*‘Podaj wysokosc w metrach : ‘°);
scanf (“‘“%f’’,&w);
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printf (‘ *Wysokosc : %0.2f [m]\n’’, w);

printf (‘‘Czas : %0.2f [s]\n’’, CzasSpadku(w));
printf (‘ ‘Predkosc : %0.2f [m/s]\n’’, Predkosc(w));
printf (‘ ‘Predkosc : %0.2f [km/h]\n’’,Vkmh(Predkosc(w)));
return (0);

Program rozpoczgliSmy od dotaczenia biblioteki math. Znajduje si¢ w niej sze-
reg funkcji matematycznych. W programie korzystamy z jednej z nich - z funkcji
sqrt, ktéra oblicza pierwiastek kwadratowy. WykorzystaliSmy ja w funkcji o nazwie
CzasSpadku.

W kolejnej linijce programu zdefiniowaliSmy stala o nazwie STALA_G. Zrobi-
lisSmy to, gdyz ze stafej tej korzystamy w dwdch miejscach programu. GdybySmy
chcieli stala g zastapi¢ przyspieszeniem na powierzchni Ksigzyca, to wystarczyloby
to zrobi¢ w jednym miejscu programu.

Funkcja CzasSpadku jest funkcja typu float, czyli zwraca wynik typu float -
stuzy on do reprezentowania liczb rzeczywistych. Jest ona funkcja jednej zmiennej
typu float, ktéra nazwaliSmy h. Ciato tej funkcji sktada si¢ tylko z jednej instrukcji:

return(sqrt(2.0*h/STALA_QG));

Ciag 2.0*h/STALA_G jest wyrazeniem arytmetycznym. Znaczenie tego wyrazenia
jest chyba jasne. Wystgpuje w nim zmienna h, ktéra jest zmienng typu float. Zmienne
wyobrazaé sobie mozesz jako podpisane pudetka, w ktérych przechowywane sa dane.
,»Pudetko” h ma nazwe ,,h” i przechowuje w §rodku liczbe rzeczywista, ktéra w tym
miejscu interpretujemy jako ,,wysoko$¢”. Wyrazenie 2.0*h/STALA_G zostato prze-
kazane do funkcji sqrt. Wynikiem funkcji jest warto$¢ wyrazenia sqrt(2.0*h/STALA_G).
Zwr6¢ uwage na to, ze instrukcja return(sqrt(2.0*h/STALA_G)); zakoriczona jest
srednikiem. W jezyku C Srednik stuzy do konczenia instrukcji.

Druga z funkcji, o nazwie Predkosc korzysta z funkcji CzasSpadku. Trzecia
funkcja - ta o nazwie VKmh - stuzy do przeliczenia predkosci wyrazonej w metrach
na sekundg na kilometry na godzing.

Ciato funkcji main rozpoczyna si¢ od zadeklarowania zmiennej typu float o na-
zwie ,,w”. Pierwsza instrukcja programu jest juz nam znana. Druga instrukcja

scanf ("%f”, &w);

stuzy do pobrania i podstawieniu pod zmienng w wysokosci. Zwré¢ uwage na to, ze
nazwe¢ zmiennej poprzedziliSmy znakiem &. Znak ten ma bardzo wazne znaczenie
w jezyku C, oznacza on tak zwany wskaZnik na obiekt. Nie bedziemy si¢ tym teraz
zajmowali. Przyjmijmy na razie, po prostu, ze zmienne przekazywane funkcji scanf
musza by¢ poprzedzone znakiem &. Pierwszy parametr funkcji scanf jest stata na-
pisowa "%f”. Ciag %f informuje kompilator o tym, ze wczytywana liczba jest typu
float.

W kolejnych instrukcjach wy§wietlamy wyniki. Wykorzystujemy w nich ponow-
nie funkcje printf, lecz tym razem przekazujemy do niej wartosci zmiennych badz
wyrazen. Fragment %0.2f wystgpujacy w jej pierwszym parametrze stuzy do okre-
$lenia formatu wydruku. Oznacza on: ,,wyswietl przekazywanq wartosé, traktowanq
Jako float, z doktadnosci do dwdch miejsc po przecinku”.
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Napisany program ma pewng warto$¢ uzytkowa. Mozesz z niego skorzystaé aby
wyznaczy¢ stosunkowo bezpieczna wysoko$¢ skoku. Musisz wiedzie¢, ze przy zde-
rzeniu ze sztywnym, cigzkim ciatem z predkosci 20 km/h mozesz si¢ niezle potamac.

W programie postugiwaliSmy si¢ zmiennymi typu float. Podstawowymi typami
jezyka C sa

char, int, float, double, pointer

Typ char reprezentuje pojedynczy znak. Reprezentowane sa one przez liczby cat-
kowite. Na przyktad, litera A’ ma kod 65, litera "B’ ma kod 66, spacja mo kod 32 itd.
Stosowana juz przez nas stata *\n’ oznacza znak nowego wiersza i ma kod 10. Peten
wykaz kodéw znakéw znajduje si¢ w tabeli kodéw ASCII (American Standard Code
for Information Interchange). Pierwsze 127 kodéw zawiera 26 matych liter alfabetu
tacinskiego, 26 duzych liter alfabetu tacinskiego, 10 cyfr, spacje¢, znaki specjalne, np.
! #$ % & oraz znaki sterujace (kody ASCII od O do 31), np. przejdz do nowego
wiersza (oznaczenie LF od Line Feed), powr6t karetki do poczatku wiersza (CR, od
stéw Carriage Return), tabulator, koniec tekstu (EOT, od stéw End of Text). Kody
ASCII powyzej 127 to tzw. zestaw rozszerzony; zapisuje si¢ w nim znaki narodowe i
znaki semigrafiki (symbole, pozwalajace tworzy¢ na ekranie ramki itp.)

Typ int oraz jego warianty short int, long int, unsigned int, unsigned short int
i unsigned long int stuzg do reprezentowania liczb catkowitych. Stowo unsigned
oznacza ,,bez znaku”. Zatem, jak tatwo si¢ domysleé, warianty ,,unsigned” stuza do
reprezentowania podzbioru liczb naturalnych.

Typy (float) i (double) stuza do reprezentowania liczb rzeczywistych. Typ (double)
zapewnia wigksza doktadnos$¢ niz typ (float). Typ pointer, czyli wskazniki, oméwimy
w dalszej czgsci tego rozdziatu.

Do konstruowania wyrazef arytmetycznych korzysta¢ mozemy z operatoréw +,
- ¥,/ oraz %. Znaczenie czterech pierwszy operatoréow jest chyba jasne - jest to
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Dzielenie zastosowane do zmiennych
typu catkowitego obcina cze$¢ utamkowa ilorazu. Operator % stosowany moze byé
do typéw catkowitych i oznacza dzielenie modulo. Tak wigc @ % b oznacza reszte z
dzielenia liczby a przez liczbg b, czyli

(x=a%b) = 0<z<bAEFkeZ)(a=b-k+ ).

Na przyktad 12%10 = 2, 12%5 = 2 12%6 = 0. W dalszych przyktadach czesto
bedziemy korzystali z tego, ze jesli X i y sa zmiennymi catkowitymi, oraz y>0, to
wtedy prawdziwa jest réwnos¢

x=(X/y)*y+ (X %Y).

Wyrazenia arytmetyczne stuzy¢ moga do podstawiania wartoSci pod zmienne. Do
tego celu stuzy operacja przypisania, ktérym jest reprezentowany przez znak =. Zwro¢
uwage na to, ze znak = nie oznacza rownoSci lecz operacj¢ przypisania.

Uwaga. W jezyku programowania Pascal podstawienie jest reprezentowane przez ciag :=. Znak
réwnosci oznacza w nim to co powinien oznaczaé, czyli rownosc.

Warto w tym miejscu zwréci¢ uwage na pewna subtelnosé jezyka C, ktéra wynika
z powyzszych rozwazan. Otz instrukcja
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X = 9/5;

podstawi pod zmienng x, nawet jesli jest ona typu double wartos¢ 1, gdyz czegs¢ cat-
kowita liczby 9/5 wynosi 1, a stale 51 9 sa catkowite. Aby pod zmienng x podstawic
1.8 nalezy skorzystaé z instrukcji

x = 9.0/5.0;

Mozesz tez, oczywiscie, napisac to tak: x = 1.8;.



ROZDZIAL 1. WPROWADZENIE DO JEZYKA C 11

1.3 Konstrukcje warunkowe

. . . L START
Rozwazane do tej pory przez nas programy miaty
ustalona z goéry kolejno$¢ wykonywania instrukcji.
Mozna je przedstawi¢ za pomoca schematu blokowego
znajdujacego si¢ po prawej stronie tekstu. Owale z
napisami ,,START” i ,,STOP” oznaczaja poczatek i ko- |1

niec programu. W prostokatach znajduja si¢ instrukcje.
Strzatki stuza do okreSlenia kolejnoSci wykonywania
instrukcji.

Programy tego typu sa malo elastyczne, gdyz zaréwno
lista instrukcji jak tez i kolejno$¢ ich wykonywania
jest ustalona i nie zalezy od danych wejSciowych. Na
szczescie jezyk C, jak wigkszos¢ jezykow programowa-

< e

=

nia, posiada mechanizmy do warunkowego wykonywa-
nia instrukcji, czyli do wykonywania pewnych instrukcji
wtedy, gdy beda spetnione pewne, $cisle okreslone, wa-
runki. L STOP

Jezyk C posiada dwie konstrukcje
warunkowe. Podstawowa konstruk-
cja ma postac

if (W) I, else I

gdzie W jest wyrazeniem za$ Iy
oraz I sa instrukcjami. Jeshi
| |2 wyrazenie W jest prawdziwe, to
1 wykonywana jest instrukcja I;. W
przeciwnym wypadku wykony-
wana jest instrukcja I.

Wyrazenie jezyka C jest prawdziwe jesli jego wartos¢ jest rézna od zera !
Oznacza to zas$, ze jezyk C traktuje liczbg zero jako warto$¢ logiczng ,.falsz”, zas do-
wolng inng liczbg jako ,,prawde”.

Druga czgé¢ instrukcji if-else jest opcjonalna. Moze wigc ona przyjmowaé po-
sta¢ if (W) then I. Do budowania wyrazen testowanych w wyrazeniach warunkowych
korzysta¢ mozna z relacji pomigdzy wyrazeniami oraz z operatoréw logicznych.

Zwr6¢ uwage na to, ze symbol ,,=" jest symbolem przypisania. Nie stosuj go do
testowania réwnosci. Instrukcja if (x=2) |; bedzie zawsze wykonana, bo wyrazenie
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Relacja/Operator | Znaczenie
< mniejszy
<= mniejszy lub réwny
> wigkszy
>= wigkszy lub réwny
== réwnosé
= negacja rownosci
! negacja
&& koniunkcja
Il alternatywa

Tablica 1.1: Relacje i operatory logiczne

x=2 zwraca warto$¢ 2, a wiec warto$¢ r6zna od zera. Wykonanie instrukcji if (x==2)
I; spowoduje uruchomienie instrukcji I wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna bgdzie miata
wartoS$¢ 2.

Interpretacja konstrukcji warunkowych postaci if (W) then | oraz if (W) then
I else I2 nie sprawia zadnego ktopotu. Jednakze z tego powodu, ze czes¢ ,.else”
instrukcji if-else nie jest obowigzkowa, w przypadku zagniezdzonych instrukcji wa-
runkowych moga pojawié si¢ dwuznacznosci. Na przyktad, konstrukcje
if (Wl)
it (W2) 12
else I3

mozna by zinterpretowaé na dwa nastgpujace sposoby:
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tak tak
|
W2
hie
_ hie tak tak
hie
hie
Y Y Y Y
|2 11 |2 11

Niejednoznacznos$¢ te jezyk ANSI C rozstrzyga nastepujaco: kazda z czeSci else
jest przyporzadkowana najblizszej z poprzednich instrukcji if nie zawierajacej
czeSci else. W analizowanym przyktadzie wybrany zostanie wigc pierwszy wariant
do interpretacji konstrukcji. Méwigc inaczej, konstrukcja

if (W1)if (W2) 1 else 12
jest réwnowazna konstrukcji
if (W1) {if (W2) I1 else 12}
Jesli bedziesz mial watpliwosci w jakiej kolejnosci wykonywane sa obliczenie, to

pamigtaj, ze lepiej dopisa¢ kilka zbednych nawiasow, niz popeknié¢ blad.

Proste przyklady
Omoéwimy teraz kilka przyktadéw zastosowania oméwionych instrukcji warunko-

wych.

Przyklad 1.1 Pierwszym przyktadem jest funkcja stuzqca do wyznaczania wartosci
bezwzglednej danej liczby typu double.
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double WartBezwzgledna(double x)
{

if (x>=0) return(x);
else return(—x);

}

Przyklad 1.2 Drugim przyktadem jest funkcjq wyznaczajacq znak podanej liczby typu
double. Zwraca ona wartos¢ +1 dla liczb dodatnich, zero dla liczby rownej zero oraz
—1 dla liczby ujemne;j.

int Znak(double x)

{
if (x>0) return(1);
else if (x==0) return(0);
else return(—1);

}

Przyklad 1.3 Jako kolejny przyktad rozwazymy funkcje, ktora ustala, czy dany rok
Jjest rokiem przestepnym, czy tez normalnym. Przypomnijmy sobie, Ze zgodnie z uzy-
wanym obecnie kalendarzem gregoriariskim rok jest przestepny, jesli dzieli sie przez
4, lecz nie dzieli sig przez 100, chyba, Ze dzieli sie przez 400. Inaczej mowiqc, rok r
Jest przestepny, jesli

((4]r) A =(100[r)) V (400|r),

gdzie symbol | reprezentuje relacje podzielnosci (bez reszty), N\ oznacza koniunkcje, V
alternatywe a — oznacza negacje.

int Przestepny(int r)

{
return( ((r%4 == 0)&&(r%I100 != 0)) 11 (r%400 == 0));

}

Funkcja ,, Przestepny” zwraca wartos¢ 1 jesli rok jest przestepny i wartos¢ 0 w prze-
ciwnym przypadku. Reszta fragmentu kodu powinna by¢ dla Ciebie oczywista.

Warto wiedzie¢, ze korzystaja ze znajomosSci priorytetdw operatoréow jezyka C
wyrazenie
((r%4==0)&&(r% 100 !=0)) || (r % 400 == 0)

mozna zapisaé nieco proscie;j:

r% 4 ==08&&r % 100 =0 || r % 400 ==
Wynika to z tego, ze priorytet operacji % jest wigkszy od priorytetéw relacji == oraz
I =, ktéry jest wigkszy od priorytetu operatora &&, ktéry jest wyzszy od priorytetu
operacji ||:

//%// > 1 ::// /l! :// > /I&&// > //H//
Im wigkszy jest za$ priorytet relacji, tym ma on wigksza site taczenia. Pamigtaj, ze
jesli bedziesz miat watpliwosci w jakiej kolejnosci bedzie wykonywane obliczanie

wyrazenia, to stosuj nawiasy. Ponownie przypomnijmy o zasadnie, ze lepiej dopisac
kilka zbednych nawiaséw, niz popelni¢ blad.

Jezyk C posiada jeszcze jedna postaé instrukcji warunkowej. Jest to instrukcja
switch. Ma ona postaé
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switch (W)

{
case WI1: I1

case Wn: In
default: J
}

W konstrukcji tej W musi by¢ wyrazeniem przyjmujacym wartosci catkowite lub
znakowe. Wyrazenia W1, 1dots, Wn musza by¢ wyrazeniami statymi. Fragment de-
fault: | jest opcjonalny - nie musi wystegpowaé. Wykonanie tej konstrukcji jest row-
nowazne wykonaniu nastgpujacego fragmentu kodu:

Rob = W;
if (Rob=WI1)I1

i.t.'.(Rob=Wn) In
if (!(WL Il ...1IWn)) J

Bardzo czgsto stosowana instrukcja wewnatrz instrukcji switch jest instrukcja
break. Stuzy ona do natychmiastowego opuszczenia instrukcji switch. Instrukcja
break jest réwniez czgsto wykorzystywana wewnatrz petli, ktére oméwimy w dalszej
czgéci tego rozdziatu.

Przyklad 1.4 Nastepujqcy fragment kodu stuzy do wykonywania réznego rodzaju ob-
liczeri - sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu - w zaleznosci od tego jaka wartos¢ przyjmuje
zmienna operacja

switch (operacja)

{
case '+’ z = x + y, break;
case =’ 7z = x — y,; break;
case ’'x’ z = x *x y, break;
case '/’ z =x / y,; break;
/

1.4 Parametry funkcji i wskazniki

Jezyk C posiada tylko jeden mechanizm przekazywania zmiennych do wnetrza funk-
cji: wewnatrz funkcji pracuje si¢ tylko na kopiach zmiennych. Metoda nazywa si¢
przekazywaniem wartoSci przez warto$¢. A oznacza to, migdzy innymi, ze wewnatrz
funkcji mozesz bezkarnie zmienia¢ warto$ci zmiennych przekazanych do funkcji - po
wyijsciu z funkcji (czyli po zakoriczeniu jej dziatania) wartoSci przekazanych zmien-
nych nie ulegna zmianie.

Uwaga. Warto wiedzie¢, ze inne jezyki programowania, na przyktad Pascal lub C++, posiadaja
wigcej metod przekazywania parametréw.

Wewnatrz ciata funkcji mozesz powotywaé do zycia nowe zmienne. Nazywaja
si¢ one zmiennymi lokalnymi. Widoczne sg tylko wewnatrz ciata funkcji. Pozostale
zmienne, a wigc te ktére nie sa zdefiniowane wewnatrz ciata funkcji sa widoczne w
catym pliku od momentu powotania ich do zycia.
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W wielu sytuacjach wygodne jest aby pisane przez Ciebie funkcje zmieniaty war-
todci przekazywanych do niej parametréw. Zalézmy, na przyklad, ze chcesz napi-
saé funkcj¢ swapint, ktérej celem bedzie zamiana wartosci dwéch przekazanych jej
zmiennych typu integer. Rozwiazanie

void swapint(int x, int y)
{

int rob;

rob = x;

X =Y;

y = rob;
}

jest bledne, gdyz wewnatrz funkcji swapint pracujemy z kopiami zmiennych.
Aby osiagnaé ten cel musimy skorzysta¢ z innego mechanizmu jezyka C. Sa nimi
wspomniane juz wcze$niej wskazniki.

Definicja 1.1 WskazZnikiem nazywamy zmiennq zawierajqcq informacje o potozeniu
innej zmiennej.

Jak juz wspomnieliSmy zmienna mozemy interpretowac jako pudetko w nazwa.
Wskaznik jest wigc pudetkiem ktéry zawiera adres innego pudetka. Rozmiar tego pu-
detka jest na tyle duzy aby méc pomiesci¢ informacje o potozeniu dowolnego innego
pudetka (czytaj - zmiennej) z ktérego korzystamy w programie jezyka C.

Do wyznaczenia adresu zmiennej stuzy jednoargumentowy operator &. Jesli p
jest wskaznikiem na zmienna typu int a x jest zmienng typu int, to instrukcja

p = &x;

przypisuje zmiennej p adres zmiennej X. Zmienne wskaznikowe deklarujemy za po-
moca operatora *. Oto przyktad:

int x = 5, y = 11;
int xpx, *xpy;

px = &x;
py = &y;
printf(‘“%d %d’’ ,*px,*py);
Py = PX;

printf(‘‘%d %d’’ ,xpx,*py);

W pierwszej linijce zdefiniowaliSmy dwie zmienne X iy typu int. Zmiennej X nada-
liSmy warto$¢ 5 a zmiennej y warto$¢ 11; W drugiej linijce zdefiniowaliSmy dwie
zmienne PX i py typu ,,wskaznik” na int. W trzeciej linijce zmiennej px przypisaliSmy
adres zmiennej X a W czwartej linijce zmiennej py przypisaliSmy adres zmiennej Y.
W linijce piatek drukujemy zawartoSci zmiennych typu int wskazywane przez pX i
py. SkorzystaliSmy tutaj z jednoargumetowego operatora *, zwanego adresowaniem
posrednim, ktéry zastosowany do wskaznika zwraca zawarto$¢ obiektu na ktéry on
wskazuje. W tym momencie wyprowadzony zostanie napis 5 117°. W széstej linijce
pod zmienna py podstawiliSmy warto$¢ zmiennej px. Poniewaz px wskazywat na X,
wyprowadzi zatem napis "5 5".

Oto poprawna wersja funkcji swapint, ktéra stuzy do zamiany wartosci dwéch
zmiennych typu int:
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void swapint(int xx, int xy)

{

int rob;
rob = *x;
*X = %Y ;
xy = rob;

}

Deklaracja void stuzy do okreslenia, ze funkcja ta nie zwraca zadnej wartosci. Z
funkcji tej korzysta¢ mozemy w nastgpujacy sposéb

swapint(&a,&b);

1.5 Petle

Klasa programéw zbudowanych z wyrazen arytmetycznych, instrukcji przypisania
oraz instrukcji warunkowych jest stosunkowo mata. Za ich pomoca nie jesteSmy
w stanie napisaé programéw ktérych dlugos¢ dziatania w sposéb istotny zalezy od
wprowadzanych danych.

Jezyk C posiada trzy konstrukcje pozwalajace na wykonywanie zapetlonych obli-
czen. Sa to petle while, do-while oraz for.

Pierwsza petla nazywa si¢ petla while. Ma ona postaé

while (W) |

gdzie W jest wyrazeniem zas I jest dowolng instrukcja. Oto jej schemat blokowy:

Wykonywanie instrukcji | petli while (W) | wykonuje si¢ tak diugo, jak dtugo wy-
razenie W przyjmuje warto$¢ r6zna od zera. Jezyk programowania ktéry posiada
konstrukcje podstawiania, instrukcji warunkowych oraz petli omowionego typu
posiada uniwersalng moc obliczeniowa. Uwaga ta zajmiemy si¢ bardziej szczegd-
towo w ostatnim rozdziale tej ksiazki.

Przyklad 1.5 Oto jak dla danej liczby C wyznaczy¢ mozemy najmniejszq liczbe natu-
ralng n takg, ze 12 + 22 + ... +n?> > C:

int n=0,suma=0;
while (suma<C)

n=n+1
suma = suma + n*n;

Jezyk C posiada metode bardziej zwartego zapisu operacji zwigkszania zmiennej
typu catkowitego (oraz typu wskaZnikowego) o jeden. Do tego celu stuza instrukcje
X++ oraz ++X. Pierwsza z tych instrukcji stuzy do zwigkszenia wartoSci zmienne;j
przed jej uzyciem a druga po jej uzyciu. Zwigkszenie wartosci zmiennej X o warto$¢
Yy, czyli instrukcje X = X + Y, mozna w bardziej zwartej postaci zapisa¢ w postaci X
+=Y. Korzystajac z powyzszych mechanizméw jezyka C petle z ostatniego przyktadu
mozna zapisaé w sposob bardziej zwarty:
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while (suma<C){n++; suma += n*n}

Przyklad 1.6 Stosunkowo tatwo mozina pokazac, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej
a > 0 cigg (xn)nen zadany wzorami xo = a, Tp11 = %(mn + a/xy,) jest zbiezny do
liczby +/a (patrz zadanie 1.3). Obserwacje te tatwo mozna zamieni¢ na nastepujacy
algorytm obliczania pierwiastka:

double x;

X = ay

while (fabs(a—x%x)>EPSILON)
x = (x + a/x)/2;

gdzie stata EPSILON stuzy do kontrolowania doktadnosci przyblizenia. Funkcja fabs
pochodzi 7 biblioteki math.h i stuzy do wyznaczania wartosci bezwzglednej argu-
mentu typu double. Algorytm ten naleZy traktowac tylko jako dydaktyczny przyktad,
gdyz w bibliotece math.h znajduje sie funkcja sqrt. Jedna z zasad skutecznego pro-
gramowania brzmi: nie oprogramowuyj funkcji bibliotecznych.

Drugi rodzaj petli, zwany petla do-while, ma postaé
do | while (W)

gdzie W, jak poprzednio, jest wyrazeniem a | instrukcja. Oto jej schemat blokowy:

v

Réznica pomigdzy pierwsza a druga forma petli polega na tym, ze instrukcja | petli
,do | while (W)” wykonywana jet co najmniej raz. Testowanie warunku W, czyli
sprawdzanie, czy przyjmuje on warto$¢ r6zna od zera, odbywa si¢ po kazdym wyko-
naniu instrukc;ji I.

Trzecia wersja petli, najczesciej wykorzystywana w praktyce, ma postac

for (W1;W2;W3) |

gdzie W1, W2 i W3 sg wyrazeniami. Jej wykonanie jest rownowazne wykonaniu
sekwencji

W1; while (W2){l; W3}

Konstrukcja for wykorzystywana jest najczgsciej do wykonywania petli, ktérych
dlugos¢ jest znana przed jej rozpoczgciem. Oto bardzo typowy przyktad uzycia tej
konstrukc;ji.

Przyklad 1.7 Nastepujacy fragment kodu wyznacza sume Zjﬁ"l Z%
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int i,

double suma=0;

for (i=1;i<=100;i++)
suma += 1.0/(ix*i);

Przyklad 1.8 Zalézmy, ze masz zbadaé zbieznosé ciqgu zadanego wzorem ag = /6,
an+1 = V6 + ay, i, Ze z jakiego$ bardzo tajemniczego powodu nie wiesz jak sig do
tego zabra¢. Nastepujqcy program pozwoli Ci postawic rozsqdnq hipoteze:

#include <stdio .h>
#include <math.h>
int main ()

{
int i
float x;
x=sqrt(6.0);
for (i=0;i<=20;i++)
{
printf(‘° %d %f \n’’,i,x);
x = sqrt(6 + x);
/

return (0);

}

Petle nadaja jezykowi programowania petna moc programistyczng. Te site trzeba
jednak optaci¢ duzym kosztem. Programy z pegtlami sa czasami bardzo trudne do
Zrozumienia.

Przyklad 1.9 Rozwazmy nastepujqcy zbior przeksztatcen liczb naturalnych wigkszych
od zera: jesli n = 1, to zatrzymaj sig, jesli n jest podzielne przez dwa, to podziel jq
przez 2, jesli zas n > 1 i nie jest podzielne przez 2, to pomnoz jq przez 3 i dodaj 1.
Reguty te mozemy zapisac za pomocq nastgpujqcej petli jezyka C:
while (n>1)
if (n %2 == 1)
n = 3xn + I;
else
n=mn/ 2;

lub w postaci bardziej zwartej:
while (n>1) if (n % 2) n = 3"n+1; else n /= 2;

Do tej pory nie wiadomo, czy petla ta zatrzymuje sie po skoriczonej liczbie krokow dla
dowolnej liczby naturalnej n!

W ostatnim przyktadzie zastosowaliSmy konstrukcje n /= 2, ktdra jest (logicznie)
réwnowazna konstrukcjin =n/ 2.

1.6 Tablice i lancuchy

Wiele algorytméw stuzy do przetwarzania duzej liczby danych tego samego typu. Do
zapamigtywania duzej liczby zmiennych w programach w jezyku C tego samego typu
shuza tablice. Tworzymy je za pomoca deklaracji postaci
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typ nazwa[zakres];

Na przyktad, aby utworzy¢ tablice 100 zmiennych typu int o nazwie liczby stosujemy
deklaracje

int liczby[100];

Numeracja elementéw tablic w jezyku C zawsze zaczyna si¢ od zera. W naszym
przyktadzie odwotywac si¢ si¢ mozemy do elementéw tablicy o numerach O, 1, ...,
99. Do elementu tablicy liczby o numerze i odwotujemy si¢ za pomoca konstrukcji
liczbyfi].

Przyklad 1.10 Ciqg Fibbonacciego definiujemy za pomocq nastgpujqacych wzorow:
Fo=1 Fy =1, Foio0 = F, + F,,+1. Oto fragment programu, ktory wyznacza jego
pierwsze 40 wyrazow:

int i;

int Fibb[40];
Fibb[0] = I;
Fibb[1] = I;

for (i=2;i<40;i++)
Fibb[i] = Fibb[i—2]+Fibb[i—1];

Tablice, podobnie jak zmienne, mozna inicjalizowa¢ w momencie deklaracji. Oto
przyktad

int x[10] = {9,8,7,6,5,4,3,2,1,0}:;

inicjalizacji tablicy dziesigciu liczb calowitych i postawieniu pod kolejne elementy

X[O], X[1], ..., X[9] wartosci 9, 8, ..., O.

Przyklad 1.11 Nastepujqgcy fragment kodu mozesz uzy¢ do podstawienia pod ele-
menty tablicy liczb catkowitych X wartosci losowych ze zbioru {0, ...,99}:

for (k=0;k<100;k++)
x[k] = rand() % 100,

Tablice do funkcji przekazywaé mozemy za pomoca konstrukcji typ nazwa(].
Pamigta¢ musisz réwniez o tym aby funkcja znala rozmiar tablicy. Standardowe roz-
wigzania polega na przekazaniu rozmiaru tablicy jako drugi parametr.

Przyklad 1.12 Nastepujqca funkcja oblicza sume elementow przekazanej jej tablicy
liczb typu float:

double SumujTabFloat(float t[], int rozmiar)

{
int i
double su = 0;
for (i = 0; i < rozmiar; i++)

su += tfi];
return (su);

/
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Jezyk C traktuje tablice jako wskaznik do pierwszego elementu. Oznacza to, mig-
dzy innymi, ze jesli tablica zostanie przekazana do funkcji jako jej parametr, to we-
wnatrz funkcji pracowac bedziemy z oryginatem tablicy a nie z jej kopia !

Przyklad 1.13 Korzystajqc 7 traktowania przez jezyk C tablicy tako wskaznika do jej
pierwszego elementu mozemy napisac funkcje do zerowania zawartosci tablicy:

void ZerujTablnt(int t[], int rozmiar)

{
int i
for (i = 0; i < rozmiar; i++)
t[i] = 0;
/

Jezyk C traktuje napisy nieco nonszalancko: sa to tablice znakéw zakonczone
znakiem o kodzie 0. Znak o kodzie zero jest kodowany jako \0’. Napis ,,ala ma kota”
jest wigc reprezentowany jako tablica 12 znakéw. W ponizszej tabelce w pierwszym
wierszu znajduja si¢ znaki, a w drugim wierszu odpowiadajace im kody:

0 1 213 4 5 6 7 8 9 10 | 11
ZNAK | a 1 a m | a k 0 t a | \0
ASCII | 97 | 108 | 97 | 32 | 109 | 97 | 32 | 107 | 111 | 116 | 97 | 00

W tablicy kodéw ASCII znak a ma kod 97, znak | ma kod 108, spacja ma kod 32, itd.

W jezyku C nie ma wyspecjalizowanych operacji do obstugi napiséw. Na szcze-
Scie w bibliotece string.h istnieje kilka pozytecznych funkcji. Oto, na przyktad, jak
mozna by samodzielnie napisa¢ funkcj¢ wyznaczajaca dtugos¢é napisu:

int DlugoscNapisu(char s[])
{

int 1=0;

while (s[i] != ’\07°)
1++;

return (i)

}

Funkcji tej nie musisz samodzielnie pisa¢. W wymienionej bibliotece string.h istnieje
funkcja strlen, ktére to zadanie wykonuje za Ciebie. Skorzystamy z niej w nastgpnym
przyktadzie.

Przyklad 1.14 bibliotece string.h nie ma funkcji do odwracania taricucha. A funkcja
taka przyda nam si¢ w dalszych przyktadach. Oto kod takiej funkcji

void strev(char s[])
{
int [=0,p,
char c;
p = strlen(s)—1;
while (l<p)
{
G
s[l]
slp]

s[L];
slpl;

c,
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Kod tej funkcji mozna nieco uproscic¢ korzystajqc zanurzajqc konstrukcje przyrostowe
++ oraz — w instrukcje podstawienia. Mozna jq nieco przyspieszy¢, postugujqc sig
wskaZnikami.

1.7 Biblioteki

Jezyk C posiada kilka standardowych bibliotek, ktére niezwykle utatwiaja i przyspie-
szaja programowanie. Wymienimy tutaj tylko cze$¢ z nich.

stdio podstawowa biblioteka operacji wejscia i wyjscia (standardowa dla C). Zawiera
stosowane przez nas funkcje printf oraz scanf oraz szereg funkcji stuzacych do
obstugi plikéw, czyli do ich zakladania, otwierania, modyfikowania, zamyka-
nia, usuwania itd.

math zawiera podstawowe funkcje matematyczne takie jak sinus (Sin), cosinus (C0S),
tangens (tan), logarytm (log, log10), potggowanie (pow), pierwiastek kwadra-
towy (sqrt).

string zawiera podstawowe funkcje do operowania na ciagach znakéw (czyli tancu-
chach) — stuzace do kopiowania, wyszukiwania podciagéw itp. W szczegdlno-
$ci zawiera funkcje strlen wyznaczajaca dtugosé taiicucha

ctype zawiera funkcje do testowania czy dany znak jest znakiem, cyfra, czy jest duza,
czy tez mala litera, itd.

limits zawiera szereg statych okreSlajacych zakresy podstawowych typéw danych ta-
kich jak unsigned char, char, int, specyficznych dla maszyny.

stdlib zawiera szereg funkcji stuzacych do przeksztatcania liczb, np. atof - prze-
ksztalcenie taricucha na typ float, atoi - przeksztalcenie taricucha na typ int,
rand - kiepski generator liczb losowych, funkcje do przydzielania i zwalniania
pamigci oraz funkcje system, z ktérej w wersji system(”"PAUSE”) korzystaliSmy
do zatrzymania dzialania programu. numbers.

Funkcji réwnowaznych funkcja znajdujacych si¢ w standardowych bibliotekach
nie nalezy samodzielnie pisa¢ - chyba, ze w celu nabrania wprawy, lub, ze masz ku
temu naprawde powazny powdd. W innym przypadku samodzielne oprogramowania
funkcji bibliotecznej traktuj jako btad. Zapoznaj si¢ wigc starannie ze standardowymi
bibliotekami.

1.8 O stylu

Program wyznaczajacy czas spadku z danej wysokosci (patrz punkt 1.2) mozna by
zredagowac nastgpujaco:
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#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define SG 9.81

float CS(float h){return(sqrt(2.0xh/SG));}
float Pr(float h){return(SGxCS(h));}

float Vk(float v){return(3.6x%v);}

int main(){ float w; printf(‘‘Podaj wysokosc w metrach : *‘°);
scanf (““%f’’, &w);

printf (“Wysokosc : %0.2f [m]\n’’ W) 5

printf (‘‘Czas : %0.2f [s]\n’’ ,CS(w));

printf (‘ ‘Predkosc : %0.2f [m/s]\n’’ ,Pr(w));
printf (‘‘Predkosc : %0.2f [km/h]\n’’ ,Vk(Pr(w)));}

Jest on bardzo trudny do przeczytania. Nie jest dobrze zredagowany - trudno sig¢
zorientowac gdzie zaczynaja si¢ i konicza ciata funkcji. Nazwy funkcji zostaly gtupio
wymyS$lone. Nazwa stalej SG nic nie méwi, a jest to przeciez stata grawitacji.

Piszac programy pisz je dla drugiego programisty - twoj kolega ma je zrozumiec
bez trudu. Stosuj rozsadne nazwy dla zmiennych i funkcji. Stosuj konsekwentnie
wecigcia - ulatwiajq one znacznie czytanie kodu. Zmienne globalne, czyli te ktére nie
wystepuja w ciele funkcji, powinny mie¢ zrozumiale nazwy. Zmienne lokalne, takie
jak liczniki petli, moga mieé nazwy krétkie. Staraj si¢ umieszczac jedno polecenie w
linii.

Problemowi stylu programowania po§wigcimy caly oddzielny rozdziat.

1.9 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 1.1 Napisz program typu ,,ascii-art”, ktory generuje mniej wigcej takie
rysunki roznych postaci:

/"""\ /"""\ /"""\ /"""\
lo o |0 O] lo o] |@ @]
\ -/ \ U/ N\~ / \ =/
[_| [ _| | _| [_|

normalny szczesliwy zakochany po sesji

Cwiczenie 1.2 Napisz program, ktory wezytuje dwie liczby rzeczywiste i wyprowadza
ich sumg, roznice, iloczyn i iloraz. Powtarzaj to ¢wiczenie tak diugo, az potrafisz
samodzielnie napisac ten program, bez korzystania z Zadnych materiatow pomocni-
czych.

Cwiczenie 1.3 Napisz program ktory przeksztatca temperature podang w stopniach
Celsjusza na temperature w stopniach Farenheita. Zwiqzek pomiedzy temperaturq
wyrazongq w stopniach Celsjusza i stopniach Farenheita wyraza sig¢ wzorem C = 1.8 -
F 4 32.

Cwiczenie 1.4 Napisz program wczytuje podany rok R i wyswietla, zgodnie z prawdaq,
napis ,,Rok R jest przestepny” lub ,,Rok R jest normalny”.
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Cwiczenie 1.5 Zaktadajqc, Ze od poczatku naszej ery obowiqzywat kalendarz gre-
gorianiski (co, prawde mowiqc, nie jest prawdaq), napisz funkcje, ktora wylicza ile dni
mingto od poczatku ery, do podanej daty. Napisz program, ktory obliczy ile dni mingto
od daty Twoich urodzin do dnia dzisiejszego. Przelicz to na sekundy.

Cwiczenie 1.6 Dla jakich liczb naturalnych n prawdziwa jest nierownos¢

11 1
T+ >4+ 4+=>107
SR R

Cwiczenie 1.7 Dla danej liczby rzeczywistej a > 0 definiujemy ciqg

Un =/n+avn+1—+/n.

Napisz program, ktory dla kilku roznych wartosci a, na przyktad dla a = 0.5, 1, 2 i 4,
aproksymuje granice tego ciqgu. Postaw hipoteze o granicy i nastgpnie jq udowodnij.

Cwiczenie 1.8 Przeprowad? badanie zbieznosci petli
while (n>1) if (n % 2) n = 3"n+1; else n /= 2;

Sprawd? liczby krokow ktérq wykonuje ta petla dla wszystkich liczb naturalnych n <
1000.

Cwiczenie 1.9 a. Sredniq arytmetyczng ciqgu liczb (a;)i=1...n, nazywamy liczbe E =
(3%, a;)/n. Napisz funkcje wyznaczajqceq Sredniq z przekazanej jej tablicy liczb
typu float.

b. Standardowy odchyleniem ciqgu liczb (a;);=1.. , nazywamy liczbe

n

i

gdzie IV oznacza Sredniq arytmetyczng. Napisz funkcje wyznaczajqcq standardowe
odchylenie tablicy liczb typu float.

Cwiczenie 1.10 Wyznacz stosunkowo dobre przyblizenie liczby *°%/1000! - mozesz
zatozyc, Ze arytmetyka liczb typu double zapewni Ci odpowiedniq doktadnosé.

Cwiczenie 1.11 Napis nazywa sig palindromem, jesli czytany od przodu i czytanym
od tytu jest taki sam, na przyktad: , kajak”, ,zakaz”, ,,0ko”, ,radar”, ,potop”,

sara”, ,,oko w oko”. Napisz funkcje, ktory sprawdza, czy dany taricuch jest pali-
dromem.

Cwiczenie 1.12 Napis funkcje, kidra przeksztatca wszystkie litery w przekazanym jej
taricuchu do duzych liter. Skorzystaj z tego, ze litery od ’a’ do 'z’ (oraz od A’ do 'Z’)
majq kolejne kody ASCII.

Cwiczenie 1.13 Napisz funkcje, ktora wyznacza minimalng wartos¢ z przekazanej jej
tablicy liczb typu float.
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Cwiczenie 1.14 Niech o(n) oznacza sumg wszystkich dzielnikow liczby naturalnej n
mniejszych od liczby n (na przyktad o(5) = 1 oraz 0(6) = 1+ 2+ 3 = 6. Liczbe
n nazywamy doskonatq jesli o(n) = n. Parg liczb (n, m) nazywamy zaprzyjazniong,
jesli o(n) = m oraz o(m) = n. Znajd? wszystkie liczby doskonate mniejsze od 1000.
Wyznacz wszystkie zaprzyjaZnione pary liczb mniejszych niz 1000.

Zadanie 1.1 Narysuj schematy blokowe instrukcji
1. if (U) if (W) if (V) A else B
2. if (U) if (W) {if (V) A } else B

Zadanie 1.2 Wykaz, Ze kaidy program zbudowany z wyraZen arytmetycznych, in-
strukcji przypisania oraz instrukcji warunkowych zatrzymuje sig po skoriczonym cza-
sie. Sprobuj podac gorne oszacowanie ilosci krokéw wykonywanych przez tego typu
programy.

Zadanie 1.3 Niech a > 0. Definiujemy ciqg vo = a, Tpi1 = %(a:n + ﬁ) Po-
kaz, ze lim, o x, = \/a. Wskazowka: skorzystaj z tego, ze kazdy ograniczony i
monotoniczny ciqg liczb rzeczywistych jest zbiezny.



Rozdzial 2

Algorytmy, algorytmy

while (x<>y)
if(x>y)x-=y;elsey-=x;

Znaczna cze$¢ kursu matematyki w szkole podstawowej oraz w szkole Sredniej
polega opanowaniu metod rozwiazywania pewnej klasy zagadnient. UczyliSmy si¢ jak
dodaje si¢ i mnozy liczby. Jak rozwiazywaé proste rownania postaci a - x = b, jak
rozwiazywaé réwnania kwadratowe, czyli réwnania postaci a - 22 +b -z + ¢ = 0,
jak rozwiazywac proste uktady réwnan liniowych. UczyliSmy si¢ réwniez jak ob-
licza¢ pochodng funkcji oraz jak bada¢ jej przebieg zmiennosci. Krétko méwiac -
uczyliSmy si¢ pewnych algorytméw. Rozwazania tego rozdziatu rozpoczniemy od
omowienia kilka algorytmow ze szkoty Sredniej. P6zZniej oméwimy kilka algoryt-
méw o fundamentalnym znaczeniu dla catej informatyki. Bedzie to prosty algorytm
sortowania oraz wyszukiwania w ciagach uporzadkowanych.

W przyktadach kodéw podawanych od tej pory w ksigzce stosowac bedziemy
kilka arbitralnych, acz wygodnych, konwencji.

1. korzystaé bedziemy ze statych TRUE i FALSE zdefiniowanych nastgpujaco:
#define TRUE 1
#define FALSE 0

2. korzystaé bedziemy z nowego typu BOOLEAN zdefiniowanego nastgpujaco
typedef int BOOLEAN;

2.1 Dodawanie i mnozenie duzych liczb

W wigkszosci programéw ktdre bedziesz pisaé do reprezentowania liczb catkowitych
irzeczywistych wystarcza Ci podstawowe typy jezyka C. Jednakze w niektorych sytu-
acjach konieczne jest wykonywanie precyzyjnych obliczen na liczbach znacznie wigk-
szych niz te ktére moga by¢ reprezentowane na przyktad za pomoca typu long int.

Przypomnijmy sobie podstawowy algorytm dodawania dwéch liczb catkowitych,
ktéry opanowaliSmy w szkole podstawowej. Oto przyklad jego zastosowania:

2 3 4 5 4 7 5
8 7 3 4 6 5 6 6 4 +
8 7 5 8 1T 1T 1T 31 9

Liczby X=2345455 1 Y=873465664 zapisaliSmy w dwdch wierszach wyréwnujac je
do lewej strony. Dodawanie zaczynamy od lewej strony. Z pierwszym dodawaniem

26
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nie mamy klopotu: 5+4 =9, wigc cyfra 9 jest pierwsza cyfra sumy. Z nastgpna cyfra
mamy trochg wigcej ktopotu: 7+6=13. Co prawda jasne jest, ze drugg cyfra sumy jest
3, lecz zapamigta¢ musimy nadmiar, zwany przeniesieniem, ktéry wynosi 1. Przynie-
sienie musimy uwzgledni¢ przy wyznaczaniu nastgpnej cyfry. I tak dalej. Pamietaé
musimy jeszcze o drobnej subtelnosci: liczba X ma mniej cyfr niz liczba Y. Lecz z
tym radzimy sobie bez trudu - uzupelniamy krétsza liczbe zerami z prawej strony.
Otrzymujemy w wyniku liczbg 875811139.

Omoéwimy teraz implementacje omdéwionego wyzej algorytmu. Do reprezentacji
takich liczb bgdziemy stosowali tablice liczb catkowitych ustalonej dtugosci, kon-
trolowanej przez stata DLUGOSC. Numerowaé bedziemy cyfry of strony lewej do
strony prawej. Jesli stata dtugo$¢ bedzie miata wartos¢ 10, to liczbg 1234 reprezen-
towaé bedzie ciag (4, 3,2,1,0,0,0,0,0,0). Przy wykorzystaniu przedstawionej nizej
procedury pamigtaj o wypelnieniu zerami calej tablicy reprezentujacej liczbe. Oto
kod procedury vliDodaj o trzech parametrach. Dwa pierwsze parametry (tablice A i
B) traktujemy jako dane wejsciowe. Wynik zwracany jest w parametrze C.

int vliDodaj(int A[], int B[], int C[])
{

int i,p,su;

p = 0;

for (i=0;i<DLUGOSC;i++)

{

su = A[i]+B[i]+p;
C[i] = su % 10;
p = su / 10;

}

return(p);

Funkcja vliDodaj zwraca koricowa wartoS¢ przeniesienia. Wynik funkcji zawiera
wiec informacje o tym, czy nie nastapito przekroczenie zakresu, czyli czy wynik nie
powinien mieé wigcej cyfr niz wartos¢ statej DLUGOSC.

Zwrdé¢ uwage na to, ze aby samodzielnie dodawa¢ dowolne dwie liczby zapi-
sane w ukladzie dziesigtnym musimy zna¢ tabliczke dodawania dla liczb ze zbioru
{0,...,9}. Poniewaz tatwo mozna zapamietaé, ze x + 0 = Qoraz z + y = y + «,
wigc do sprawnego dodawania potrzebna jest nam znajomosé (g) = 36 dziatan.

Przyjrzyjmy sig¢ ilosci elementarnych operacji, do ktérych zaliczymy podstawie-
nie warto$ci pod zmienna, poréwnanie dwdch liczb, dodawan, mnozen i dzielen, ktére
wykonywane sa w trakcie wykonywania rozwazanego algorytmu. Otéz dziatanie al-
gorytmu rozpoczyna si¢ od dwéch podstawien (p = 0; i = 0;). Kazda petla zaczyna
si¢ od sprawdzenia warunku 1 <DLUGOSC, nastgpnie wykonywane sg cztery operacje
arytmetyczne oraz trzy podstawienia. Na koricu petli wykonywane jest zwigkszenie
warto$ci zmiennej i. Program wykonuje wigc

Dn)=2+7-n
operacii, gdzie n oznacza wartos¢ statej DLUGOSC.
Definicja 2.1 Niech f,g: N +— R. Wtedy
f=0(g) & (3C > 0)(Fk e N)(Vn > k)(f(n) < C-g(n)),
f=0(g) < (f=0(g)ng=0(]))
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Interpretacja symbolu f = O(g) dla rosnacych funkcji f i g jest prosta: funkcja f
ro$nie asymptotycznie co najwyzej tak szybko - z doktadnoscia do statej - jak funkcja
g. Jesli f = ©(g) i obie funkcje sg rosnace, to funkcje obie funkcje maja takie samo
- z doktadnoscia do stalej - tempo wzrostu.

Twierdzenie 2.1 Niech f,g : N — R. Zatozmy, Ze istnieje granica lim,, %.
Wtedy

1. jesli 0 < limy, o0 L < 00 10 f = O(g),

2. jesli0 < limy, oo % < ooto [ =0(g).

Dowéd. Niech ¢ = lim,,_soo % Zatoimy, 7e 0 < limy, o0 £ §n§ < co. Wiedy,
dla dostatecznie duzych n, prawdziwa jest nieréwnos$¢ 0 < _3; gz; < c+ 1. Zatem, dla
dostatecznie duzych n, prawdziwa jest nieréwnosé f(n) < (c + 1)g(n), co koficzy
dowéd punktu (1). Jesli ponadto ¢ > 0, to 0 < lim,, o0 % = 1 < oo, wigc z

punktu (1) wynika, ze g = O(f), czyli f = ©(g). 0

Zauwazmy teraz, 7e

D 247 2
fim 20 g 25T 2o
n—oo n n—oo n n—,oo N,
Zatem D = O(n). Oméwiony algorytm dodawania dziata wigc w czasie O(N), gdzie
N oznacza maksimum z ilosci cyfr rozwazanych liczb.

Algorytm mnozenia wymaga znajomosci tabliczki mnozenia. Poniewaz z - 0 =
0 oraz x - 1 = x wigc zna¢ musimy (g) = 28 dzialai. Przeanalizujmy algorytm
mnozenia na przyktadzie dwéch liczb X = 1111 oraz Y = 989.

~|\O o0 OO —
N O o0 O 0 =
OO O O\ —

9
0

O| O

1

Widzimy, ze proces rgcznego mnozenia dwdch liczb catkowitych rozktada si¢ na
kilka faz. Jedno z podzadan polega na pomnozeniu liczby przez cyfre - algorytm tego
podzadania jest zblizony do ciata gtéwnej petli algorytmu dodawania i zajmuje O(N)
dziatan. Po pomnozeniu pierwszej liczby o i-ta cyfe drugiej liczby nalezy wynik prze-
sungé o ¢ pozycji w lewo. Na konicu nalezy zsumowaé otrzymane liczby. Ten ostatni
etap mozna zrealizowa¢ nieco inaczej, mianowicie dodawanie mozemy wykonywac
w locie, zaraz po pomnozeniu przez cyfre i przesunigciu w lewo. Oto szkic algorytmu
mnozenia:

int vliMnoz(int A[], int B[], int C[])
{

Zeruj (C);

for (i=0;i<DLUGOSC;i++)

{
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Kopiuj A do Rob;

Pomnoz Rob przez cyfre B[i];

Przesuin Rob o i pozycji w lewo;

Wypetnij pierwsze i—1 pozycji Rob zerami;

Dodaj do liczbe C liczbe Rob i wynik zapamietaj w C;

Gléwna petla oméwionego algorytmu wykonywana jest N razy, gdzie N ozna-
cza warto$¢ statej DLUGOSC. Wewnatrz tej petli wykonywanych jest O(N) dziatar.
Liczba elementarnych operacji wykonywanych przez ten algorytm jest wigc rzedu
O(N?). W dalszej czgsci tej ksiazki pokazemy, ze zadanie to mozna wykonaé w
istotnie krétszym czasie.

2.2 Uklad réwnan liniowych

Z rozwiazywaniem réwnaf liniowych jednej zmiennej a - © + b = c zetkn¢liSmy sig
jeszcze w szkole podstawowej. Jesli a # 0 to réwnanie to ma rozwiazanie rowne
(¢ —b)/a. Jesli a = 0 oraz b = c¢ to dowolna liczba rzeczywista x jest jego roz-
wigzaniem. Jesli za§ a = 0 oraz b # ¢, to réwnanie nie ma zadnego rozwiazania.
Omowiona metode tatwo mozna zamienié na program w jezyku C ktéry wezytuje pa-
rametry a,b i ¢ i wyprowadza rozwiazanie badZ stwierdza, ze uklad jest nieoznaczony
badzZ tez sprzeczny.

Uktad réwnan liniowych
ar+by =c
de+ey=f

rozwigza¢ mozna za pomocga wzoréw Cramera. W tym celu najpierw nalezy wyzna-
czyC jego wyznacznik gtéwny A = ae — db. Jesli jest on réwny zeru to uktad jest
sprzeczny lub nieoznaczony. Jesli jest rézny od zera, to uktad ma rozwigzanie. Jest
nim para z = (ce — fb)/A oraz y = (af — dc)/A. Oto program, ktéry jest imple-
mentacjg omowionej metody:

#include <stdio.h>
BOOLEAN url2 (double a,double b,double c,double d,
double e¢,double f, double *x, double xy)
{
double det;
det = axe — dx*b;
if (det==0)
return (FALSE);
*x = (cxe — fxb) / det;
xy = (axf — dxc) / det;
return (TRUE) ;
}

int main ()
{
double a,b,c,d,e,f.x,y;
printf (’’Podaj parametry a, b, ¢, d, e, f: ’’);
scanf (*%lf %lf %lf %lf %lf %lf’°, &, &b, &c, &d, &e, &f);
printf (°‘\n’’);
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if (url2(a,b,c,d,e,f,&x,&y))

printf (‘Rozwiazanie uktadu: x = %f y= %f\n’’, x, y);
else

printf (‘ ‘Uktad jest sprzeczny lub nieoznaczony .\n’’);
return (0);

}

W programie tym oddzieliliSmy instrukcje wejscia i wyjscia od zasadniczej czesci
programu, ktdra jest funkcja url2. Funkcja ta zwraca warto$¢ FALSE (czyli zero) jesli
uktad jest nieoznaczony lub sprzeczny oraz warto§¢ TRUE (czyli 1) jesli uktad ma
rozwiazanie.

Uwaga. Powyzszy program moze dawa¢ wyniki mocno odbiegajace od prawdziwych jesli
warto$¢ bezwzgledna wyznacznika det jest bardzo mata liczba. Do problemu tego wrécimy w
jednym z nastgpnych rozdziatow.

2.3 Rownanie kwadratowe

W szkole $redniej byliSmy zmuszani, w wigkszosci przypadkéw skutecznie, do opa-
nowania metody rozwiazywania réwnani kwadratowych, czyli réwnan postaci a - 22 +
b-x+ c =0, gdzie a jest liczba rzeczywista r6zna od zera. Pewnie wiesz o tym, ze
cata tajemnica tego réwnania tkwi w formule

b b* — dac
2 2

. b- = -
a-x°+0o-r+c a((m+2) 5 >7

ktdra tatwo mozesz sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, lub tez mozesz ja wypro-

wadzié, korzystajac z tego, ze
, b ¢ b\? b\> ¢
r+-rx+-—=\z+—| —|=—) +-.

a a 2a 2a a

Jak pewnie dobrze pamigtasz, w celu wyznaczenia rozwigzan tego réwnania (czyli tak
zwanych pierwiastkéw) nalezy obliczy¢ liczbe A = b? — 4ac, zwana wyréznikiem
réwnania, a nastgpnie zbada¢ jej znak. Jesli A < 0, to réwnanie to nie ma rozwigzan

w liczbach rzeczywistych, jesli A = 0, to réwnanie to ma jedno rozwiazanie réwne
—%. Jesli zas A > 0, to rOwnanie to ma dwa rozwiazania

—b— VA —b+ VA
Ty =—F,r1 = —F—.
2a 2a
Oto kod funkcji rkwad, ktérej przekazywane sg parametry a, b ,c réwnania kwadrato-
wego 1 dwa wskazniki na wynik. Wynikiem tej funkcji jest liczba rozwigzan réwna-
nia. JeSli parametr a jest zerowy, to funkcja ta zwraca warto$¢ -1, sygnalizujac w ten
sposéb btedne dane wejsciowe.

int rkwad(double a,double b,double c,double xx1, double xx2)

{
double Delta;

if (a==0){
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return(—1);
}
Delta = bxb — 4.0xaxc;
if (Delta < 0.0)
return (0);
else
if (Delta==0)
{
*x1 = (=b)/(2.0xa);
*Xx2 = *x1;
return (1);

}

else

{
*x1 = (—b — sqrt(Delta))/(2.0xa);
*x2 = (—=b + sqrt(Delta))/(2.0xa);
return (2);
}
}

W podobny, lecz nieco bardziej ztozony sposdb mozesz rozwiaza¢ réwnanie stop-
nia trzeciego oraz czwartego. Nie begdziemy omawiali tutaj potrzebnych wzoréw -
materiat szkoty Sredniej ich nie obejmuje. By¢ moze z metoda rozwiazywania tych
réwnan zapoznasz si¢ na wyktadach z algebry. Warto za$§ wiedzieé, ze dla réwnan
stopnia pig¢ oraz wigkszych nie istniejg analogiczne wzory. Pokazali to Abel i Galois
w pierwszej potowie XIX wieku.

2.4 Liczby naturalne

Liczby naturalne stanowig szkielet matematyki. Mozna z nich skonstruowaé wszyst-
kie pozostate klasyczne struktury matematyczne: liczby wymierne, liczby rzeczywi-
ste, ptaszczyzng i przestrzen. Do liczb naturalnych zaliczamy liczbg zero a zbidr liczb
naturalnych oznaczamy symbolem N, czyli

N=1{0,1,2,3,...}.

Relacja nieréwnosci < na zbiorze liczb naturalnych posiada nastgpujaca bardzo wazna
wlasnos¢:

W kazdym niepustym podzbiorze zbioru zbioru liczb naturalnych istnieje
element najmniejszy.

Wiasnos¢ ta nazywa sig¢ ,,zasada dobrego uporzadkowania” liczb naturalnych.
Druga wazna wtasnoscia liczb naturalnych jest to, ze

(VneN)(n#0— (ImeN)(n=m+1)).

Wiasnosci te charakteryzuja zbidr liczb naturalnych. W szczegdlno$ci mozna z nich
wyprowadzié wszystkie warianty zasady Indukcji Matematycznej z jakimi zetkneli-
Smy si¢ w szkole $redniej.

Twierdzenie 2.2 Nie istnieje nieskoriczony i ostro malejqcy ciag liczb naturalnych.
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Dowéd. Zatézmy, ze (a,)nen jest takim ciagiem, ze ag > a1 > ag > .... Niech
A ={a, : n € N}. Wtedy A jest niepustym podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Posiada wigc element najmniejszy. Niech nim bedzie ay,. Lecz wtedy ar1 < ag i
ap+1 € A, co jest sprzeczne z wyborem element ay. O

Twierdzenie 2.3 (O dzielenie z reszta) Jesli a € Z oraz b € N\ {0} to istniejq takie
liczby q,7 € Z, Ze
(a=q-b+r)AN(0<r<b).

Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia liczby a przez liczbg b lub tez reszta z a modulo
b. Liczbg g nazywamy ilorazem catkowito - liczbowym liczb a i b.

Dowdd. Twierdzenie to dla liczb @ > 0 tatwo mozna udowodni¢ Indukcja Matema-
tyczng wzgledem a. Jesli a < 0, to nalezy zastosowa¢ udowodnione twierdzenie do
liczby —a. O

Operatory % oraz / okreSlone dla typéw catkowitych maja wyrazny zwiazek z
udowodnionym wlasnie twierdzeniem. Jesli mianowicie a i b sa zmiennymi typu cal-
kowitego oraz b>0, to

(a = (a/b) - b+ (a%b)) A (0 < a%b < b),

zatem a/b jest ilorazem catkowito - liczbowym liczb a i b, za§ a % b jest reszta z
dzielenia zmiennej a przez zmienng b.

Na zbiorze liczb catkowitych okreslony jest pewien naturalny porzadek, zwany
relacja podzielnosci. Okreslony jest on formuta:

alb < (Fx € Z)(a -z =b).

Kryterium podzielnosci dla zmiennych a, b typu catkowitego mozna wigc zapisaé
nastgpujaco:
(ald) + (b%a = 0)

Najwiekszy wspolny dzielnik

Wiele zagadnien teorii liczbowych ma zwiazek z najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
niezerowych liczb calkowitych. Przypomnijmy, ze

NWD(a,b) = max{k € N: kla A k|b}
Idea algorytmu wyznaczania najwigkszego wspolnego dzielnika pochodzi od Eulki-

desa i oparta jest na dwéch tatwych wtasnosciach najwigkszego wspélnego dzielnika:

Lemat 2.1 Zatozmy, ze a i b sq dwoma niezerowymi liczbami catkowitymi. Wtedy
1. jeslibla to NW D(a,b) = b,
2. jeslia=qb+r, gdzier,q € Zir # 0to NWD(a,b) = NWD(b,r).

Dowéd. Pierwsza czgs¢ Lematu jest oczywista. Zatézmy najpierw, ze a = qb + r,
r >0,z # 01x|aoraz z|b. Niecha' = a/zib = b/x. Wtedy r = za’ — qzb/ =
xz(a’ — qb’), wigc z jest dzielnikiem liczb r oraz b. Zalézmy nastepnie, ze y|b i y|r.
Niech b’ =b/yir’ =r/y. Wtedy a = y(qb’ + '), wigc y|a. Zatem y jest wspSlnym
dzielnikiem liczb a i b. PokazaliSmy wigc, ze pary (a, b) i b, r) maja te same wspélne
dzielniki.
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|

Udowodniony lemat jest podstawa teoretyczna klasycznego algorytmu Euklidesa
wyznaczania najwigkszej wspdlnej wielokrotno$ci dodatnich liczb naturalnych. Pole-
ga on na cyklicznym wyznaczaniu wartosci x,, 1 ¥, za pomoca zaleznosci:

Tn+1 = Yn
Ynt1 = Tn%oYn, 2.1

gdzie xp i yo sa danymi parametrami. Procedure t¢ przerywamy, gdy okaze sig,
ze Y, jest rowne zero. Z udowodnionego lematu wynika, ze je§li y,4+1 # 0, to

NWD(xn,yn) = NWD(xpt1,Ynt1)- Jeslizas yp1 = 0, to yy, |y, zatem NW D(xy,, yp) =

ZTpt1. Zauwazmy réwniez, ze yo > y1 > Yo > .... Poniewaz nie istnieja nieskon-
czone malejace ciagi liczb naturalnych, wigc musi istnie¢ taka liczba naturalna n,
ze y, = 0. Algorytm Euklidesa generuje wigc taki ciag {(xk, yx }k—o...n par liczb
naturalnych, ze

NWD(zo,y0) = NWD(z1,y1) = ... = NWD(2p,yn)
i Ynt1 = %y, = 0 dla pewnego n. A wtedy NW D(zo, Yo) = Yn = Tnt1-

Przed zamienieniem powyzszego algorytmu na program w jezyku C zauwazmy,
ze do jego realizacji wystarcza tylko dwie zmienne catkowite = i y. Program bedzie
zawieral petle, ktéra opuscimy, gdy zmienna y przyjmie warto$¢ zero. W trakcie petli
wykonywaé bedziemy podstawienie (z,y) < (y,2%y). W jezyku C nie ma jednak
instrukcji jednoczesnego podstawiania. Zamiast tego wprowadzimy zmienng robo-
cza r i podstawienie to zrealizujemy za pomoca ciagu instrukcji r < z%y;x +
Yy T

Oto ostateczna posta¢ algorytmu wyznaczania najwigkszego wspdlnego dzielnika
dodatnich liczb naturalnych x oraz y:

long int NWD(long int x, long int y)

{

long int r;

do{
r
X

y

X % y;
y:
r;

}
while (y != 0);
return(x);

}

Twierdzenie 2.4 (Va,b € Z\ {0})(3X,Y € Z)(aX +bY = NWD(a,b))

Dowéd. Niech m bedzie najmniejszg liczba naturalng dodatnig ktéra moze zostac
zapisana w postaci a X + bYy, gdzie X, Yy € Z. Zauwazmy, ze jesli k|a oraz k|b to
k|(aX 4+ bY). Zatem NW D(a,b)|m, a wiec NW D(a,b) < m.

Zatézmy, ze a = gqm +r,gdzieqg € Zir € Noraz 0 < r < b. Wtedy

r=a—qm=a— (aXo+bY)=a(l—-Xo)+b(-Yp),

co jest sprzeczne z definicjg liczby m. Zatem m|a. Podobnie pokazujemy, ze m/|b.
Zatem m < NWD(a,b).
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O

Dowdd ten jest bardzo krétki. Ma jednak pewng wadg - nie daje si¢ w sposob
oczywisty przetozy¢ na algorytm. Zawiera bowiem element nieskoriczony. Jest nim
zbiér Z = {aX +bY : X|Y € Z}.

Whiosek 2.1 Niech a,b € Z\ {0} i ¢ € Z. Réwnanie
aX +bY =c

ma rozwiqzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy

NWD(a,b)|c.

Liczby pierwsze

Liczbg naturalna nazywamy liczba pierwsza jesli jest wigksza od 1 oraz jesli si¢ dzieli
tylko przez liczbe 1 oraz samg siebie. Inaczej moéwiac, liczba naturalna n jest pierw-
sza, jesli

n>2)A(Vk,leN)n=k-l—= (k=1Vk=n))

Liczby pierwsze odgrywaja w matematyce podobng role do atoméw w chemii. Oto
podstawowa wiasno$¢ liczb pierwszych, zwana pierwszym twierdzeniem Euklidesa:

Twierdzenie 2.5 (Euklides) Jesli p jest liczbq pierwsza i plab to pla lub plb.

Dowdd. Zatézmy, ze p|ab ale —(p|a). Wtedy liczby p i a sa wzglednie pierwsze, wige
NDW (p,a) = 1. Istnieja zatem takie liczby catkowite X i Y takie, ze pX +aY = 1.
Wtedy bpX + baY = b. Liczba p dzieli lewa strong tej réwnosci. Wige p|b. 0

Z twierdzenia tego wynika ,,Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki”, ktére stwier-
dza, ze dowolng liczb¢ naturalng /m > 1 mozna w jednoznaczny sposéb przedstawic

w postaci iloczynu
uy)

m = pyipy? ... ppk,
gdzie p1 < p2 < ... < pg sa pewnymi liczbami pierwszymi i nq, ..., nj dodatnimi
liczbami naturalnymi. Euklides pokazat réwniez, ze liczb pierwszych jest nieskon-
czenie wiele.

Zauwaz, ze jeSlin = k - [ to jedna z tych liczb k badZ [ musi by¢ mniejsza lub
réwna niz pierwiastek kwadratowy z liczby n. Gdyby bowiem k < y/n oraz [ < \/n,
to wtedy k - I < /n - /n = n. Sprawdzenie tego, ze liczba n > 2 nie jest pierwsza
mozemy wigc ograniczy¢ do sprawdzenia, czy dzieli si¢ przez ktdras z liczb ze zbioru
{2,3,4,...,|v/n]}, gdzies przez | x| oznaczamy cze$é catkowita liczby .

Jak juz wiemy, sprawdzenie tego, czy liczba k dzieli liczbg [ jest rOwnowazne
sprawdzeniu tego, czy | % k = 0. W bibliotece math.h istnieje funkcja sqrt, ktéra
stuzy do obliczenia pierwiastka kwadratowego z podanego parametru typu double.
Zwraca na réwniez wynik typu double. Aby wyznaczy¢ liczbe |\/n] skorzystamy z
mechanizmu rzutowania typow jezyka C. Za pomoca instrukcji

(unsigned int) sqrt(n)

przeksztaltcimy liczbe sqrt(n) na typ unsigned int. Oto kod funkcji ktéra sprawdza,
czy dana liczba n > 2 jest liczba pierwsza:
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BOOLEAN IsPrime (unsigned long int n)
{

unsigned int gr;

unsigned int i = 2;

gr = (unsigned int) sqrt(n);

while ((i<=gr)&&({(n % i) != 0))
i++;

return(i>gr);

}

Zmienna i stuzy do przegladania odcinka poczatkowego zbioru {2,3,4, ..., [\/n]}.
Petla while zostaje przerwana w dwdch przypadkach. Pierwszym powodem prze-
rwania petli moze by¢ przekroczenie wartosci zmiennej granica, czyli liczby |/n].
Wtedy wyrazenie i>granica przyjmuje warto$¢ 1. Drugim powodem przerwania petli
moze by¢ spetnienie warunku n % i = 0. Wtedy liczba n jest podzielna przez i i
warto$¢ wyrazenia i>granica wynosi 0. Gtéwna petle mozesz zapisaé nieco prosciej

while ((i<=gr)&&mn % 1)) i++;

gdyz, jak pamigtasz, jezyk C traktuje wartosci rézne od zera jako prawde!

Sito Erastotenesa

Najstarszy znany algorytm wyznaczania liczb pierwszych pochodzi od Erastotenesa.
Polega on kolejnym skreslaniu z tablicy liczb naturalnych liczb podzielnych przez 2,
3,5, 7 itd. Méwiac doktadniej, zaczynamy od wypetnienia wartosciami TRUE tablicy
T[2 ...N], gdzie N jest ustalona liczba naturalna. Nastgpnie skreslamy w tej tablicy
wszystkie wielokrotnosci liczby 2, czyli liczby 2%2, 3*2, 3*4, itd. Przez skreslenie
liczby i rozumiemy podstawieniu T[i] = FALSE. Pierwsza nieskre§long liczba wigksza
od 2 bedzie wtedy 3. SkreS§lamy teraz wielokrotnoSci liczby 3. Pierwsza nieskre§lona
liczba bedzie teraz 5. I tak dalej. Z powodéw wyjasnionych wyzej - przy omawianiu
funkcji rozstrzygajacej, czy dana liczba jest pierwsza - skre§lanie wykonaé wystarczy
dlaliczbod 2 do | N |.

Gléwna czgscia algorytmu bedzie petla kontrolowana przez aktualnie skreslana
liczbe, ktdra reprezentowaé bedzie zmienna i. Wewnatrz gtéwnej petli wykonujemy
dwie czynnosci: skre§lamy wielokrotnosci zmiennej i oraz poszukujemy najmniejszej
wigkszej od i nie skre§lonej liczby. Bez przerwy dbamy o to aby nie przekroczy¢
zakresu tablicy, kontrolowanego przez zmienng MAX. Korzystamy réwniez z tego, ze
i-(J+1)=0G-j)+1.
void SitoE (BOOLEAN Tab[],long int MAX)

{

long int i,j,gr;
for (i=2;i<MAX;i++)
Tab[i] = TRUE;
gr = (long) sqrt (MAX);
i = 2;
while (i<=gr)
{
j = 1%2;
while (j <MAX)
{
Tab[j] = FALSE;
j+=1;
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}

i++;

while ((i<=gr) && (Tab[i]==FALSE))
i++;

2.5 Sortowanie

Jednym z najwazniejszych praktycznych probleméw algorytmicznych jest sortowanie.
Wystepuje jako element sktadowy wielu innych algorytméw. Jest ono réwniez bardzo
interesujace z teoretycznego punktu widzenia.

Polega ona uporzadkowaniu elementéw danej listy nieuporzadkowanych obiek-
tow. Przed precyzyjnym sformutowaniem tego zagadnienia musimy wprowadzi¢ (badz
przypomniec) kilka pojec.

Definicja 2.2 Czesciowym porzadkiem na zbiorze X nazywamy takq relacje R po-
migdzy elementami zbioru S, ktora spetnia nastepujqce witasnosci:

1. (Va € X)(aRa) (zwromosé),
2. (Va € X)(Vb e X)(Vec € X)(aRbAbRc — aRc) (przechodniosé)
3. (Va € X)(Vb e X)(aRbAbRa — a = b)(staba antysymetria)

Najwazniejszym czg$ciowym porzadkiem jest relacja zawierania zbioréw, czyli
inkluzja. Staba antysymetria inkluzji jest treScig tak zwanego ,,Aksjomatu Ekstensjo-
nalno$ci”. Bardzo ciekawym czgSciowym porzadkiem jest, rozwazana juz wczesniej,
relacja podzielnosci na zbiorze liczb N\ {0}.

Definicja 2.3 Czesciowy porzadkiem R na zbiorze X nazywamy porzadkiem linio-
wym, jesli
(Va € X)(Vb e X)(aRbV bRa)

Wtasnos$¢ wystepujaca w definicji liniowego porzadku nazywamy spdjnosciq. Stan-
dardowa relacje < porzadkujaca liczby rzeczywiste jest oczywiscie liniowym porzad-
kiem. Inkluzja nie jest czg§ciowym porzadkiem. Relacja podzielnosci réwniez nie
jest liniowym porzadkiem.

Zalézmy teraz, ze mamy dany ciag ag, - . . a,—; elementéw ustalonego zbioru X
uporzadkowanego przez liniowy porzadek <. Problem sortowania polega na znale-
zieniu takiej permutacji 7 zbioru indekséw {0, ... ,n}, ze

Ar(0) 2 Ar(1) 2 -+ 2 Ar(n-1)-

Efektem sortowania ciagu liczb naturalnych (12,3,23,11,7) w sensie naturalnego
porzadku jest ciag (3,7,11,12,23). Permutacja porzadkujaca wyjsciowy ciag jest
okres§lona réwnosciami 7(0) = 1, w(1) = 4, 7(2) = 3, 7(3) = 0i 7 (4) = 2.
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Istnieje wiele metod sortowania. Z grubsza méwiac, mozna je podzieli¢ na dwie
kategorie: wewnetrzne i zewnetrzne. Metody wewnetrzne dziatajg na danych przecho-
wywanych w pamigci operacyjnej maszyny. Metody zewnetrzne stuza do porzadko-
wania danych przechowywanych na zewnetrznych nosnikach pamigci i dotycza bar-
dzo duzych zestawéw danych. W ksigzce tej omawia¢ bedziemy tylko metody we-
wnetrzne.

W rozdziale tym oméwimy jedna metode, ktéra nazywa si¢ sortowaniem przez
wstawienie. Metoda ta jest czgsto stosowana przez osoby grajace w karty. Elementy
sortowanej listy podzielone sa na dwie czgsci: (ag,...,a;—1) i (a;,...,an—1). Ele-
menty pierwszej podlisty sa uporzadkowane, czyli ag < ... < a;—1. Przygladamy
si¢ teraz elementowi a; i wstawiamy go do pierwszej podlisty we wlasciwe miej-
sce. Otrzymujemy w ten sposéb dwie nowe listy (af, ..., a}) oraz (aj+1,. .., an—1).
Pierwsza z nich zwigkszyla swoja dlugos¢ o 1 i jest nadal uporzadkowana. Druga
skrécita sig o jeden. Operacje¢ tg¢ powtarzamy az druga podlista stanie si¢ pusta. Algo-
rytm ten mozemy zapisaé nastgpujaco:

for (i=l;i<n;i++)
{
m = x[1];\\
‘‘wstaw m we wtaSciwe miejsce x[0]\ldots x[i]’’

}

Oczywiscie, musimy teraz doprecyzowaé fragment kodu odpowiedzialny za wstawie-
nie m we wlasciwe miejsce ciagu x[0] . .. X[i]. Mozemy to zrobi¢ tak:

1. poréwnujemy m z X[i-1]; jesli x[i-1]>m, to x[i-1] przeniesiemy do X[i]; jesli
X[i-1]<=m, to przerywamy postgpowanie

2. poréwnujemy m z X[i-2];jesli x[i-2]>m, to X[i-2] przeniesiemy do Xx[i-1]; jesli
X[i-2]<=m, to przerywamy postgpowanie

3. itd.

Procedure przerywamy tez, gdy dojdziemy do zerowego elementu tablicy X. Po zna-
lezieniu wlasciwego miejsca wstawiamy we wlasciwa komérke wartos¢ m. Oto petna
implementacja oméwionej metody:

for (i=1l;i<n;i++)
{
m = x[i];
j=i-1L
while ((j>=0) && (x[j]>m))
{
x[j+11 = x[j1;
j==
}
x[j+1] = m;

}

Oznaczmy przez C,, liczbg poréwnan oraz P, liczbg podstawiefi wykonywanych
w trakcie wykonania omdéwionej metody. Liczby te oczywiscie zaleza od danych po-
czatkowych. Jesli poczatkowy ciag jest juz uporzadkowany, czyli gdy z[0] < z[1] <
... < z[n — 1], to wykonanych jest tylko n — 1 poréwnan i tyle samo podstawienien,
czyli (Cr)min = (Pn)min = n — 1. Najgorzej wyglada sprawa z ciagiem odwrotnie
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uporzadkowanym, czyli takim, ze z[0] > z[1] > ... > z[n — 1]. Wtedy w i-tym
kroku iteracji wykonywane sg poréwnania warto$ci X[i] ze wszystkimi wartoSciami
x[i — 1],...,2[0] i wykonywane s nastgpujace podstawienia: X[i] = x[i-1], x[i-1] =
X[i-2], ... x[1] = x[0] i w koricu X[0] = m. Zatem mamy

(On)nmx = ZZ = @

(Pn)nzax = i(l + 1) = W

n(n—1)/2 (n+2)(n—1)/2
2 n2

Zauwazmy, ze lim,, _, o = lim, 00 = 1. Zatem (Cp)maz =
O(n?) oraz (Pp)maz = O(n?). Pokaza¢ mozna réwniez, ze Srednie ilosci poréwnan
(C)r (Pn)r sa rzegdu O(n?). Wynik ten nie jest zachwycajacy. Do posortowania
tablicy jednego miliona liczb catkowitych za pomoca wstawiania potrzebujemy mniej

wiecej (109)% = 10'? elementarnych operacji.

Zatézmy, ze mamy do dyspozycji komputer ktéry wykonuje 10° elementarnych
operacji na sekundg, co z grubsza biorac odpowiada czgstotliwosci procesora rzgdu
kilkudziesigciu mega hercéw. Komputer ten do wykonania 10'2? operacji bedzie po-
trzebowat 1012 / 10% = 103 sekund, czyli okoto % ~ 15 minut.

W tym miejscu warto jest zwrdci¢ uwage na kilka dosy¢é waznych liczb. Jedna
doba ma 24 godziny, godzina sklada si¢ z 60 minut a minuta z 60 sekund. Jedna doba
ma zatem 86 400 ~ 10° sekund.

Zastanéwmy si¢ ile czasu moze zaja¢ posortowanie tablicy sktadajacej sie z 40
milionéw liczb. Zwr6¢ uwage na to, ze liczba ta to w przyblizeniu liczba ludnosci
naszego kraju. Ot6z (40 - 105)% = (4 - 107)? = 16 - 10'* ~ 10'5. Sortowanie zajmie
nam zatem okoto 10! /10° = 10° sekund, czyli okoto 10%/10° = 10 dni.

Rok ma mniej wigcej 365 dni. Zatem jeden rok sktada sie 31 536 000 =~ 3 - 107.
Liczbe te tatwo mozna zapamigtaé, jesli si¢ zna zasadg sformutowang przez T. Duffa,
ktdra glosi, ze z doktadnoscia do pét procenta

7 sekund to nanowiek

(przypomnijmy, ze ,,nano” oznacza jedna miliardowa, czyli 10~%). Wszech§wiat po-
wstat okoto 15 miliardéw lat temu. Liczy wiec okoto 3 - 107 - 15 - 10° =45 - 106 =~
5 - 1017 sekund.

Oszacujmy ile czasu zajmie posortowanie tablicy 5 miliardéw liczb. Liczba ta to
przyblizenie rozmiaru obecne populacji ludzkiej. Otéz (5 - 109)? = 25 - 108, Zatem
zadania to powinno nam zaja¢ okoto 25 - 1018/10° = 25 - 10° sekund, czyli okoto
25-10%/3 - 107 ~ 100 lat. Sto lat stosunkowo krétki okres w poréwnaniu z wiekiem
wszech$§wiata. Jest to jednak dosy¢ spory szmat czasu. Widzimy, ze metoda sorto-
wania przez wstawienie nie jest rewelacyjnie szybka. Na szczgScie, istnieja znacznie
szybsze metody sortowania. Do tego tematu wrécimy w dalszych rozdziatach tej
ksiazki.

2.6 Wyszukiwanie binarne

Informacja o tym, ze pewna tablica danych jest posortowana jest bardzo cenna. Przy-
dawac si¢ moze do istotnego usprawnienia konstruowanych algorytméw. Rozwazmy
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zagadnienie wyszukiwania elementu w tablicy liczb catkowitych. Zat6zmy mianowi-
cie, ze mamy dany ciag zox; ...x,—1 liczb calkowitych. Interesuje nas, czy dana
liczba catkowita m wystepuje w tym ciagu. Zadanie to jest proste dla nas: przej-
rzymy w tym celu caly ciag i w trakcie przegladania bedziemy poréwnywali kolejne
elementy x; z liczba m. Oto fragment kodu:

boolean Istnieje (int x[], int n, int m)

{
int i;
for (i=0;i<n;i++)
if (x[i] == m) return(TRUE);
return (FALSE);
}

Liczba poréwnan wykonywanych w trakcie dziatania tego algorytmu zalezy oczywi-
Scie od danych. Najdtuzej bedzie on dziatat wtedy, gdy element m nie wystgpuje w
tablicy x. Wykonywanych bedzie wtedy 2n poréwnan (parametr 2 bierze si¢ z tego,
ze dla kazdej warto$ci ¢ wykonujemy dwa poréwnania: ¢ < n oraz x[i] == m). Naj-
gorszy czas dzialania tego algorytmu jest wigc rzedu O(n).

Zat6zmy teraz, ze wiemy, ze ciag xox1 . . . £n—1 jest uporzadkowany. Niech liczby
L i P oznaczaja lewa i prawa granicg¢ obszaru poszukiwani. Na poczatku L bedzie
miato warto$¢ 1 za§ P warto$¢ n — 1. Wyliczamy §rodek obszaru poszukiwan. Jest
nim liczba S = L#J Poréwnajmy element xg z wartoscia m. Jesli xg = m,
to poszukiwanie zakoriczylto si¢ sukcesem. Jesli m < zg to element m moze po-
jawic sie tylko w podciagu xp...zs—1. Wtedy nowym obszarem poszukiwani be-
dzie przedziat zq ... xg_1. Jesli za§ xg < m to element m moze pojawié si¢ tylko
w podciagu zgiq ...T,—1. Wtedy nowym obszarem poszukiwan bedzie przedziat
X541 ---Tp_1. Jesli wigc x5 # m, to nowy obszar poszukiwan staje si¢ dwa ramy
mniejszy od poczatkowego. Operacje t¢ powtarzamy. Przerywamy jej dziatanie, jesli
obszar poszukiwan zrobi si¢ pusty.

Zastanéwmy sig¢ ile razy w najgorszym przypadku wykonywana bedzie gidwna
petla opisanego wyzej algorytmu. Niech Dy oznacza warto$§¢ wyrazenia (P — L) + 1
na poczatku k-tej iteracji petli. D — k jest dlugoscia obszaru poszukiwan. Oczy-
wiscie D; = n. Poniewaz w kolejnej iteracji dlugos¢ obszaru ulega dwukrotnemu
zmniejszeniu, wigc Dy < %. Z tego wynika, ze
Dy < Dy Dy n

< < =

Dy < <=
F=To T T2 ST ok T ok

Proces przeszukiwania ulega przerwaniu jesli warto§¢ Dy, stanie si¢ mniejsza od 1. A
to nastapi jesli 5r < 1, czyli, gdy n < 2% W celu wyznaczenia granicznej liczby
k nalozymy na obie strony tej nieréwnosci funkcje log,. Otrzymamy nieréwnosé
log,(n) < logy(2F). Wiemy, ze log,(a®) = blogy(a) oraz log,(2) = 1. Otrzy-
mujemy wigc nieréwnos¢ log,, (n) < k, z czego wynika, ze iteracje zakoricza si¢
po loga(n) krokach. Otrzymalismy co$ ciekawego: jesli n = 10°, to przeszukiwa-
nie ciagu zo1 . .. 7,1 zakonczy si¢ si¢ po co najwyzej log,(10%) = 61og,(10) ~
16 - 3.22 ~ 20 krokach. A proste wyszukiwanie wymaga okoto jednego miliona ite-
racji. Jesli jeszcze nie czujesz tej rdznicy, to pomysl sobie przez chwilg o tym, co
mozesz kupi¢ za 20 zlotych a co za 1 000 000 ztotych! Przyjrzyjmy sig¢ teraz imple-
mentacji tego algorytmu:

BOOLEAN IstniejeBS (int x[],int n, int m)
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int L=0,P=n—1.,S;
while (L<=P)
{
S = (L+P)/2;
if (x[S] == m)
return (TRUE) ;
else if (x[S]<m)
L = S+1;
else
P =S-1;
}
return (FALSE)
}

Wszelki komentarz jest tu chyba zbedny. Nasza procedura dziala w czasie rzgdu
O(logy(n)). Oméwiony algorytm nazywany jest binarnym przeszukiwaniem lub prze-
szukiwaniem potéwkowym. Wprowadzimy teraz kolejne pojecie, ktéra wykorzysty-
wane jest do badania asymptotycznego zachowania funkcji.

Definicja 2.4 Niech f,g: N — R>C. Wtedy

- f(n)
f=olg) e B o =
Zalezno$¢ f = o(g) interpretujemy nastgpujaco: funkcja f jest asymptotycznie mniej-
sza niz funkcja g. Z twierdzenia 2.1 wynika, ze jesli f = o(g) toiréwniez f = O(g).
Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa, na przyktad jesli f = g > 0to f = O(g)
ale nie jest prawda, ze [ = o(g).
Zamiast pisaé f = o(g) bedziemy przez chwile stosowaé zapis f < g. Latwo
sprawdzi¢, ze prawdziwe sa nastgpujace zaleznosci:

Lk Vn<g g Imgngnt<ent <. ..

Do poréwnywania tempa wzrostu funkcji przydaje si¢ nastgpujace twierdzenie z Ana-
lizy Matematycznej:

Twierdzenie 2.6 (Regula de I’Hospitala) Zatoimy, zZe f i g sq funkcjami rézniczko-
walnymi takimi, ze limg_ o0 f () = 00 oraz lim,_,~cg(x) = co. Wredy

i f0) /')

n=o0 g(n) g (n)

Twierdzenia tego nie bedziemy dowodzi¢ - zostawmy sobie tg przyjemno$¢ na wyktad
z Analizy Matematycznej.

Whiosek 2.2 (Vo > 0)(Inz(n) = o(n®))

Dowdd. Niech av > 0. Funkcje f(z) = loga(x) oraz g(z) = x® spetniaja oba
zalozenia twierdzenia de I’Hospitala. Zatem

1 T in . 1
lim loga (@) = lim 212G —_ .
z—oo % z—o00 &1 z—oo o In(2)z O
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Funkcja log, (n) rosnie wigc znacznie wolniej od dowolnego pierwiastka z liczby

logy(n) < ... < Vn < n < ¥/n < n.

Widzimy wigc, ze liczba krokéw wykonywanych przez algorytm przeszukiwania bi-
narnego jest rzeczywiscie bardzo mata w stosunku do rozmiaru przeszukiwanej tab-
licy.

2.7 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 2.1 Napisz program ktory mnozy dwie dlugie liczby naturalne pamigtane
Jjako tablice cyfr. Zastosuj zbudowane procedury do wyznaczania liczby 100! Sprawd?,
czy otrzymasz odpowied?

100! = 93 326 215 443 944 152 681 699 238 856 266 700 490 715 968 264 381 621
468 592 9 63 895 217 599 993 229 915 608 941 463 976 156 518 286 253 697 920
827223758 2 51 185 210 916 864 000 000 000 000 000 000 000 000

Wyznacz liczbe 1000!.

Cwiczenie 2.2 Oprogramuj rozwiqzywanie réwnania liniowego a - x + b = ¢, gdzie
a,b,ce R

Cwiczenie 2.3 Oprogramuj peten algorytm rozwiqzywania uktadu dwdoch rownarn li-
niowych z dwoma zmiennymi, ktory badac bedzie nieoznaczono$¢ oraz sprzecznosé
uktadu.

Cwiczenie 2.4 Napisz program ktory stuzy do rozwiqzywania rownan kwadratowych.

Cwiczenie 2.5 Napisz funkcje ktora sprawdza, czy dana liczba naturalna jest pierw-
sza. Ma ona poprawnie obstugiwac réwniez przypadek liczb 0i 1.

Cwiczenie 2.6 Niech m(n) oznacza ilos¢ liczb pierwszych mniejszych lub réwnych
od liczby n. Napisz program ktdry wyznacza wartosci funkcji w(n) dla n = 10 000,
20 000, 30 000,..., 1 000 000. Poréwnaj wartosci tej funkcji z wartoSciami funkcji
f(n) = w5

Cwiczenie 2.7 a. Pare liczb pierwszych (p, q) nazywamy bliZniakami, jesli ¢ = p+2.
lle jest par blizniakow mniejszych od 1 000 000?

b. Liczby pierwsze postaci p, p+2, p+6, p+8 nazywane sq czworakami. Znajdz wszyst-
kie czworaki mniejsze od 1000.

c¢. Znajd? wszystkie liczby pierwsze palindomiczne mniejsze od 1000.

Cwiczenie 2.8 * Napisz program rozwiqzujqcy w liczbach catkowitych rownanie a X +
bY =c

Cwiczenie 2.9 Niech NWW (z,y) oznacza najmniejszq wspdlna wielokrotnosé dwdch
niezerowych liczb catkowitych, czyli min{k € N\ {0} : z|k A y|k}. Korzystajqc ze
wzoru NWW (z,y) = Wﬁx_y) napisz funkcje wyznaczajgcqg NWW.

Cwiczenie 2.10 Przetestuj dziatanie procedury sortowania ciqgu liczb naturalnych
metodq prostego wstawiania. Zbadaj jej czas wykonania dla najgorszego przypadku
dlan=10%2-10% ..., 10°.
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Cwiczenie 2.11 Przetestuj metode przeszukiwania binarnego posortowanej tablicy
liczb naturalnych.

Cwiczenie 2.12 Dwa wyrazy nazywamy anagramami jesli drugi mozna otrzymac z
pierwszego przez przestawienie kolejnosci liter, na przyktad ,,kanonada” i ,,anakonda”,
»Ssekret” i, kretes”. Napisz funkcje ktora sprawdza, czy dane dwa tarncuchy sq ana-

gramami. Oszacuj jej ztozonoS¢ obliczeniowq.

Zadanie 2.1 Oszacuj liczbe cyfr rozwinigcia dziesigtnego liczby 1000!. Mozesz sko-
rzystac ze wzoru Stirlinga n! = v/ 2mn(2)".

Zadanie 2.2 Ile koricowych zer ma liczba 10°!?

Zadanie 2.3 Pokaz, Ze jesli f = O(g) i g = O(h), to f = O(h).

Zadanie 2.4 Pokaz, je a- 1> +b -z +c = O(2?).

Zadanie 2.5 Pokaz, ze jesli petla wykonywana aN + b razy (a i b sq state) i we-
wnaqtrz petli wykonywanych jest O(N) operacji, to cata petla jest wykonywana w
czasie O(N?).

Zadanie 2.6 Czy 2"t = O(2")? Czy 22" = O(2")?

Zadanie 2.7 Niech f i g bedq funkcjami o dodatnich wartosciach. Pokaz, ze max{f,g} =
O(f +g)-

Zadanie 2.8 Uporzqdkuje wedlug tempa wzrostu nastgpujqce funkcje: (3/2)™, \/ﬁlog(n),
log(n?), n?, (logn)!, n3, logQ(n), logn!, 22", n'/lo9n loglogn, n - 2", nleslosn
logn, 2%, 2l°8 ™ (log n)log", glogn (n+ 1), Vlogn, nl, n, nlogn, 1.

Zadanie 2.9 Przetestuj dziatanie algorytmu Euklidesa dla wyznaczenia nastgpujq-
cych liczb: NW D(24,140), NW D(1234,4321) i NW D(26°,260 4+ 2),

Zadanie 2.10 Pokaz, Ze NWW (x,y) = Wﬁmy) dla niezerowych liczb catkowi-

tychxivy.

Zadanie 2.11 Zatoz, Ze w ciqgu jednej sekundy potrafisz przeanalizowac jeden milion
permutacji zbioru liczb {1,2,...,25}. Ile czasu zajmie Ci przeanalizowanie wszy-
stkich permutacji?

Zadanie 2.12 Przypusémy, Ze wszystko ulegto spowolnieniu milion razy. lle czasu
zajmie Twojemu komputerowi wykonanie jednej instrukcji? Ile czasu zajmie wystuka-
nie na klawiaturze wtasnego nazwiska?



Rozdzial 3

Bity, bajty, liczby

inti=0;
while (n){ n=né& (n_l), i++;}

Systemy pozycyjne stuza do zapisywania liczb. W systemie pozycyjnym o pod-
stawie r kazda liczba naturalna jest reprezentowana za pomoca skonczonego ciagu

(di,dk—1,...,d1,do)

w ktérym kazdy element d; jest liczbg catkowita spetniajaca warunek 0 < d; < r.
Ciag ten stuzy do przedstawienia liczby

N =dy+dyr+dor® + ... + dypr*.

Liczba ta oznaczana jest przez (didy—_1 . ..d1dp),. Indeks r oraz nawiasy sa pomi-
jane w przypadku r = 10.

Ludzko$¢ stosowata rézne wartosci r do opisywania liczb. Babilioficzycy stoso-
wali uktad o podstawie 60 a Majowie uktad o podstawie 20. Obecnie najczgsciej sto-
sowane sa liczby » = 10 - metoda ta pochodzi od arabéw, i r = 2 -system dwojkowy
stosowany w informatyce. Uktad dwdjkowy stosowany jest do wewngtrznej repre-
zentacji liczb naturalnych. W wigkszo$ci jezykéw programowania stosuje si¢, oprocz
uktadu dziesigtnego, uktad o podstawie r = 16 oraz czasami o podstawie r = 8.

Uwaga. Wybdr podstawy dziesigtnej jako najbardziej powszechnej metody zapisywania liczb
jest wynikiem przypadkowych zbiegéw historycznych. Krol szwedzki Karol XII w pierwszej
potowie XVIII wieku zamierzat wprowadzi¢ do powszechnego uzytku system o podstawie 8,
lecz zginat w bitwie kilka dni przed zadekretowaniem swego genialnego pomystu. B. Pascal
pisal: ,,System dziesigtny zostat ustanowiony, skqdingd dos¢ nierozumnie, zgodnie z ludzkim
przyzwyczajeniem, s nie z naturalnej koniecznosci, jak wigkszos¢ bytaby sktonna sqdzic¢” i
twierdzit, ze nalezy postugiwacd si¢ systemem o podstawie 20.

Kazdy system pozycyjny ma swoje wady i zalety. W systemie o podstawie r

mnozenie liczb przez liczbe r jest bardzo proste: polega na dopisaniu jednego zera z
prawej strony rozwinigcia liczby. Rzeczywiscie:

k k—1
(s d10)r =Y dir' =7y dir'™ =71 (dy, ..., d1),.
i=1 =0

Przed przyjrzeniem si¢ wlasnoSciom rozwinig¢ w réznych uktadach wprowadzimy
kilka pomocniczych oznaczen, ktére stuzy¢ beda do uporzadkowania dyskusji.

43
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Definicja 3.1 Niech r i k beda dwoma dodatnimi liczbami naturalnymi.
1. CF = {(dp_1,d_2,...,d1,dp) : 0 < d; <7},
2. NF=1{0,1,...,7%F — 1},
3. U.(dg,dg—1,...,d1,do) = (dgdi—1 - . .d1do)-
Przypomnijmy sobie teraz nastgpujacy wzor:

r—1

Ltr4r4.. 4"t = .
r—1

Jest on prawdziwy dla dowolnej liczby r # 1 i udowodni¢ go mozna, na przyktad,
indukcja matematyczna.

Whiosek 3.1 (Vr,k € N\ {0})(U, : CF — NF)
Dowdd. Niech d = (dy,_1,dy_2,...,d1,do) € CF. Wtedy

r¥—1

0<Up(d)=) dir'<(r—1)-» r'=(r—1) —
i=0 i=0 O

Metoda reprezentowania liczb w kazdej podstawie r > 0 jest poprawna. Gwaran-
tuje to nastgpujacy wynik:

Lemat 3.1 (Vr,k € N\ {0})(Vn € N¥)(3b € CF)(n = U,.(b))

Dowéd. Dla k = 1 teza jest oczywista. Zalézmy wigc, ze teza jest prawdziwa dla
liczby k i niech a € NF+1, czyli niech 0 < a < r**!. Niech a = br + ¢, gdzie
0<gq<r Wtedy 0 < b < r*. Zatem, z zatozenia indukcyjnego wynika, ze istnieje
d = (dj_1...do) € CF takie, ze b = U¥(d). Wtedy

(dg—1...doq@)r=7-(dp—1...do)r +q=1b+q=a. 0

Sformutujemy teraz pewna ogélna obserwacje o zbiorach skonczonych, z ktorej
wyniknie druga wazna wtasnos$¢ rozwinig¢ w ustalonym systemie pozycyjnym.

Twierdzenie 3.1 Zatoimy, ze X i Y sq zbiorami skoriczonymi o tej samej iloSci ele-
mentow. Niech f : X — Y. Wtedy nastgpujqce dwa zdania sq réwnowazne:

1. f jest funkcjq réznowartosciowq, czyli (Va,b € X)(f(a) = f(b) = a =b);
2. f jest funkcjq ,na”, czyli (Vy € Y)(3x € X)(f(z) = y).

Dowdd tego twierdzenia pozostawimy jako ¢wiczenie czytelnikowi - udowodnié
je mozna stosujac Zasade Indukcji Matematycznej.

Whiosek 3.2 (Vr,k € N\ {0})(Vn € N¥)(3b € CF)(n = U,.(b))

Dowéd. Zbiory C* oraz N maja po 7% elementéw. Lemat 3.1 glosi, ze UF jest
odwzorowaniem ,,na”. Teza wynika wigc z Twierdzenia 3.1. 0



ROZDZIAL 3. BITY, BAITY, LICZBY 45

Dow6d Lematu 3.1 mozna bezposrednio przeksztalcié¢ na algorytm wyznaczania
reprezentacji danej liczby n w uktadzie pozycyjnym o podstawie r. Wynik zapisany
jest do tablicy o nazwie S.

void Ulnt2Str(unsigned int n, int r, char s[])
{
const char ZNAKI[] = "0123456789ABCDEF";
int i=0;
if (n==0)
s[i++]=0;
else
while (n)
{
s[i++] = ZNAKI[n % r];
n=n/r;
1
s[i] ="\07;
strev(s);

Ostatnia linijka omawianej funkcji stuzy do odwrdcenia kolejnosci znakéw w wy-
generowanym taficuchu. Korzystamy w niej funkcji oméwionej w rozdziale pierw-
szym.

3.1 Uklad dwéjkowy

Podstawowa jednostka informacji wspéiczesnych komputeréw (wrzesien 2003) jest
bit. Przyjmowac on moze dwa stany, z ktérych jeden umownie nazywany jest jedynka
a drugi zerem. Bity moga by¢ by¢ traktowane jako ,,prawda” i ,,fatsz”, ,tak” i ,,nie”,
»wlaczone” i ,,wylaczone” itd. Stowo ,,bit” jest skrétem stow ,,binary digit”. Bity
przechowywane sa w pamigci komputera z reguty w matych kondensatorach. Jesli
jest on natadowany, to odpowiadajacy mu bit przyjmuje wartos¢ 1. Méwimy réwniez
wtedy, ze bit jest ustawiony. Jesli kondensator nie ma tadunku to odpowiadajacy bit
ma warto$¢ 0. Méwimy wtedy, ze bit jest zresetowany lub wytaczony.

Pamigé komputera podzielona jest na mate komoérki zawierajace osiem bitow.
Uktad o$miu bitéw nazywamy bajtem. Kazda z tych komérek posiada w kompu-
terze swéj jednoznaczny numer. Nazywamy go adresem komorki.

W jezyku C podstawowe typy danych zorganizowane sa jako ciagle sekwencje
bajtéw. Jezyk C nie determinuje ilosci bajtéw zajmowanych przez te typy. Zaleza one
od maszyny i kompilatora. Przestrzegana jest jest jedna zasada:

rozmiar(char) < rozmiar(shortint) < rozmiar(int) < rozmiar(longint)
Jest wielce prawdopodobne, ze na Twojej maszynie rozmiary te wynosza 1, 2, 41 4

bajty. Ich wersje bez znaku (unsigned) koduja wigc liczby z przedziatéw 0 = 28 — 1,
0216 —-110+2%2—1, czyli z przedziatéw 0=-255, 065535 oraz 04294967 295.
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Zakresy zmiennych na Twoim komputerze mozesz ustali¢ bez eksperymentéw kom-
puterowych. Okreslone sa one w pliku bibliotecznym limits.h. Na przyktad, maksy-
malng liczbe typu unsigned int definiuje w nim stata UINT_MAX.

Przez P(X) oznaczamy zbidr potggowy zbioru X, czyli rodzing wszystkich pod-
zbiér zbioru X. Do zbioru tego nalezy zbidr pusty () oraz caly zbiér X. JeSli zbidr
X ma n elementéw, to zbiér P(X) ma 2™ elementéw. Istnieje naturalna odpowied-
nio$¢ pomiedzy elementami zbioru C5 a podzbiorami zbioru {0, ...,k — 1}. Jest ona
okreslona funkcja

set : Cy — P({0,...,k —1}): (bg—1...bo) > {i <k:b; =1}.
Na przyktad, set(00000000) = ) oraz set(11111111) = {0,1,2,3,4,5,6,7}. Bez
trudu pokazujemy, ze odpowiednio$¢ ta jest wzajemnie jednoznaczna, czyli, ze

(Vk > 0)((set : Ck 1n;1> Py{0,.... k—1}).

Przy ustalonym £, jesli set(b) = A, to ciag b nazywamy mapa bitowa zbioru A.

Jezyk C posiada mechanizmy stuzace do operowania na poszczegdlnych bitach.
Sa to operacje &, |, ~, ©, << i >>. Operacja & jest operacja koniunkcji bitowe;j.
Operacja | jest alteratywa bitowa za$ ~ jest negacja bitowa. Znaczenie tych operacji
ilustrowaé bedziemy dla typu unsigned char, ktéry utozsamiamy ze zbiorem Bs:

(b77 - ,bo)&(67, . ,Co) = (min(b7, C7), . ,min(bo, CQ)),
(bz,...,bo)|(c7,- .., c0) = (max(br, cr), ..., max(bg, o)),
~(bzy...,bg) = (1 —by,...,1—bg).

Operacja * jest bitowa wersja operatora logicznego XOR i jej znaczenie okreSla for-
muta
bre=((~b)s&c) | (bsa(~0)).

Operator ten ma réwniez nazwg roztacznej alternatywy lub dyzjunkcji. W logice jest
on oznaczany symbolem &. Mamy zatem

b&ce (mpAg)V(pA—g).

Bez trudu - na przyktad metoda tabel zero-jedynkowych - mozna pokazac, ze
b@ce (pVaA-(pAg).

Operator « stuzy do przesunigcia w lewa strong ciagu bitéw. Na przyktad

00011111 « 2 = 01111100,
00000001 « 4 = 00010000.

Po przesunigciu w lewa strong ciagu bitow o ¢ pierwsze ¢ bitdw z prawej strony zostaje
wypetnionych zerami. Operator » stuzy do przesunigcia w prawa strong ciagu bitow.
Na przyktad

11110000 » 2 = 00111100,
10000000 » 4 = 00001000.
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Po przesunigciu w lewg strong ciagu bitéw o ¢ pierwsze ¢ bitéw z lewej strony zostaje
wypetnionych zerami.

Przyklad 3.1 Operacje przesuniecia bitow mozina wykorzystac do zapalania konkret-
nego bitu:

void ZapalBit(unsigned int *n, int i)
{
*n="*nl(l«i)

}

Przyklad 3.2 Operacje przesunigcia bitow mozna wykorzysta¢ rowniez do gaszenia
konkretnego bitu:

void ZgasBit(unsigned int *n, int i)
{

=& (~ (Il «i));
/

Jedna z najbardziej naturalnych wtasno$ci dowolnego zbioru jest liczba jego ele-
mentéw, zwana réwniez mocg zbioru. Oznacza si¢ ja symbolem | X | (w kazdej sy-
tuacji bedzie jasne, czy méwimy o wartosci bezwzglednej, czy tez o mocy). Jesli b
jest mapa bitowa zbioru X, to | X| jest réwna liczbie jedynek zapalonych w mapie
b. Liczbe zapalonych bitéw w zmiennej n typu long int trudu mozna wyznaczy¢ za
pomoca nastgpujace petli:

int ile=0; for (i=0;i<32;i++) if (N & (1 «i)) ile++;

(uwaga: zatozyliSmy, ze typ long int jest realizowany za pomoca czterech bajtéw).
Petla ta bedzie zawsze wykonywana 32 razy, bez wzgledu na to ile jest zapalonych
bitéw w liczbie n. Jesli spodziewamy sig, ze liczba zapalonych bitéw jest mata, to
mozemy do tego zadania podejS¢ troche inaczej. Zauwazmy najpierw, ze

(100000)3 — 1 = (011111),.

Zatem w uktadzie dwdjkowym odjecie liczby 1 od niezerowej liczby n polega na
wyznaczeniu pierwszego, od lewej strony, zapalonego bitu, zgaszeniu go i zapaleniu
wszystkich wcze$niejszych bitéw. Na przyktad

40 — 1 = (101000)5 — 1 = (100111)y = 39.

Zatem zgaszenie ostatniego bitu liczby n mozemy osiagnaé przez zastapienie liczby n
liczba n&(n — 1). Oto kod funkcji wyznaczajacej moc mapy bitowej n, ktéra oparta
jest na tej obserwacji:

int Moc(unsigned int n)
{

int ile=0;

while (n)

{
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n=n& (n-1);
ile++;

}

return(ile);

}

Przyklad 3.3 Przy pomocy operacji przesuwania bitow oraz dodawania mozna na-
pisac szybki algorytm mnoZenia liczb catkowitych. Oto jego kod:

intc=0;

for(i=151>=0;i-)

if((b»i)& 1)
c+=(a«i);

3.2 Uklad szesnastkowy

W uktadzie szesnastkowym, czyli w uktadzie o podstawie 16, do reprezentowania
cyfr 10, 11, 12, 13, 14 1 15 uzywamy liter A, B, C, D, E i F. Warto zapamigtaé, ze
(F)ig =2*—1=15, (FF)15 = 28 — 1 = 255, (FFFF)15 = 2'6 — 1 = 65 535
oraz (FFFFFFFF)3 = 232 — 1 = 4294 967 295.
State liczbowe w jezyku C mozna zapisywaé w postaci szesnastkowej. Nalezy je C

w tym celu poprzedzi¢ ciagiem OX. Na przyktad 0O X FA=16x F+ A=16+ 15+ 10

= 250. Funkcje¢ printf mozna naktoni¢ do drukowania zmiennych catkowitych w
uktadzie szesnastkowym. W tym celu deklaracje zmiennej nalezy poprzedzi¢ cia-
giem 0X. Na przykiad, jesli zmienna calkowita n ma warto$¢ 250, to polecenie
printf("%0Xd”,n) wyprowadzi napis FA.

3.3 Liczby ze znakiem

Do tej pory omawialiS§my tylko metody reprezentowania liczb naturalnych w réz-
nych uktadach pozycyjnych. Istnieje kilka metod reprezentowania liczb catkowitych
w komputerach. Najbardziej dzi§ powszechng jest metoda ,,drugiego uzupetnienia”.
Oparta jest ona o nastgpujaca funkcje:

Definicja 3.2 Dla b= (by_1 ...by) € Ck okreslamy

k—2

Sa(b) = (O bi2") — bp_12"7"

i=1

Dla ciagéw b € C5 takich, ze b1 = 0 mamy Sy(b) = Us(b). Jednak jesli
br_1 = 1 mamy Sy(b) = Uy(b) — 2F. Aby zobaczy¢ wyrazniej jak zachowuje sig
ta funkcja ustalmy liczbg n = 3 i przyjrzyjmy si¢ wszystkim warto$ciom funkcji Sy
oraz U na ciagach trzech bitow:
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b | Ua(b) | Sa(b)
000 0 0
001 1 1
010 2 2
011 3 3
100 4 -4
101 5 -3
110 6 -2
111 7 -1

Widzimy, ze funkcja So przyjmuje wartosci ze zbioru {—4,...,3}. Obserwacj¢ te
mozemy uogdlni¢ dla dowolnej liczby bitéw:

Twierdzenie 3.2 (Vk > 1)(S : Ck i@% {—2k=1 . 2k=1 1Y),

Dowdd. Ustalmy liczbe k¥ > 1. Niech By = {(0by_2...bo) : b; € {0,1}} oraz
By = {(1bg—2...bo) : b; € {0,1}}. Wtedy

Sy(Ch) = Sy(By) U Sa(By)

wiec
Se(Chy =H0,..., 28"t —1ju{o -2k, ... 2kt 1 —9k-1}
Zatem (S, : C5 ™% {—2F—1 .. 2F=1 _ 1}. Zauwazmy nastgpnie, ze
[{=2F1, 28— 1) =2,
wigc teza twierdzenia wynika z Twierdzenia 3.1. N

W ponizszej tabeli znajduje si¢ zestawienie zakresow typow calkowitych, przy
zatozeniu, ze char jest realizowany za pomoca 1 bajta, short int za pomoca 2 bajtéw
a typ int oraz long int za pomoca 4 bajtéw.

Typ min max min (hex) max (hex)

(signed) char -128 127 -80 7F
unsigned char 0 255 0 FF
(signed) short int -32768 32767 -8000 TFFF
unsigned short int 0 65535 0 FFFF
(signed) int || -2147483648 | 2147483647 || -80000000 | 7FFFFFFF
unsigned int 0 | 4294967295 0 | FFFFFFFF
(signed) long || -2147483648 | 2147483647 || -80000000 | 7FFFFFFF
unsigned long 0 | 4294967295 0 | FFFFFFFF

Oméwiony sposéb reprezentowania liczb calkowitych moze sprawia¢ wrazenie
niezwykle dziwnego. Pierwsze metody reprezentowania liczb catkowitych polegaty
na po§wigceniu najbardziej znaczacego bitu na znak. Wada tej metody byta niejed-
noznacznos¢ zera: mogto by¢ one reprezentowane przez +0000000 oraz —0000000.
Omowiona metoda ,,drugiego uzupetnienia” nie ma tej wady. Druga sprawa zwiazana
jest z odejmowaniem. Okazuje si¢, ze odejmowanie liczb realizuje si¢ w tej metodzie
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znacznie prosciej.

Dodawanie liczb catkowitych (typu signed) odbywa si¢ w nastgpujacy sposéb:
bierzemy dwie liczby, powiedzmy a i b, traktujemy je jako liczby bez znaku; doda-
jemy je bez zwracania uwagi na przepetnienie (odpowiada to dodawaniu modulo 2¥;
wynik interpretujemy jako liczbg ze znakiem.

PrzesledZmy ten proces na sztucznym przyktadzie, mianowicie dla k = 3. Niech
a = —3oraz b = 2. Wtedy a = S5(101), b = S3(010); nastepnie (101)2 4 (010)2 =
54 2=7=(111)2; w koficu S3(111) = —1. Zatem —3 + 2 = —1. Czyli wszystko
jest w porzadku. SprawdZmy jednak co si¢ dzieje, gdy a = 31 b = 1. Poniewaz
3 =55(011)i1 =S5(001) oraz 3+ 1 = 4 = (100)2 wiec 3 + 1 = S5(100) = —4.
CzyLr3+1=-1!

Eksperymenty te powinny nam uzmystowi¢, ze z liczbami catkowitymi nalezy
obchodzi¢ si¢ bardzo ostroznie. Jesli chcesz dodaé do siebie dwie liczby typu int a
ich suma przekracza stata INT_MAX z pliku limits.h, to wynik bedzie liczba ujemna!
Pamigtaj o nastgpujacych tatwych do zapamigtania regutach:

1. jesli suma dwdéch dodatnich liczb tego samego typy catkowitego nie przekracza
odpowiedniej dla typu statej MAX, to wynik jest poprawny.

2. jesli suma dwéch ujemnych liczb tego samego typy catkowitego nie przekracza
odpowiedniej dla typu statej MIN, to wynik jest poprawny.

3. suma liczby dodatniej i ujemnej tego samego typy catkowitego jest zawsze po-
prawna.

3.4 Liczby rzeczywiste

Liczby rzeczywiste, oznaczany przez R, w sposéb istotny rdznig si¢ od liczb catko-
witych. Podstawowa réznica pomigdzy nimi to ich moc. Zbiér liczb catkowitych jest
zbiorem przeliczalnym. Zbidr liczb rzeczywistych jest zbiorem nieprzeliczalnym. Ma
istotnie wigcej elementéw niz liczby catkowite. Fakt ten ma swoje odbicie w repre-
zentacji liczb rzeczywistych w komputerach. Podstawowa porzadkowa wlasnoscia
liczb rzeczywistych jest zupetnosé:

Kazdy niepusty i ograniczony z géry podzbiér zbioru zbioru liczb ma
kres gérny.

Przez kres gérny zbioru A rozumiemy najmniejsza taka liczbg rzeczywista g, ze
(Va € A)(a < g). Kres gérny zbioru A oznaczamy przez sup(A). Z wiasnosci tej
wynika nastgpujace twierdzenie ktére ma kluczowym znaczenie dla naszych dalszych
rozwazan:

Twierdzenie 3.3 Dla kazdej liczby x € R i dla kazdej liczby naturalnej r > 1 istnieje
liczba catkowita k oraz cigg (bg)n>1 € {0,...7 — 1}N\O} 1aki, ze

m:k—i—Z%.
i=1
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Liczbe > -, ﬁ— oznaczamy, przez analogi¢ do rozwinigé liczb catkowitych w ukta-
dach pozycyjnych o podstawie r przez (0.b1bs . . .),..

Dowdd. Liczbe k mozna wyznaczy¢ bardzo prosto, jest nig bowiem sup{n € N :
n < x}. Rozwazaé od tej pory bedziemy liczbg y = 2 — k. Oczywiscie 0 < y < 1.
Zdefiniujemy indukcyjnie dwa ciagi (yn )n>0 oraz (by,)n>1. Przyjmiemy yo = y oraz

bpt1 = max{ke€N: é < yn} 3.1

Yn+1 = T Yn — bn—i—l (32)

Pokazemy najpierw, ze 0 < y,, < 1 dla kazdej liczby n. Teza ta jest prawdziwa dla
n =0, gdyz yo = y. Zalézmy wigc, ze jest ona prawdziwa dla liczby n. Wtedy

bn+1 S Y < bn+1 + 17
r r
zatem b, <71 -y, <bpy1+1l,czyiO<7r-y, — b1 < L.
Pokazemy teraz, ze
n — b;
=1y =) (33)
=1

dlan > 0.Dlan = 1mamy y; =7 -yo — by =7 - (y — by /r). Zalézmy, ze wzér 3.3
jest prawdziwy dla liczby n. Wtedy

n
Yni1l =T Yn —bnpr =7 (Y=Y =) —bnp1 =

<

~
—

Ze wzoru 3.3 wynika, ze

i=1

Wiemy réwniez, ze 0 < y,, < 1, z czego wynika, ze lim,,_, f—" = 0, wigc

co koniczy dowdd. N

Przedstawiony dowdd tatwo mozna przerobié na algorytm. Oto kod funkcji, ktéra
wyznacza dokladnie kilkadziesiat pierwszych cyfr rozwinigcia dwéjkowego liczby
z€0,1):

void D2Bin(double x, int c[], int max)
{
int i=0;
while (i<max)
{
if (x<0.5)
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c[i] = 0;
else
clil=1;
X = X*2-c[i++];
}
}

Uwaga. Instrukcje if (x<0.5) c[i]=0; else c[i]=1; mozna zapisaé w sposéb nieco bardziej (C
zwarty, korzystajac z wyrazen warunkowych jezyka C. Sa to wyrazenia postaci

W1 ? W2: W3

ktére wylicza sig¢ nastgpujaco: obliczmy warto$é W1; jesli jest ona rézna od zera, to oblicza si¢
warto$¢ wyrazenia W2 i ona staje si¢ wartoscia catego wyrazenia; jesli W1 miato wartos¢ 0, to
oblicza si¢ warto$¢ wyrazenia W3 i ono staje si¢ wartoscia wyrazania. Zatem bardziej zwarta
forma zapisu instrukcji if (x<0.5) c[i]=0; else c[i]=1; jest

cli] = (x<0.5)?0:1;

Przyzna¢ musisz, ze jezyk C pozwala na bardzo zwigzte zapisywanie kodu!

Oto rozwinigcie liczby 7/2 w uktadzie dwéjkowym:

7
3= (111) x 271 = (1.11)9 x 273 = (1 + (0.11)5) x 273,

Liczba 1/10 ma nieskoriczone rozwinigcia dwdjkowe:
—=gtamtsmtas
czyli
% = (0.00011001100110011 ...)5 = (1.100110011...)s x 2%

Wiemy juz, ze liczby rzeczywiste z przedziatu [0, 1) mogg by¢ przestawione w
postaci nieskoriczonego ciagu 0.b1bobs . . ., gdzie by € {0, 1} dla wszystkich i. Jesli
b; = 0 dla wszystkich ¢ > n, to liczbg (0.b1b2bs . . .)2 zapisujemy prosciej, a miano-
wicie jako (0.b1b2b3 ... by, )2 1 wtedy

b 012" b 124 b, (b ba)a

(0bibabs .. bn)a =) o o o
=1

(3.4)

Reprezentacja zmiennopozycyjna

W chwili obecnej wigkszo$é komputeréw wykorzystuje standard IEEE ! z roku 1985
do reprezentowania liczb rzeczywistych. Bazuje on na rozwinigciach binarnych liczb
rzeczywistych. Zaledwie kilka typ6w komputerow stosuje rozwinigcia o podstawie
16. Powstaty réwniez ongi$ komputery stosujace tréjkowy uktad pozycyjny.

!nstitute for Electrical and Electronics Engineers
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Standard IEEE oparty jest na reprezentacji wyktadniczej liczb rzeczywistych. W
metodzie tej niezerowe liczby rzeczywiste zapisywane sa w postaci

+M x 107,

gdzie 1 < M < 10 oraz E jest liczba catkowita. Liczbg M nazywa si¢ czgScia zna-
czacg a E wyktadnikiem. Na przyklad, wyktadnicza reprezentacja liczby 365.25 jest
3.6525 x 102 a reprezentacja liczby 0.000123 jest 1.23 x 10~*. Kazda niezerowa
liczbe rzeczywista mozemy zapisa¢ w tej postaci. Przeksztalcenie liczby do repre-
zentacji wykladniczej polega na przeniesieniu kropki za pierwsza r6zng od zera cyfre.
Dlatego ta metoda nazywa si¢ metoda ,,ptywajacej kropki” (float point) lub bardziej
oficjalnie metoda zmiennopozycyjna. W komputerach podstawa 10 jest zastapiona
zwykle liczba 2, zatem liczby niezerowe maja reprezentacje

+M x 2F,
gdzie 1 < M < 2. Zatem czg$¢ znaczaca M ma rozwinigcie dwojkowe

M =1+ (0.bybabs .. ).

IEEE liczby pojedynczej i podwdjnej precyzji

IEEE liczby pojedynczego formatu - odpowiadajace najpewniej typowi float Twojego
kompilatora jezyka C - reprezentowane sa za pomoca 32 bitéw. Pierwszy bit jest bitem
znaku, nastgpne 8 bitéw reprezentuja wykladnik a pozostate 23 bity reprezentuja czgs$¢
Znaczaca:

znak | wyktadnik | czg$¢ znaczaca
b1 €1...€8 mi...Ma3

Znak plus jest reprezentowany przez zero a minus przez jeden. Dwie wartoSci wy-
ktadnika: 00000000 oraz 11111111 sa zarezerwowane dla specjalnych celéw. Dla
wszystkich pozostatych wyktadnikéw liczbg rzeczywista reprezentowana przez ten
ciag jest liczba rzeczywista

val(s, ?, m) — (71)5 X (1mm » .mm)g % 2(eeeeeeee)27127'

Przyjrzyjmy si¢ najpierw wyktadnikowi. Zauwazmy, ze (11111110)5 = 2+(1111111)9
=2 % (27 — 1) = 254 oraz, ze 254-127= 127. Zatem najwigksza mozliwa wartosci
wyktadnika jest liczba 127. Najmniejsza zas$ jest liczba (00000001)s - 127 = -126.
Najwigksza mozliwa do zapisania liczba jest

(1.11111111)5 x 2'%7 = (2 — 0.00000001) x 21?7 ~ 228 ~ 3.4 x 1038,
Najmniejsza mozliwa do zapisania liczba dodatnig jest
(1.00000000)5 x 27126 = 27126 5 1.2 % 10738,

IEEE liczby podwdjnego formatu - odpowiadajace najprawdopodobniej typowi
double Twojego kompilatora - reprezentowane sa za pomoca 64 bitéw:

znak | wyktadnik | czgs$¢ znaczaca
bl €1...€11 my...Ms2
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Podobnie jak dla liczb pojedynczej precyzji wartosci e = 00000000000 oraze=111111111111
sa zarezerwowane dla specjalnych celéw. Dla wszystkich pozostatych ciagéw okre-
§lona jest warto$¢

%
val(s, b, m) = (—=1)° x (Limm ... mm)y x 2(ccccecce)2—1023

Liczby tej postaci, to znaczy te w ktérych wykladnik jest rézny od 00000000000
oraz od 11111111111 nazywamy liczbami znormalizowanymi i na razie bedziemy
si¢ zajmowali tylko nimi. Latwo sprawdzié, ze najwigksza mozliwa wartoScia wy-
ktadnika jest liczba (11111111110)2 — 1023 = 1023 a najmniejsza wartoscia jest
(00000000001)5 — 1023 = —1022. Liczba 1 ma reprezentacje

1=(=1)%x (1.00...00)y x 2102371023 — 4,47(0,00111111111, 00 .. 00)
N —— | N——
11 52

Najwigksza mozliwa do zapisania liczba jest
(1.1...1)9 x 2102 = (2 - 0.0...01) x 21923 x5 21024 & 1.8 % 10308,
Najmniejsza mozliwa do zapisania liczba dodatnia jest
(1.0...0)p x 271022 = 971022 & 9 9 x 107308,

Zajmowac si¢ bedziemy od tej pory liczbami podwdjnej precyzji. Niech e bgdzie
najmniejsza liczbe podwdjnej precyzji wigksza od liczby 1. Epsilonem maszynowym
€ nazywamy liczbg e — 1. Jest nig wigc liczba

1
1.0000...001 x 2° — 1 = — ~2.22 x 1076
952
Zwréé uwage na to, ze liczby rzeczywiste, ktére moga byé wyrazone za pomoca liczb
podwdjnej precyzji sa dziurawe. Jesli przez DIEEE oznaczymy zbiér wszystkich
liczb, ktére moga by¢ wyrazone za pomoca liczb podwdjnej precyzji, to

2 3 252 1

7
W nastepnym przedziale dziury sa dwukrotnie wigksze:

6 2.252_9
1+ i

2 4
DIEEEN[2,4) = {2,2+ — 2 + s Lt o

9527 9527
Jeszcze ciekawiej wyglada sprawa w przedziale [2°2, 2 - 252 — 1):
DIEEE N [2527 253 _ 1) — {252, 252 + 1’ 252 =+ 2’ s 253 _ 1}

Dziury w tym przedziale sa szerokoSci 1. W nastgpnym przedziale sprawa wyglada
jeszcze gorzej:

DIEEE a [253’ 254 _ 1) _ {253, 253 4 2, 253 + 4’ . 254 o 1}
A z tego wynika, ze w arytmetyce IEEE podwdjnej precyzji zachodzi zaskakujaca

tozsamos¢:
253 | 1 _ 253
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Dokladno$é obliczen

Jak juz wiemy, te liczby rzeczywiste ktéry moga by¢ reprezentowane jako IEEE liczby
stanowia dyskretny podzbidr zbioru liczb rzeczywistych. Konsekwencja tego sa dwa
typy btedéw ktdére powstawac¢ moga w trakcie obliczen.

Pierwszy z nich to blad reprezentacji. Na przyktad, liczba % ma nastgpujace
rozwinigcie w uktadzie dwédjkowym:

1
3= 0.0101010101010101010101010. ..

Jesli ta liczba zostanie przedstawiona jako double, to w pamigci komputera bedziemy
mieli zapamigtany ciag

[0,00111111111,0101...01]

11 52
Poniewaz
1 1 1 1

52

wigc liczba 1/3 zapamigtana jest tylko w przyblizeniu. Jego btad wynosi (1/3) - €.
Warto pamigta¢ o tym, ze liczba 1/10 réwniez nie ma doktadnej reprezentacji w aryt-
metyce IEEE, gdyz

% = (0.00011001100110011... .)s.

Drugi rodzaj btedéw, to bledy operacji arytmetycznych. Wiemy juz, ze wyliczona
warto$¢ sumy dwéch zmiennych typu double nie musi by¢ réwna ich doktadnej sumie,
gdyz moze ona nie mie¢ doktadnej IEEE reprezentacji. Oznaczmy przez @, ©, ® i @
wyniki IEEE - dziatai arytmetycznych. Zgodnie z norma IEEE wzgledne btedy tych
dziatari nie moga by¢ wigksze od ¢, czyli

lt®y—x+y| < ,m,lx®y—x/y| <.
|z + | lz/y

Zatem
X X
x@y:x+y+§~(x+y),...,x®y:§+5~§

gdzie § jest pewna liczba zalezng od dziatania oraz argumentéw x i y taka, ze |6] < e.

Przyklad 3.4 Zatozimy, Ze chcemy rozwiqzac¢ uktad rownan

10.02 + 1.0y = 11
30z + 03y = 3.3

Jest to nieoznaczony uktad réwnan. Jednak jesli obliczmy wyznacznik gtowny tego
uktadu, czyli obliczymy det = (10.0 ® 0.3) © (3.0 ® 1.0) w arytmetyce IEEE to
otrzymamy liczbe —0.00000000000000011102, czyli liczbe rézng od zera!. Jest to
oczywiscie spowodowane btedami reprezentacji. Dalsze obliczenia za pomocq wzo-
row Cramera dadzq nam wynik x = —0.5 oraz y = 16. Widzimy wigc, Ze do roz-
wiqzywania uktadow réwnan liniowych powinnismy podchodzi¢ z duzq ostroznosciq.
Bezpieczng metodq bedzie zastosowanie nastepujqcego fragmentu kodu:
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det = A*E-D*B;
if (abs(det)<le-15)
{

printf{ "uktad jest przypuszczalnie nieoznaczony lub sprzeczny\n”);
return(0);

/

Doktadniejsza analiza problemu doktadnos$ci obliczen zapoznasz si¢ na zajgciach z
analizy numerycznej. Na razie zapamigtajmy, ze bledy dziatan arytmetycznych pro-
paguja si¢ na wyniki obliczeni wartosci ztozonych z nich funkcji. Warto pamigta o
nastepujacej przyblizonej regule stuzacej do szacowania btedéw:

f(@+6) = f(z) + %(z) )

Zalézmy, ze mamy dane trzy zmienne X, Y i Z. Wtedy
XeY)eZ=(X+Y)+ (X +Y)ix1v)DZ ~

(X+Y+2)+ (X +Y)ox1y +(X+Y +2)dx vy

Zatem btad obliczen wyrazenia (X @Y') @ Z mozna oszacowaé przez (2X +2Y +2)e.
Oto oszacowanie dla czterech zmiennych X, Y, ZiV: (3X +3Y +2Z + V)e. Z
oszacowan tych wynika nastgpujacy praktyczny i wazny wniosek:

Jesli masz wysumowac liczby aq, ..., a, z mozliwie duza precyzja, to
przed sumowaniem zadbaj o to aby a1 < as < ... < ay,.

A oto inna praktyczna wskazéwka:

Jesli masz wysumowac liczby aq, ..., a, 1 wiesz, ze koficowa suma be-
dzie znacznie mniejsza od najwiekszej liczby, to mozesz si¢ spodziewaé
powaznego bledu obliczen.

3.5 Liczby zespolone

Liczbg zespolong a + bi interpretowa¢ mozemy jako pary liczb rzeczywistych (a, b).
Jezyk nie posiada typu podstawowego, ktory stuzy do reprezentowania liczb zespolo-
nych. Jednak jezyk C posiada mechanizm definiowania obiektéw zlozonych z kilku C
zmiennych. Nazywaja si¢ one strukturami. Wykorzystamy go do samodzielnego zde-
finiowania liczb zespolonych. Rozpoczniemy od zdefiniowania struktury:

W bibliotece liczb zespolonych warto wprowadzi¢ nowy typ, ktéry mozna by na-
zwac¢ dcomplex za pomoca polecenia

typedef struct {
double r;
double i;

} dcomplex;

Zmienne wystgpujace w definicji struktury nazywamy skfadowymi struktury. Zmienne
typu dcomplex mozemy od tej pory deklarowaé w nastgpujacy sposéb:
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struct dcomplex X,Y,Z;

Mozemy réwniez w trakcie deklaracji zmiennej inicjalizowac ich wartosci. Na przy-
ktad

struct dcomplex X = {1.0,1.0};

stuzy do zadeklarowania zmiennej X i podstawieniu pod nig wartosci 1 4+ ¢. Do
odwotywania si¢ si¢ do okreslonej skladowej struktury postugujemy si¢ konstruk-
cja nazwa-struktury.sktadowa. Zatem podstawienie pod zmienng X typu complex
liczby 14i mozna by bylo zrealizowaé nastgpujaco:

Xr=1.0;
X.i=1.0;

Funkcje jezyka C moga zwracaé wartosci typu struktur. Mozemy wigc bez trudu
napisac¢ funkcje, ktéra bedzie stuzyta do dodawania oraz mnozenia liczb zespolonych.
Musimy w tym celu przypomnieé¢ sobie podstawowe wzory: (a + bi) + (¢ + di) =
(a+c¢)+ (b+d)ioraz (a+ bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i:

dcomplex Cadd(dcomplex a, dcomplex b)
{

dcomplex c;

c.r =ar+b.r;

c.i=a.i+b.i;

return c;

}

dcomplex Cmult(dcomplex a, dcomplex b)
{

dcomplex c;

c.r = ar*b.r -a.i*b.i;

c.d = a.i*b.r +a.r*b.i;

return C;

}

W podobny sposéb bez wigkszego trudu mozna napisaé pozostate funkcje stuzace
do operowania na liczbach zespolonych: odejmowanie, sprzgzenie, modul, dzielenie.
Narzucajaca si¢ metodg wyznaczenia modutu liczby zespolonej  + iy za pomoca
wzoru sqrt(x*x+y*y) mozna zastapic¢ nieco bardziej doktadna. Otéz analiza bledéw
dziatan pokazuje, ze jesli IxI>lyl>0 to bardziej doktadny wynik otrzymamy korzystajac

ze wWzoru
. Y
lle +dyl] = |z] -4 /1+ (7).

W bibliotece liczb zespolonych warto wprowadzi¢ nowy typ, ktéry mozna by nazwad
dcomplex za pomoca polecenia

typedef struct {double r,i;} dcomplex;
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3.6 Cwiczeniaizadania

Cwiczenie 3.1 Napisz program, ktory wyswietla minimalne i maksymalne zakresy
wszystkich podstawowych typow zmiennych.

Cwiczenie 3.2 Zbadaj zachowanie sig funkcji S (x) = z+1dla xze zbioru {INT_MAX-
10,..., INT_MAX+10} dla typu int. Zbadaj zachowanie sig tej funkcji dla zmiennych
typu unsigned int dla x=UINT_MAX.

Cwiczenie 3.3 Napisz procedure stuzqcq do znajdowania rozwinigcia zadanej liczby
naturalnej reprezentowanej jako unsigned long w uktadzie o zadanej postawie d.
Mozesz zatozyé, ze d € {2,3,...,16}

Cwiczenie 3.4 Napisz procedure stuiqcq do przeksztatcania ciqgu znakow reprezen-
tujqcego liczbe w uktadzie o podstawie d na typ unsigned long. Mozesz zatozy¢, Ze
de{2,3,...,16}

Cwiczenie 3.5 Napisz funkcje wyznaczajacq czterdziesci pierwszych cyfr rozwiniecia
liczby x € [0,1) w uktadzie o zadanej podstawie r > 1.

Cwiczenie 3.6 Przerdéb algorytm wyznaczania sita Erastotenesa tak aby pracowat
on na pojedynczych bitach, czyli tak aby do reprezentacji jednej liczby naturalnej
wykorzystywat tylko jeden bit.

Cwiczenie 3.7 Napisz program ktory wyznacza wartoSci wyraZenia arytmetycznego
27 —Txa8+21%a% —35x2* +35% 23 — 2122+ 7Txx—ldlax = 0.096 . ..1.004
z krokiem 0.0001. Zapisz wyniki do pliku, wczytaj je do arkusza kalkulacyjnego i
narysuj przyblizony wykres funkcji zdefiniowanej tym wyrazeniem. Porownaj go z
wykresem funkcji y = (x — 1)7.

Cwiczenie 3.8 Napisz bibliotekg funkcji obstugujqcych liczby zespolone. Za pomocq
procedur z tej biblioteki rozwiqz uktad rownan liniowych

{(1—|—i)w + (2-i)z = 2-2i
l1—-dw + (B—-14)z = 3+3i

Cwiczenie 3.9 Napisz funkcje do konwersji liczb zapisanych w notacji rzymskiej na
liczby typu unsigned int oraz funkcje wykonujqcq przeksztatcenie odwrotne. Mozesz
ograniczyc¢ sig do liczb z zakresu 1 - 10000.

Cwiczenie 3.10 Napisz funkcje do zamiany kqta wyraZonego w stopniach, minutach
i sekundach na radiany. Napisz odwrotng funkcje.

Zadanie 3.1 Udowodnij wzor

pr—1
p—1

L+p+p°+...+p" ' =

Zadanie 3.2 Niech p, q i v bedq zmiennymi zdaniowymi. Przez @ oznaczamy alter-
natywe wykluczajqcq. Pokaz, Ze p ® q <> ¢®p, (p@q) ®r <> pd(¢dr)i
(P®q) @ g p
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Zadanie 3.3 Zapisz swoj wiek, liczbe 2003 w uktadzie dwojkowym i szesnastkowym.
Oszacuj iloS¢ cyfr potrzebnych do zapisania danej liczby n w uktadzie dwojkowym i
szesnastkowym.

Zadanie 3.4 Przypomnij sobie cechy podzielnosci przez liczby 2, 5, 10, 3 i 9 w ukta-
dzie dziesietnym. Wyznacz cechy podzielnosci przez liczby 2, 4, 8, i 3 w uktadzie
dwdjkowym.

Zadanie 3.5 Pokaz, Ze jesli X i Y sq zbiorami skoriczonymi o tej samej ilosci elemen-
tow oraz niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem ,,na”, to wtedy f jest odwzorowa-
niem roznowartosSciowym.

Zadanie 3.6 Pokaz, Ze jesli zbior X ma n elementow, to zbior P(X) ma 2™ elemen-
tow.

Zadanie 3.7 Zbuduj tabliczki dodawania i mnoZenia dla 3 bitowych liczb catkowitych
ze znakiem.

Zadanie 3.8 Znajd? samodzielnie (na kartce papieru) rozwinigcie liczby 1/3 w ukta-
dzie dwojkowym.



Rozdzial 4

Podstawowe metody

W rozdziale tym oméwimy kilka metod i narzedzi ktére stosowane sa przy projek-
towaniu algorytméw: techniki rekurencyjne, przeszukiwanie z nawrotami, metodg
»dziel i rzadZ”, programowanie dynamiczne, wykorzystanie stoséw, automaty skon-

czone i systemy przepisujace.

4.1 Rekursja

Rekursja nazywamy metode specyfikacji procesu w terminach definiowanego pro-
cesu. Doktadniej méwiac, ,,skomplikowane” przypadki procesu redukowane sa do
,prostszych” przypadkéw. Statymi sktadnikami metod rekurencyjnych sa okreSlenie
warunku zatrzymania, oraz okreslenie metody redukcji problemu do prostszych przy-
padkéw.

Jednym z przyktadéw rekursji sa rekurencyjnie definiowane funkcje.

Przyklad 4.1 Klasycznym przyktadem funkcji zdefiniowanej rekurencyjnie jest silnia.
Przypomnijmy, Ze dla liczb naturalnych n okreslamy n! = 1-2 - ... - n. Najprostszy
program do wyznaczania tej funkcji moze byc¢ oparty o petle. Jesli jednak zauwazymy,
ze 0! = 1 oraz, ze n! = n - (n — 1)\, to moZemy napisa¢ nastepujqcaq funkcje

int Silnia(int n) { return(n?n*Silnia(n-1):1); }

Jezyk C pozwala na definicje rekurencyjne - w ciele funkcji moze wystapi¢ odwo-
fanie do jej samej. Nie wszystkie jezyki programowania na to pozwalaja.

Rekurencyjne rozwigzywanie zadan polega na zredukowaniu ich do zadan prost-
szych i okresleniu warunkéw zatrzymania. W przypadku funkcji Silnia zadanie dla
liczby n zostato zredukowane do zadania dla n — 1. Warunkiem zatrzymania jest
n = 0. Nastgpujace twierdzenie z Teorii Mnogosci uzasadnia poprawnos$¢ najprost-
szej formy definicji rekurencyjnych:

Twierdzenie 4.1 Niech X bedzie dowolnym zbiorem, Zatoimy, ze a € X oraz F' :
X — X. Ismieje wtedy doktadnie jedna funkcja g : N — X taka, ze g(0) = a oraz
(vn e N)(g(n+1) = F(g(n))).

Rekursjg mozna stosowac nie tylko do definiowania funkcji. Mozna ja stosowac
do rozwiazywania probleméw. W tym przypadku metoda polega na redukcji ztozo-
nego problemu na problemy prostsze.

60
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Przyklad 4.2 (Wieze z Hanoi) Mamy trzy patyki ponumerowane liczbami 1, 2 i 3
oraz n krqzkow. Krazki sq roinych rozmiarow. Poczatkowo wszystkie krqzki na-
wleczone sq na pierwszy patyk w malejqcej kolejnosSci: najwigkszy lezy na dole a
najmniejszy na samej gorze. NaleZy je przestawi¢ na trzeci patyk przestrzegajqc na-
stepujqcych dwoch regut: wolno przektadac tylko jeden krqzek w jednym ruchu, nigdy
wigkszy krazek nie moze zostacé potoZony na mniejszym krazku.

Zadanie to jest oczywiscie banalne, jesli n = 1. Wtedy wystarczy przenies krqzek
z pierwszego patyka na trzeci patyk. Rozwiazanie catego zadania stanie sig jasne, jeSli
zauwazmy, zZe jesli potrafimy przenies¢ n krqzkow z patyka i na patyk j, to potrafimy
zadanie to rozwiqzac¢ dla n + 1 krqzkow: oto strategia:

wyznacz wolny patyk; przenieS gorne n krqzkow z patyka i na wolny pa-
tyk, nie ruszajqc najwigkszego krqzka; przenies najwigkszy krqzek na pa-
tyk j-ty; przenies gorne n krqzkow z wolnego patyka na patyk j-ty

Oto jak te strategie mozemy zamienic¢ na program:

void Hanoi(int n, int skad, int dokad)
{
int wolny;
if (n==1) printf{”%d » %d”,skad,dokad);
else {
wolny = 6 - (skad + dokad);
H(n-1,skad,wolny);
printf{”%d » %d”,skad,dokad);
H(n-1,wolny,dokad);

Uwaga. Problem Wiez z Hanoi wymyslit Edouard Lucas w roku 1883. Wedtug legendy ktéra
wtedy opowiedzial, w pewnej hinduskiej Swiatyni mnichowie przektadaja bez przerwy uktad 64
krazkéw zgodnie z regutami Wiez z Hanoi. Po zrealizowaniu zadania §wiat ma si¢ zakonczy¢.
Nie wiadomo, czy Lucas sam wymyslit te legendg, czy tez ja ustyszal.

Niech H(n) oznacza ilos¢ operacji przeniesienia krazka, ktéra wykonuje nasza procedura
dla konfiguracji n krazkéw. Oczywiscie H(1) = loraz H(n+ 1) = H(n) + 1+ H(n) =
2H (n) + 1. Zajmiemy si¢ teraz wyznaczeniem wzoru na H (n). Wypiszmy kilka pierwszych
wartosci:

H(1) = 1

H(2) = 2H(1)+1

H(3) = 2H(2)+1

H(4) = 2H@3)+1

Pomnézmy pierwsza réwnos¢ przez 8, druga przez 4 a trzecia przez 2. Otrzymamy

8H(1) = 8
4H(2) = 8H(1)+4
2H(3) = 4H(2)+2

H(4) = 2H3)+1

Po zsumowaniu wszystkich réwnosci otrzymamy

H4)=14+24+4+8=1+2+24+2°=2" 1,
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co powinno nam nasuna¢ nastgpujaca hipoteze: (Vn > 0)(H(n) = 2™ — 1). Jest ona praw-
dziwa, co tatwo mozemy sprawdzi¢ indukcja matematyczna.

Definicje rekurencyjne stosowa¢ mozna réwniez do funkcji wielu zmiennych. Oto
przyktad znanej funkcji dwdch zmiennych o bardzo prostej definicji ktéra jest bardzo
trudna do obliczenia nawet dla stosunkowo matych wartosci parametréw.

Przyklad 4.3 Funkcjq Ackermana nazywamy funkcje dwoch zmiennych naturalnych
zdefiniowanq wzorem

m+1 : n=0
A(n,m) =< An-1,1) :m>0Am=0
An—1,Aln,m—-1)) : n>0Am>0

Niewlasciwe uzycie rekursji

Piszac procedurg rekurencyjng musimy zadbaé o to aby przy kazdym dopuszczalnym
zestawie parametréw wejSciowych zatrzymywata si¢ ona po skoniczonej ilosci kro-
kéw. Nastepujaca funkcja

int R(int n){return(R(n-1));}

mimo iz jest poprawna pod wzgledem skiadniowym, to jest rozbiezna dla kazdego
parametru wejsciowego n. Nie ma ona okreslonego zadnego warunku zatrzymania.

Rozwazymy teraz drugi rodzaj niewlasciwego uzycia rekursji. Zalézmy, ze chcemy
wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika Newtona

(1) = o

korzystajac z dobrze znanej réwnosci Pascala

n\ (n-—1 n n—1

k) \k—1 k)’
oraz z dwoch dodatkowych wzoréw (8) = (Z) = 1. Pomyst ten prowadzi do naste-
pujacego kodu:

long NewtonO(int n, int k)

{
return((k==0)ll(k==n)?1:NewtonO(n-1,k-1)+Newton(n-1,k));

}

Przyjrzyjmy sie jednak, jakie obliczenia beda wykonywane przez tak zaprogra-
mowang funkcje dla parametréw (7,4):

(1) =46 G}~ {{G) CHE)-(O} -
WO G ()1 1 GG ()

Widzimy, ze pewne obliczenia powtarzaja si¢ wielokrotnie. A efektem tego jest bar-
dzo duza ztozono$¢ obliczeniowa zaprojektowanej procedury.
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Metoda rekursji jest najbardziej efektywna jesli uda si¢ nam roztozy¢ zadanie na
kilka catkowicie niezaleznych zadaii. A w tym przypadku tak nie jest. Po chwili
zastanowienia zauwazymy pewnie, ze postuzy¢ si¢ mozemy trochg innym wzorem:

ny (n-—1 n
k) \k—1) k’
ktéry prowadzi do nastgpujacego kodu

long Newton(int n, int k)
{

return((k==0)ll(k==n)?1:(NewtonO(n-1,k-1)*n)/k));
}

o ztozonosci obliczeniowej O(n).

4.2 Przeszukiwanie z nawrotami

Czesto spotykanym problemem jest znajdowanie wszystkich potencjalnych rozwiazan
zadanego problemu. W niektdérych sytuacjach, na przyktad w zadaniach znalezienia
drogi w labiryntach, nie znamy prostej metody wySwietlenia rozwigzania. Natural-
nym sposobem moze by¢ wtedy tylko metoda préb i btgdow.

Przyktad 4.4 (Problem Hetmanow) Przyjrzymy sie teraz znanemu problemowi, ktéry
polega na znalezieniu takich rozstawieni oSmiu hetmanow na szachownicy rozmiaru
8 x 8 tak aby Zadne dwa z nich nie atakowaty si¢ nawzajem. Hetmany nawzajem nie
atakujqce sig muszq sta¢ w roznych kolumnach, tak wigc do reprezentacji potoZenia
hetmandw mozemy uzywad tablicy H[1..8] liczb ze zbioru {1, . .. ,8}. Problemem tym
zajmowat sig juz zajmowat si¢ Gauss.

#define Abs(A) ((A)>0?(A):-(A))
// Polozenia hetmanow pamietane sa w komorkach X[1...8]

void Het(int X[ ],int k, int *licznik)
//Zakladamy, ze X[1] ... X[k] sa juz wyznaczone
{
int i,j,OK;
if (k==8)
{
(*licznik)++;
drukuj rozwiazanie;
return;
/
for (i=1;i<=8;i++)
{
OK= TRUE;
for (j=1;j<=k;j++)
OK = OK && (X[j] I= i) && (Abs(X[j]-i) I= k+1-j);
if (OK)
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{
X[k+1]=1i;
Het(X, k+1,licznik);
}
/
return,

}

Procedure Het wywotujemy nastgpujqco:

int main() {
int X[9],Licznik=0;
Het(X,0,&Licznik),
/

4.3 Dzielirzadz

Metode rozwiazywania probleméw "dziel i rzadZ"(divide et impera) zastosowana zo-
stala podobno po raz pierwszy przez Juliusza Cezara do rozwigzywania probleméw
politycznych. W informatyce oznacza ona rozbicie zadania na mniejsze podzadania
i po ich rozwigzaniu zsyntezowania rozwiazania catego zadania z rozwiazan mniej-
szych podzadan. Doktadniej méwigc metoda ta sktada si¢ z nastgpujacych krokow:

1. dzielenie: podziat zadania na kilka podzadan
2. rzadzenie: rozwiazanie wszystkich podzadan

3. scalenie: ztaczenie rozwiazan podzadan w rozwiazanie catego zadania

Przyklad 4.5 (Minimalne i maksymalne elementy) Wyszukiwanie najmniejszego ele-
mentu z danej tablicy liczb nie sprawia zZadnego ktopotu. Mozna go zrealizowac za
pomocq petli

wmin = tab[0];

for (i=1;i<n;i++)

if (tab[i]<wmin)
wmin = tab[i];

W procedurze tej wykonalismy n — 1 poréwnan. Podobnie do wyszukania elementu
maksymalnego potrzebujemy n — 1 poréwnan. Proces jednoczesnego znalezienia ele-
mentu najmniejszego i najwigkszego zrealizowac potrafimy wigec za pomocq 2n-2 po-
rownan. Czy nie mozna jednak tego zrobi¢ lepiej?

Zatoimy, e mamy znaleZé¢ minimalne i maksymalne wartosci z tablicy rozmiaru
2™, Niech T(n) oznacza ilos¢ potrzebnych do tego celu poréwnarn. Jeslin = 1 to do
tego celu wystarczy nam jedno poréwnanie, zatem T(2)=1. Zatozmy teraz, ze mamy
dang tablice A dtugosci 2n. Za pomocq T(n) poréownan mozemy wyznaczy¢ mini-
mum a1 i maksimum by z A[1..n] oraz za pomocq tej samej liczby poréwnari mozemy
wyznaczy¢ odpowiednie wartosci as i by 7 tablicy A[n + 1..2n]. Jesli a; < ag to
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minimalng wartosci jest a1 a w przeciwnym przypadku jest niq as. Podobnie, jesli
b1 > be, to maksymalng wartosciq jest by a w przeciwnym wypadku jest niq bs. Zatem

T(2n) =2-T(n) + 2.

Latwo sprawdzi¢ metodq indukcji matematycznej, Ze dla n bedacych potegami dwdajki
mamy T(n) = 3n — 2. Czary mary: 3n —2 < 2n — 2.

Do analizy zlozonosci obliczeniowej rozwazanych dalej algorytméw wiele razy
stosowac bedziemy nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.2 (Master Theorem) Zatozmy, a,b sq liczbami dodatnimi oraz ¢ do-
datniq liczbq naturalng, ze T jest funkcjq, ktora dla poteg liczby c¢ spetnia rownanie

b :n=1
T(n)_{aT(Z)—i—bn con>1

Wtedy dla liczb naturalnych n bedacych potegami liczby ¢ mamy
1. jeslia < ctoT = O(n),
2. jeslia =ctoT = O(nlog(n)),
3. jeslia > ctoT = O(n'o8: ),

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze

dla wszystkich n € N. Dla n = 0 réwno$¢ ta jest spetniona. Zatézmy, ze jest
prawdziwa dla liczby n Wtedy

n

Tn+1:Tn bn+1: bn gi bn+1:
(") = aT(c") +be a(CZ(C))+C

=0
b n+1(g = (g)z 4 1) =b n+1 n+1(g)i
C c E - = 0C E B .
1=0 =0

Zauwazmy teraz, ze jesli k = c” ton = log, k. Zatem dla liczb k ktére sa potegami

liczby ¢ mamy
log. k

T(k) = bk ) (=)

a

Jesli a < cto szereg Y ;= (2)" < oo wiec wtedy T'(k) = Ck dla pewnej state]
C'. To pokazuje punkt (1). Jesli a = ¢ to Zi‘fgk(%)i = log, k + 1, wiec T'(k) =
bk(log.k + 1), awigc T = O(klog k), co pokazuje punkt (2). Jesli a > ¢, to

(g)logC k+1 _ 1 a

T(k) = bk ~ Ck(=)"08F = Clclose(a/) o8k — pplose(a)

e 1 c O
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Sortowanie przez scalanie

Sprébujmy zastosowaé podobna metode do problemu sortowania. Zatézmy wigc, ze
mamy dang tablice liczb A[l..p]. Podzielmy ja na dwie tablice A[l..s], Als + 1..p],
gdzie s = [(1,,)/2], 1 posortujmy je niezaleznie od siebie niezaleznie. Po wykona-
niu tych czynnosci scalimy dwie posortowane tablice w jedna tablicg. Bedziemy to
czynili tak: bedziemy mieli pomocnicza tablicg Rob; ustalimy trzy indeksy i=l, j=s+1
oraz k=0; jesli a[i]<a[j] to wykonamy podstawienie Rob[k]=a[i], zwigkszymy i oraz
k o jeden; jesli jesli a[i]>=a[j] to wykonamy podstawienie Rob[k]=a[j], zwigkszymy
j oraz k o jeden; wykonywac to bedziemy tak dlugo, az ¢ = s V j = p; na koniec,
jesli co§ nam zostanie w tablicy A[l,s], to dodamy do Rob i jesli co§ nam zostanie w
tablicy A[s+1,p] to dodamy to do Rob; na koniec skopiujemy zawartos¢ tablicy Rob
do A[l.p]. Oto kod procedury:

#define MAX 1000000
int Rob[MAX];

void SortC(int A[], long 1, long p)
{
long i,j,k,s;
if (I==p)
return;
s = (I4+p)/2;
SortC(A,Ls);
SortC(A,s+1,p);
//scalanie
i=1;
j=s+1;
k= 0;
while ((i<=s) && (j<=p))
if (A[il<A[j])Rob[k++]=A[i++];
else Rob[k++]=A[j++];
while (i<=s) Rob[k++]=A[i++];
while (j<=p) Rob[k++]=A[j++];

for (i=1,j=0;i<=p;i++,j++)
Ali]=Rob[j];
HISortC

Przeanalizujmy ilo$¢ poréwnari i podstawieri C'(n) tej procedury dla tablicy rozmiaru
n. Zatozymy przy tym, dla uproszczenia, ze n jest potega liczby 2. Mamy oczywiscie
C(1) = 0 oraz C(2n) = 2C(n) + Dn dla pewnej statej D. Z Master Theorem otrzy-
mujemy natychmiast nastepujacy wniosek: C = O(nlInn) dla n bedacych potegami
dwdjki. Wynik ten tatwo mozna rozszerzyé na dowolna liczbe n: jesli mianowicie n
nie jest potega dwéjki, to zwigkszymy jej rozmiar do najblizszej liczby m postaci 2% i
dodamy na koniec elementy wigksze od wszystkich elementéw z oryginalnej tablicy.
Taka liczba m istnieje zawsze w przedziale [n, 2n — 1), wigc na pewno jest mniejsza
od 2n. PokazaliSmy zatem twierdzenie:

Twierdzenie 4.3 Tablice rozmiaru n mozna posortowaé za pomocq O(nlogn) po-
rownarn i podstawien.
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Pokaza¢ mozna, ze kazda metoda sortowania za pomoca poréwnywania elemen-
téw musi mie¢ ztozono$¢ obliczeniowa rzedu O(nlogc). Matoda sortowania przez
scalanie jest wigc optymalna, z doktadnoscia do statej, pod wzgledem ilosci porow-
nan.

Wada oméwionej metody sortowania przez scalanie jest korzystanie z dodatkowej
tablicy Rob. Mozna ja wyeliminowaé. Ale nie bedziemy tego omawiali w tej ksiazce,
gdyz zapoznasz si¢ z nimi na wyktadach z ,,Algorytmoéw i Struktur Danych”. Zamiast
tego oméwimy inna metodg sortowania, ktdrej przecigtny czas dzialania jest rzedu
O(nlogn), lecz niestety, najgorszy czas jest rzgdu O(n?). Nazywa si¢ ona metoda
szybkiego sortowania.

Algorytm mnozenia Karatsuby

Powr6émy do zadania mnozenia bardzo dhugich liczb catkowitych. W rozdziale 2.1
oméwilismy klasyczna, szkolng metode, ktéra dziata w czasie O(N 2), gdzie N ozna-
cza liczbe cyfr. Oméwimy teraz szybsza metodg, wymyslong przez Karatsubg w roku
1962. Zat6zmy, ze chcemy pomnozy¢ dwie dlugie liczby « i y catkowite zapisane w
uktadzie o podstawie 10. Zalézmy, ze obie liczby maja parzysta liczbe n = 2m cyfr
(jesli nie, to dodajmy zera z ich lewej strony). Mozemy je zapisaé w postaci

z=10"" 21 + 22,y = 10" - y1 + 2.
gdzie wszystkie liczby x1, T2, Y1, Y2 sa juz m-cyfrowe. Wtedy
z -y =10""z1y1 + 10™ (212 + Tay1) + T2y,

wigc powinni§my umie¢ szybko wyznaczy¢ liczby x1y1, 1y2 + x2y1 and xzoys. Mu-
simy wigc umie¢ wyznaczy¢ cztery iloczyny liczb mniejszych. Karatsuba zauwazyl,
ze mozna to wykonac za pomoca tylko trzech mnozen. Niech bowiem A = x1y1,
B = 2oy, oraz C = (z1 + 22)(y1 + y2). Wtedy liczbg z1y2 + x2y; mozna wyliczy¢
z liczb A, B i C' za pomoca dodawania i odejmowania:

C - (A+B) = T1Y2 +£L’2y1.

Aby wyznaczy¢ produkty liczb m-cyfrowych mozna zastosowac rekurencyjnie ten
sam trik. Niech T(n) oznacza czas potrzebny do pomnozenia dwéch n - cyfrowych
liczb metoda Karatsuby. Wtedy

T(n) < 3T(g) +b-n.
dla pewnej stalej b.

Twierdzenie 4.4 Algorytm Karatsuby dziata w czasie O(n'°823).

Dowdd. Na mocy twierdzenia 4.2 jesli funkcja T spetnia réwnanie T'(n) = 3T(%) +
b-n,toT(n) = O(n'°%23) dla liczb n bedacych potega liczby c. O

Zauwaz, ze logy 3 = }Z%g‘;’ ~ 1.585, zatem n'°823 = o(n?). Algorytm Karat-

suby jest wigc znacznie szybszy od prostego ,,recznego”’ algorytmu omawianego w
rozdziale 2.1. Znane sg jeszcze szybsze metody mnozenia duzych liczb naturalnych.
Algorytm Schonhage - Strassen z roku 1972 dziata w czasie O(n log(n) log(log(n))).
Wykorzystuje on stosunkowo zaawansowane narzg¢dzia matematyczne, a mianowicie
transformacje Fouriera.
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4.4 Dynamiczne programowanie

4.5 Stosy

Techniki rekurencyjne, metoda dziel i rzadZ, przeszukiwanie z nawrotami oraz pro-
gramowanie dynamiczne sa metodami konstruowania algorytméw. Oméwimy teraz
jeden ze standardowych sposobéw realizacji algorytméw. Jest nig narzedzie zwane
stosem. Wyobrazamy go sobie jako liste obiektéw jednego typu. Do listy tej mozemy
dodawacé obiekty, ale tylko na jej koniec. Mozemy pobierac obiekty, ale tylko z jej
korica. Stos mozemy zapyta¢ réwniez o ostatni element oraz ilo§¢ umieszczonym w
nim obiektow.

Przyklad 4.6 (Prosty interpretator)

#define OR(A,B) (A)>(B)?(A):(B)
#define AND(A,B) (A)>(B)?(B):(A)
#define NOT(A) 1-(A)

#define MAX_STOSU 100
int iISTOS[MAX_STOSU];
int iPOZYCJA = 0;

void ilnit()
{

iPOZYCJA = 0;
/
void iPush(int X)
{

if (iPOZYCJA>=0)
iSTOS[iPOZYCJA++]=X;
/
int iPop()
{ if iIPOZYCJA>=0)
return(iSTOS[—iPOZYCJA]);
else
return(-1);

}

int Calc(char S[],int X[])
{
int i,dl,a,b;
di= strlen(S);
for (i=0;i<dl;i++)
{
switch (S[i]){
case 'p’: iPush(X[0]);break;
case ’q’: iPush(X[1]);break;
case 'r’: iPush(X[2]);break;
case ’s’: iPush(X[3]);break;
case 't’: iPush(X[4]);break;
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case '+’: a=iPop(); b=iPop();iPush(OR(a,b));break;
case "*’: a=iPop(); b=iPop();iPush(AND(a,b)),;break;
case ’-’: a=iPop(); iPush(NOT(a));break;
default :
/
/
return(iPop());

}

Oto sposob uzycia powyzszych funkcji.

int main()
{
char S[] = "pqr**"; // S= p*(q*r)
int X[5];
for (int i=0;i<2;i++)
for (int j=0,j<2;j++)
for (int k=0;k<2;k++)

{

X[0]=i; X[1]=j;X[2]=k;

ilnit;

printf("%d %d %d ::: %d\n",ijk Calc(S,X));
/

/

4.6 Automaty skonczone

Automaty skorficzone sg zarazem bardzo prostym jak i bardzo ogélnym urzadzeniem
liczacym. Rozpoczniemy od formalnego opisu tych obiektow.

Definicja 4.1 Automatem skoriczonym nazywamy A = (A, X, «, (8, a), gdzie A jest
niepustym zbiorem zwany zbiorem stanow,Y. jest niepustym zbiorem zwanym alfabe-
tem,a: AXY > A B:AxY—=Yia€e A

TUTAJ BEDZIE PRZYKLAD

4.7 Systemy przepisujace

Definicja 4.2 Systemem przepisujqcym nazywamy strukture S = (X, R), gdzie X
Jjest niepustym zbiorem za$ R jest binarnq relacjq na zbiorze X.

Niech § = (X, R) bedzie systemem przepisujacym. Element x € X nazywamy
terminalnym, jesli nie istnieje y € X taki, ze (z,y) € R. Elementy relacji R nazy-
wamy regulami przepisywania.

Pojecie systemu przepisujacego jest bardzo ogélne. W praktyce stosuje si¢ tylko
takie systemy, dla ktérych nie istnieje nieskoriczony ciag xo, x1, 2, . . . taki, ze (Vn)((zn, Xn11) €
R).



ROZDZIAL 4. PODSTAWOWE METODY 70

T uprosc(T x)
{
x = x0;
while (!Terminal(x))
{ znajdz y t.ze (z,y) € R;
X=Yy;
}

return(x); }

Przyklad 4.7

4.8 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 4.1 Napisz rekurencyjny program, ktory wyznacza sume liczb zawartych
w tablicy bez uzycia petli.

Cwiczenie 4.2 Napisz program, kiéry za pomocq [22] + 1 poréwnari wyznacza jed-
noczesnie minimalng i maksymalng wartos¢ z zadanej tablicy n liczb rzeczywistych.

Cwiczenie 4.3 Korzystajqc z tego, ze ' = x, 22" = (2)2 oraz x2"+! = (z")2 - &
napisz rekurencyjng wersje funkcji double intpower(double x, int n) ktéra wyznacza
liczbe x". Oszacuj liczbe mnoZeri ktore wykonuje ta funkcja.

Cwiczenie 4.4 Napisz program, ktory za pomocq scalania sortuje tablice losowych
liczb naturalnych. Porownaj tempo jej dziatania z procedurq sortowania przez wsta-
wianie.

Cwiczenie 4.5 Oszacuj dla jakich liczb n wszystkie liczby ). (1), --- (%) sq mniej-
sze od 2%%. Napisz rekurencyjng i nierekurencyjng wersje programu ktéry wyznacza
liczby (300), (310), .. (28) Wezytaj wygenerowane liczby do arkusza kalkulacyjnego i
narysuj wykres zaleznosci k — (3,? )

Cwiczenie 4.6 Napisz funkcje strMatch, ktora ustala zgodnoS¢ wzorca 7z taricuchem.
Znak ’?’ we wzorcu oznacza zgodnosé z dowolnym innym znakiem, znak ’*’ oznacza
zgodnoS¢ z dowolnym, réwniez pustym, taricuchem, znak rézny od °?’ i **’ oznacza
zgodnos¢ tylko z samym sobq. Na przyktad, strMatch(”*.doc”,s) ma zwraca¢ TRUE
wtedy i tylko wtedy, gdy napis s jest postaci ”xxxxx.doc” oraz strMatch(”a???”,s) ma
zwracaé TRUE wtedy i tylko wtedy, gdy s ma dtugos¢ 4 i zaczyna sig od litery ’a’.

Cwiczenie 4.7 Wyznacz takq sekwencje ruchow skoczka szachowego na szachownicy
o rozmiarach 8 x 8, ze kaZde pole szachownicy jest odwiedzone doktadnie jeden raz.

Cwiczenie 4.8 Napisz procedure, ktora generuje wszystkie permutacje skoriczonego
zbioru {1,2,...,n}.

Cwiczenie 4.9 Napisz procedure, ktora znajduje wszystkie podzbiory k - elementowe
zbioru {1,2,...,n}.
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Cwiczenie 4.10 Napisz program, ktory wcezytuje formute rachunku zdan zapisang w
notacji polskiej, zbudowanq ze zmiennych zdaniowych p, q, 1, s, t, drukuje jej tablice
zero-jedynkowaq i i sprawdza, czy jest ona tautologiq.

Zadanie 4.1 Jaka jest moc zbioru wszystkich permutacji zbioru {1,...n}?

Zadanie 4.2 Jaka jest moc zbioru wszystkich k elementowych podzbioréw zbioru n
elementowego?

Zadanie 4.3 Pokaz, 7e 2™ — 1 ruchow jest konieczne i wystarczajqce do rozwiqzania
problemu wiez z Hanoi

Zadanie 4.4 Pokaz, ze funkcja Ackremana jest poprawnie zdefiniowana. Wyznacz
wartosci funkcji Ackremana dla matych wartosci parametrow.



Rozdzial 5

Granice obliczalnosci

unsigned int main()
{
unsigned int n;
scanf ("%d", &n);
if (U(n,n)==1) {while (1) do;};
else return(1);

W rozdziale tym zajmiemy si¢ dotarciem do granic informatyki - zajmiemy si¢
znalezieniem naturalnych przyktadéw zagadnien, ktdre nie sg algorytmizowalne.

W rozdziale tym zatozymy, ze mamy do dyspozycji super-komputer, w ktérym
mozemy postugiwac si¢ liczbami naturalnymi dowolnych rozmiaréw. Postugiwac sig
bedziemy pewnym wariantem jezyka C, ktéry oznaczymy symbolem CN. W jezyku
tym postugiwaé si¢ mozna tylko jednym typem zmiennych podstawowych unsigned
int, przy czym nie musimy si¢ troszczy¢ o rozmiar przechowywanych w tych zmien-
nych danych - moga to by¢ liczby naturalne dowolnych rozmiaréw.

Zaktadaé bedziemy réwniez, ze nasz super-komputer dysponuje kompilatorem jeg-
zyka CN. Zatozymy, ze jeSli w trakcie wykonywania jakiego§ C" programu nastapi
dzielenie przez zero, to wykonywanie programu ulegnie przerwaniu i jako jego wynik
dzialania pojawi sig liczba zero.

5.1 Funkcje obliczalne

Rozwazaé bedziemy pewna ograniczona klase programéw w jezyku CV, ktére nazy-
wac bedziemy C,, programami (gdzie n € N\ {0}). Gtéwna funkcja w tym progra-
mach musi mie¢ postaé

unsigned int main()

{
unsigned int x1,...,xn;
scanf ("%d ... %d", &x1,...,&xn);
printf("%d" f(x1,. .. ,xn));
return(0);

}

Symbolem f : N™ — N oznaczaé bedziemy to, ze f jest funkcja o dziedzinie zawartej
w zbiorze N" i obrazie zawartym w zbiorze N. Funkcje f : N® — N taka, ze
dom(f) # N™ nazywac bedziemy funkcja czeSciowa,

72
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Definicja 5.1 Funkcje f : N* — N nazywamy funkcjq obliczalngq jesli istnieje taki
C,, program P, ze

1. jesli (x1,...,x,) € dom(f) to program P po wezytaniu danych xq, . . . , &, po
wykonaniu skoriczonej liczby obliczen zatrzymuje sig i zwraca wartos¢ f(x1, ..., xy);
2. jesli (x1,...,x,) & dom(f) to program P po wezytaniu danych xq, ..., 2,

zapetla sig, czyli nigdy sig nie zatrzymuje.

Aby oswoic si¢ z definicja funkcji obliczalnej rozwazymy najpierw kilka prostych
przyktadow.

Przyklad 5.1 Funkcja stale rowna liczbie naturalnej c jest obliczalna. Rzeczywiscie,
mozna jq zrealizowac za pomocq nastepujacego programu

unsigned int flunsigned int n)

{

return(c);

/

unsigned int main()

{
unsigned int xI;
scanf ("%d", &x1);
printf("%d" f(x1));
return(0);

}

Przyklad 5.2 Dodawanie dwéch liczb naturalnych jest funkcjq dwdch zmiennych.
Jest ono funkcjq obliczalng gdyz mozna zrealizowacé je za pomocq nastepujqcego pro-
gramu

unsigned int flunsigned int n, m)

{

return(n+m);

}

unsigned int main()

{
unsigned int x1,x2;
scanf ("%d %d", &x1, &x2);
printf("%d" f(x1,x2));
return(0);

}

W podobny sposéb mozemy stwierdzi¢, ze mnozenie i potggowanie liczb natural-
nych sa funkcjami obliczanymi. Dzielenie liczb naturalnych jest funkcja czgsSciowa
dwéch zmiennych, gdyz nie jest okre§lony wynik dzielenia przez zero. Do napisania
programu, ktéry je reprezentuje musimy miec jaki§ sposéb na zapetlenie programu.
Chyba najprostszym sposobem zapetlenia programu jest instrukcjawhile (1) do.
Wykorzystamy ja w nastgpnym przyktadzie.
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Przyklad 5.3 Dzielenie dwdch liczb naturalnych jest funkcjq obliczalng Zrealizowad
Je mozna za pomocq nastepujgcego programu

unsigned int flunsigned int n, m)
{

if (m==0){while (1) do;}

else return(n/m);

/

unsigned int main()

{
unsigned int x1,x2;
scanf ("%d %d", &x1, &x2);
printf{"%d" fix1,x2));
return(0);

}

Klasg wszystkich funkcji obliczalnych n zmiennych oznaczaé bedziemy przez
0,,. Ponadto uzywa¢ bedziemy oznaczenia O = |J,,~, O, na klase wszystkich
funkcji obliczalnych dowolnej liczby zmiennych. Zauwazmy, ze do klasy tej na-
leza réwniez funkcje czgsciowe, czyli takie, ktérych dziedzina jest wtasciwym pod-
zbiorem N*. Przyktadem takiej funkcji jest rozwazane wczesniej dzielenie: mamy
dom(DIV) =N x (N\ {0}).

Najmniejsza funkcja czgsciowa jest funkcja pusta. Oznaczaé ja bedziemy symbo-
lem 1. Traktowad ja bedziemy jako funkcj¢ jednej zmiennej. Czyli 1: N — N oraz
dom(1) = 0. Zauwazmy, ze funkcja 1 jest obliczalna ' oraz, ze dla kazdej liczby
n € N warto$¢ 1 (n) nie jest okreslona.

Twierdzenie 5.1 (O zlozeniu) Zatoimy, ze f € O, oraz g1,...,9n € Q. Wrtedy
funkcja g okreslona wzorem

9@y, o xk) = flgi(xe, . k), oy (X1, ooy TE))

Jest funkcjq obliczalng.

5.2 Zbiory rozstrzygalne

Ustalmy zbiér 2. Przypomnijmy, ze funkcja charakterystyczna zbioru A C €2 nazy-
wamy funkcje zdefiniowang wzorem

1 : z€A
lA(x){o L zeQ\A

Jesli Q = N1ub Q = {0,...,n — 1} dla pewnej liczby naturalnej n € N, to funkcje
1(A) nazywamy mapa bitowa zbioru A. Latwo sprawdzi¢, ze dla zbioréw A, B C 2
mamy 14np = min{14,1p}, 14aup = max{1la,1p} oraz 1(A°) =1 — 14.

!Przypuszczalnie kazdemu z nas wiele razy napisaé taki program, ktéry wpada w nieskoriczona petle
dla dowolnych danych wejsciowych.
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Definicja 5.2 Zbior A C N™ nazywamy rozstrzygalnym, jesli funkcja 1 4 jest funkcjq
obliczalnq.

Twierdzenie 5.2 Zatézmy, ze A, B C N™ sq zbiorami rozstrzygalymi. Wtedy rowniez
zbiory AN B, AU B oraz N™ \ A sq zbiorami rozstrzygalnymi.

Dowdd. Z tego, ze A i B sa zbiorami rozstrzygalnymi wynika, ze funkcje 14 i 15
sa funkcjami obliczalnymi. Bez trudu stwierdzamy réwniez, ze funkcje max(z,y) =
max{z,y}, min(x,y) = min{z, y} oraz neg(x) = max{0,1 — x} s obliczalne. Z
twierdzenia 5.1 wynika, ze fukcje 1 ang = mino(14,1p), 1aup = mazo(ly,1p)
oraz 1 5 = neg o 14 sa obliczalne. N

Twierdzenie 5.3 (O definiowaniu przez przypadki) Zatéimy, ze A C N jest zbio-
rem rozstrzygalym oraz, zZe f i g sa funkcjami obliczalnymi jednej zmiennej. Wtedy
funkcja
fl) : ned
h(z) =
() { g(z) : n¢A

Jjest rowniez funkcjq obliczalng.

Dowéd. Wystarczy zauwazyé, ze

i skorzystac z twierdzenia o ztozeniu. 0

5.3 Funkcja uniwersalna

Kazdy program w jezyku CV traktowa¢ mozemy jako ciag p = (c1,...,cn) zna-
kéw ASCIL. Niech ascii(c) oznacza kod ASCII znaku c. Pokazemy metode przypo-
rzadkowania kazdemu programowi p pewnej liczby naturalnej, zwanej kodem Gddla
programu. Niech mianowicie (pg)ren bedzie ciagiem kolejnych liczb pierwszych.
Wtedy kodem Godla programu p nazywamy liczbe

N ..
g(p) — Hp?SCll(ci) )
i=1

Z Podstawowego Twierdzenia Arytmetyki wynika jednoznaczno$¢ kodéw Godla: je-
slig(p) =a(g)top =q.

scanf("%d",p);

prog = ascii(p)

if P11(prog) and skompiluj(prog) then
uruchom(prog);

else begin
scanf(n);
printf(0);

end;
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5.4 Problem zatrzymania

Zastanowmy si¢ nad nastgpujacym zagadnieniem: mamy dany program, ktéry po
wczytaniu jednej liczby naturalnej wykonywaé ma pewne obliczenia i po pewnym
czasie zatrzymac si¢ oraz zwréci¢é wynik. Naszym zadaniem jest sprawdzenie tego
faktu, czyli sprawdzenie, ze dla dowolnej danej wejSciowej, po skoriczonej liczbie
krokéw, program zakonczy¢ swoje dziatanie. Jest chyba jasne, Ze metoda testowania
poprawnosci programu nic tutaj nie da. Pytanie brzmi: czy jesteSmy w stanie napisac
algorytm, ktéry wykonywat by za nas tego typu prace.
Niech
STOP = {(n,m) € N*: (n,m) € dom(Uz)}

oraz
T ={ne€N:(n,n) € STOP}

Twierdzenie 5.4 Zbior T nie jest rozstrzygalny.

Dowéd. Zat6zmy, ze zbiér T jest zbiorem rozstrzygalnym. Rozwazmy nastgpujaca

funkcje
f() :{ N (5.)

Z Twierdzenia refthm:obl:cases o definiowaniu przez przypadki wynika, ze f jest
funkcja obliczalna. Istnieje zatem ng takie, ze f(n) = Usz(ng,n) dla wszystkich
n € N (przypomnijmy, ze za ng nalezy wzia$¢ kod Godla programu obliczajacego
funkcje f). Lecz wtedy

ng € dom(f) 4 (’I'L() ¢ T) 4 (n(), n()) ¢ dom(Ug) <~
=((ng,no) € dom(Us)) <> =(ng € dom(f)) <> nog ¢ dom(f) .

OtrzymaliSmy wigc sprzeczno$¢ - wynikneta ona z zalozenia, ze T jest zbiorem roz-
strzygalnym. 0

Whiosek 5.1 (Problem STOPU) Zbior STOP nie jest rozstrzygalny.

5.5 Przeglad problemow nierozstrzyganlych

Lemat 5.1 (s twierdzenie) Istnieje funkcja catkowita obliczalna s : N> — N taka, ze
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