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Wstep

Ksiazka zawiera dziewigé wyktadéw poswigconych oméwieniu oraz uporzadkowaniu
podstawowych poje¢ matematycznych. Ich tres¢ odpowiada w przyblizeniu wykta-
dom ze “Wstepu do Matematyki”, ktére autor wielokrotnie prowadzit dla studentéw
Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Wroctawskiego oraz Wydzialu Podstawo-
wych Probleméw Techniki Politechniki Wroctawskiej. Autor pragnie goraco podzig-
kowac prof. B. Weglorzowi oraz prof W. Kordeckiemu za szereg uwag, ktére pomogly
uporzadkowaé i unowocze$ni¢ materiat. Dzigkuj¢ rowniez studentom WPPT PWr za
pomoc w eliminowaniu usterek z wczesniejszych wersji tej ksiazki.

Gtéwna czes¢ ksiazki odpowiada zakresowi materiatu ktéry obowiazywat wszy-
stkich studentéw i ten zakres materialu powinien dobrze opanowaé kazdy student in-
formatyki i matematyki. CzgSci ksiazki umieszczone w dodatkach stanowia rozsze-
rzenie podstawowego kursu.

1. W wyktadzie pierwszym omawiamy podstawowe pojecia Rachunku Zdan. Wy-
ktad opieramy na pojeciu waluacji, ze wzgledu na liczne, zwtaszcza w informa-
tyce, zastosowania uogdélnien tego pojecia. Gléwnym celem tego wyktadu jest
przeglad podstawowych tautologii oraz wprowadzeniu pojgcia reguly wniosko-
wania.

2. W wykladzie drugim zajmujemy si¢ Rachunkiem Zbioréw. Rozwazania opie-
ramy o Aksjomat Ekstensjonalnosci. Pierwszym dowodzonym przez nas faktem
jest twierdzenie Russell’a o nie istnieniu zbioru wszystkich zbioréw. Nastgpnie
omawiamy wilasnosci sumy, przekroju i réznicy zbioréw. Wszystkie dowody
sprowadzamy do Rachunku Zdan.

3. W wykladzie trzecim zajmujemy si¢ wlasnosSciami kwantyfikatoréw W tym
miejscu wykltad traci nieco na precyzji. Interpretacj¢ kwantyfikatoréw redu-
kujemy do Rachunku Zbioréw. Z bardziej precyzyjnym wprowadzenie do Ra-
chunku Predykatéw studenci zapoznaja si¢ na wyktadzie z Logiki Matematycz-
nej lub Logiki Algorytmicznej. Elementem wymagajacym szczegdlnej uwagi sa
uzasadnienia zaleznoS$ci pomigdzy wyrazeniami zbudowanymi z bloku dwéch
kwantyfikatoréw. W wykladzie tym omawiamy réwniez pojgcie sumy i prze-
kroju dowolnej rodziny zbioréw.

4. Wyktad czwarty po§wigcamy relacjom. Definiujemy podstawowe klasy rela-
cji, w tym pojecie funkcji. Zajmujemy si¢ obrazami i przeciwobrazami zbio-
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10.

11.

12.

row przez relacje. Omawiamy funkcje logiczne - pokazujemy, ze standardowy
zestaw spOjnikéw logicznych jest zupelny (synteza formuty odbywa si¢ za po-
mocy tabeli warto$ci rozwazanej funkcji). Nastgpnie omawiamy indeksowane
rodziny zbioréw oraz produkty kartezjaniskie. W koiicu wprowadzamy pojecie
funkcji charakterystycznej zbioru.

. Wyktad piaty poswigcony jest w caloSci relacjom réwnowazno$ci. Pokazujemy

w nim, jak startujac z liczb naturalnych mozna zdefiniowa¢ liczby catkowite,
wymierne i rzeczywiste.

. Wyktad szésty poswigcony jest czeSciowym porzadkom. Po wprowadzeniu

podstawowych poje¢ omawiamy porzadki na rodzinach funkcji. Celem tego
fragmentu rozwazain jest przyblizenie czytelnikom notacji f = O(g). Na-
stepnie omawiamy liniowe porzadki i porzadek leksykograficzny na przestrzeni
stéw. Przechodzimy do prezentacji Lematu Kuratowskiego - Zorna i jego pod-
stawowych konsekwencji. Wprowadzamy Aksjomat Wyboru. Pod koniec tego
wyktadu omawiamy pojecie dobrego porzadku.

. W wyktadzie po§wigconym Indukcji Matematycznej pokazujemy jej réwno-

wazno$¢ z dobrym uporzadkowaniem zbioru liczb naturalnych, omawiamy de-
finicje rekurencyjne. Przypominamy pojecie permutacji i wprowadzamy sym-
bol Newtona. Rozwazania koiiczymy zasada Dirichleta.

. W wyktadzie 6smym omawiamy pojecie réwnolicznos$ci i nieréwno$ci mocy.

Twierdzenie Cantora - Bernsteina wyprowadzamy za pomoca Lematu Bana-
cha. Omawiamy zbiory przeliczalne i zbiory continuum. Gtéwnym obszarem
zainteresowan jest zbiér N U {Xg, 280}, jednak pod koniec rozdziatu wprowa-
dzamy hierarchig liczb 3,, dlan € N.

. Wyktad dziewiaty pos§wigcony jest relacja ufundowanym, systemom przepisu-

jacym oraz drzewom. Tematy te umieszczone sa w gtéwnej czesci ksiagzki ze
wzgledu na ich liczne zastosowania w informatyce.

W dodatku A znajduje si¢ wprowadzenie do teorii algebr Boole’a. Rozpoczy-
namy od definicji, a koiczymy na stabej wersji twierdzenia Stone’a o reprezen-
tacji. W trakcie rozwazan pojawia si¢ pojecie ciata zbioréw.

W dadatku B wprowadzamy pojecie kraty i dowodzimy twierdzenie Knastera-
Tarskiego o punkcie stalym. Za jego pomoca podajemy alternatywny dowdd
Lematu Banacha. Nastgpnie omawiamy drzewa, dowodzimy twierdzenie Koniga
o istnieniu nieskoniczonej gatezi. Na zakoniczenie wprowadzamy pojecie tablic
semantycznych dla rachunku zdan.

W dodatku C omawiamy system aksjomatéw teorii mnogos$ci Zermelo - Fraen-
kel’a i zagadnienia zwigzane z niesprzecznoscia tej teorii.
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13. W dodatku D omawiamy liczby porzadkowe oraz liczby kardynalne. Rozwaza-
nia koficzymy oméwieniem, jakim alefem moze by¢ liczba continuum.

14. W dodatku E znajduja si¢ szkice rozwiazaf lub wskazéwki do trudniejszych
zadan.

Z doswiadczenia autora wynika, ze pierwsze dziewig¢ wyktadow mozna zrealizo-
waé w trakcie pierwszego semestru studiéw informatycznych oraz matematycznych.
Aby to osiagnaé nalezy wyktad prowadzi¢ stosunkowo szybko. Najbardziej obszer-
nym pojeciowo jest wyktad szdsty, po§wigcony czesciowym porzadkom. Nalezy go
rozbi¢ na co najmniej cztery godziny wyktadowe.

Do kazdego wyktadu dotaczone sa ¢wiczenia oraz zadania. Cwiczenia sg ruty-
nowe i stosunkowo proste. Powinny by¢ przerobione przez wszystkich studentow.
Zadania sg nieco trudniejsze i wymagaja pewnego pomystu. Oprécz tych zadan stu-
denci powinni zosta¢ zachgceni do zapoznania si¢ ze wszystkimi zadaniami zwigza-
nymi z tematami omawianymi na wyktadzie z ksiazki [7]].

Jako literaturg¢ pomocnicza do wyktadéw mozna poleci¢ ksiazki [4] oraz [10].
Studentom, ktérzy moga czu¢ niedosyt formalizmu logicznego po trzecim wyktadzie,
mozna poleci¢ ksiazke [1]. Jako literatur¢ pomocnicza do materialu omawianego w
dodatkach mozna poleci¢ pozycje [3l], [S)] oraz [2].



1 Rachunek Zdan

Reductio ad absurdum, which Euclid
loved so much, is one of a
mathematician’s finest weapons. It is
a far finer gambit than any chess
gambit: a chess player may offer the
sacrifice of a pawn or even a piece,
but a mathematician offers the game.

G. H. Hardy

Rachunek Zdari jest dzialem logiki matematycznej badajacym zwiazki pomigdzy
zdaniami utworzonymi ze zmiennych zdaniowych za pomocg spdjnikéw logicznych.
W klasycznym rachunku zdan - a takim wtasnie rachunkiem zdarn zajmowac si¢ be-
dziemy podczas tego wyktadu - przyjmuje si¢, ze kazdemu zdaniu mozna przypisaé
jedna z dwéch wartosci logicznych - prawde lub falsz. W rozwazaniach naszych tre§¢
zdan nie bedzie miala zadnego znaczenia. Wazna bedzie tylko ich warto$¢ logiczna.

1.1 Zdania i waluacje

Symbole pg, p1,p2, ... nazywamy zmiennymi zdaniowymi. Symbole T i L sg sta-
tymi; symbol T nazywamy zdaniem zawsze prawdziwe za$§ | nazywamy zdaniem
zawsze fatszywym.

Oprécz zmiennych zdaniowych rozwazaé bedziemy spéjniki logiczne: A, V, —,
—, oraz <». Spdjnik A nazywamy koniunkcjq, V nazywamy alternatywq, — nazy-
wamy negacjq badzZ zaprzeczeniem. Kolejne dwa spdjniki logiczne nazywamy impli-
kacjq i rownowaznosciq.

Do konstrukcji jezyka Rachunku Zdan potrzebujemy jeszcze dwéch symboli. Sa
nimi nawiasy. Pierwszy z nich, ,,(”, nazywamy nawiasem otwierajqcym zas drugi, ,,)”,
nawiasem zamykajgcym.

Okreslimy teraz pojecie zdania Rachunku Zdan. Postuzymy si¢ w tym celu tak
zwana technika rekurencyjna.

Definicja 1.1 (Zdania)
1. Zmienne zdaniowe oraz state T i 1 sq zdaniami.

2. Jesli wyrazenia @ i1 sq zdaniami, to rowniez zdaniami sq nastepujqce wyraze-
nia: (9 AY), (0 V), (¢ = ), (@ < ) i~
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3. Dowolne wyrazenie jest zdaniem, jesli moze zosta¢ zbudowane ze zmiennych
zdaniowych w wyniku zastosowania pewnej skoriczonej liczby regut z punktu

(2).

Z powyzszej definicji mozna wyprowadzi¢ kilka podstawowych faktéw o rodzinie
wszystkich zdan.

Przyklad 1.1 Jako przykitad pokazemy, Ze w kazdym zdaniu wystepuje parzysta liczba
nawiasow. Rozwazimy mianowicie rodzing ) tych wszystkich wyrazen, ktére majq
parzystq ilos¢ nawiasow. Wtedy rodzina zmiennych zdaniowych zawiera sig w rodzinie
Q, bowiem zero jest liczbq parzystq. Zauwazimy nastepnie, Ze jesli wyrazenia ¢ i ¢
sq elementami rodziny (), czyli majq parzystq liczba nawiasow, to réwnieZ wyrazenia
(pAY), (p V), (p = ), (¢ < ¢) i ~p majq parzystq ilos¢ nawiaséw. Zatem
kazde zdanie jest elementem rodziny ), co koriczy dowdd.

Wartosciami logicznymi nazywamy symbole 0 i 1, ktére interpretujemy jako fafsz
i prawde. Na zbiorze wartosci logicznych {0, 1} okreSlamy dziatania A, V, =, <
oraz —: za pomoca nastgpujacej tabelki:

Pl d|[PAd|[PVa|p=>q|p&q|p
11| 1 1 1 1 0
1o o 1 0 0 0
o1 © 1 1 0 1
o0 © 0 1 1 1

Czytelnik powinien zwréci¢ uwage na rozréznienie miedzy spéjnikami logicznymi A,
V, —, <+, = oraz dzialaniami A, V, =, < oraz —.

Definicja 1.2 Waluacjq nazywamy dowolny ciqg m = (wo, wy,wa, .. .) wartosci lo-
gicznych.

Dla dowolnego zdania ¢ oraz dowolnej waluacji m = (wp, w1, ws, .. .) mozemy
okresli¢ warto$¢ eval(m, ) waluacji 7 na . Proces ten nazywamy warto§ciowaniem
zdania zdania ¢ na zadanej waluacji 7.

Definicja 1.3 (WartoSciowanie) Niech © bedzie waluacjq. Dla dowolnej zmiennej
zdaniowej p; okreslamy eval(r,p;) = w;. Jesli ¢ oraz v sq zdaniami i okreslone sq
Juz wartosci () oraz w()), to

1. eval(m,T) = 1,

2. eval(m, 1) = 0

3. eval(m,pAY) = eval(m, @) Aeval(m, ),
4. eval(m,pV) = eval(m ) Veval(m, ),
5. eval(m,p =) = eval(m, @) = eval(m, 1),
6. eval(m, o) = eval(m, )< eval(m, ),
7. eval(m,—p) = ~(eval(m, @)).

Powyzsza definicja moze wygladaé na nieco skomplikowana. Lecz tak w istocie nie
jest. Stanie to si¢ z pewnoScig jasne juz po przesledzeniu pierwszego przyktadu.



ROZDZIAE. 1. RACHUNEK ZDAN 9

Przykltad 1.2 Niech = = (1,0,1,1,1,1,...) oraz niech ¢ = ((po V p1) A (—p2)).
Wtedy

eval(m, p) = eval(m, (po V p1) A (—p2)) = eval(m,po V p1) A eval(m, —ps) =
(eval(m, po) V eval(m,p1)) A —(eval(m,p2)) = (LVO)A=(L)=1A0=0.

Obliczenia te mozna zapisac trochg mniej formalnie, ale za to bardziej czytelnie
eval(m,p) = (LVO)A(-L)=1A0=0.

Definicja 1.4 Zdanie ¢ nazywamy tautologia, co zapisujemy jako |= o, jesli eval(m, @) =
1 dla dowolnej waluacji .

Najprostsza tautologia jest oczywiScie zdanie T. Inny prosty przyktad to zda-
nie pg V —pg. Zauwazmy, ze do zbadania, czy dane zdanie jest waluacja wystarczy
tylko ten fragment waluacji, ktéry odpowiada zmiennym wchodzacym w sktad ana-
lizowanego zdania. Utlatwia to znacznie badanie tego, czy dane zdanie jest waluacja
i sprowadza to zagadnienie do znanej (by¢ moze) ze szkoty Sredniej metody zero-
jedynkowe;.

Przyklad 1.3 Pokazemy, Ze zdanie ((poVp1)Vp2) <> (poV (p1Vp2)) jest tautologia.
Niech ¢ = ((poVp1)Vpz2) orazyp = (poV (p1Vpz)). Rozwaimy nastepujacq tabelke:

P
1

poVp1 | p1Vp2
1 1

olrrirrr R R

olololelr rlrrB
olor r oler r|B

olrlolr olr olrl3

olrrir rIr R R

oleolr|lr|lrlrlr
olrlrlrlelr e
BRRrR R R R R

W tabelce tej mamy 8 wierszy, gdy? istnieje 8 = 23 réwnych kombinacji wartosci
logicznych pg, p1 i p2. W kolejnych kolumnach ustalonego wiersza prowadzone sq
wszystkie pomocnicze obliczenia, ktorych celem jest wyznaczenie wartosci leZqcej w
ostatniej kolumnie. Rozwazane zdanie jest tautologia, gdyz w ostatniej kolumnie wy-
stepujq tylko wartosci 1.

Zwré¢my uwage na to, ze metoda tabelek zero - jedynkowych okresla automa-
tyczna metode badania tego, czy dane zdanie jest tautologia. Zagadnienia tego typu
nazywamy rozstrzygalnymi. Jednak metoda ta dla zdan zbudowanych ze 100 zmie-
nnych zdaniowych wymagataby rozpatrzenia 2'°° ~ 1.2 - 103° przypadkéw, co jest
zadaniem znacznie przekraczajacym moce obliczeniowe wspétczesnych komputerow.
Nie wiadomo, czy istnieje istotnie szybszy algorytm rozstrzygajacy o danym zdaniu,
czy jest ono tautologia.

Definicja 1.5 Zdanie ¢ nazywamy sprzecznym, jesli eval(m, ) = 0 dla dowolnej
waluacji m.
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Zdania sprzeczne nazywane s3 czasem anty-tautologiami. Zauwazmy, ze zdanie
1) jest sprzeczne wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie —) jest tautologia. Podobnie, zdanie
7 jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie —) jest sprzeczne. Najprostszym
przyktadem zdania sprzecznego jest zdanie L. Innym prostym przyktadem zdania
sprzecznego jest po A —pg.

Definicja 1.6 Zdanie o nazywamy spetnialnym, jesli istnieje waluacja  taka, Ze
eval(m, @) = 1.

Zauwazmy, ze istnieja zdania, ktére sg spetnialne, ale nie sg tautologiami ani tez
zdaniami sprzecznymi.

tautologie

Przyktadami tautologii sq zdania py V —pg 1 T. Przykladami zdan spetnialnych, ktére
nie sa tautologiami sa po, p1, Po V P1, Po APp1, Po A (—p1). Przyktadami zdan sprzecz-
nych sa po A (=po), L.

1.2 Przeglad najwazniejszych tautologii

W rozdziale tym symbole p, ¢, r, s, t beda oznaczaé dowolne zmienne zdaniowe.
Rozwazania rozpoczniemy od podstawowych wilasnosci koniunkcji oraz alternatywy.
Zdania we wszystkich tabelkach zamieszczonych w tym rozdziale sg tautologiami.
Nie bgdziemy ich dowodzili. Pozostawiamy to czytelnikom jako proste ¢wiczenie.

Nazwa Tautologia

1. | idempotentno$é | (p Ap) <> p
(pVp) < p

2. | przemienno$¢ | (pAq) < (¢ A D)
(pVa) < (gVp)

3. | tacznosé (pA(gAT) = ((pAg)AT)
(pVv(gVr) < ((pVaVr)

4. | rozdzielnos$é (pA(gVr) < ((pAg)V(DAT)
(pVignr) < ((pVva ApVr)

Przemienno$¢ jest wtasnoscia, ktdra czytelnik z pewnoscia zna w kontekscie pod-
stawowych dziatan arytmetycznych. Dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych sa
dzialaniami przemiennymi. Zwréémy jednak uwage na to, ze potggowanie liczb
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rzeczywistych nie jest operacja przemienna. Lacznos¢ jest wlasnoscia, ktora réw-
niez posiadaja dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych. Jest to bardzo ciekawa
wlasnos$¢, gdyz wynika z niej, ze wynik dziatania nie zalezy od pogrupowania pod-
wyrazen. W szczeg6lno$ci, mozemy postugiwac si¢ skrétem p A q¢ A r, gdyz bez
wzgledu na to, jak w tym wyrazeniu rozlozymy nawiasy, to otrzymamy réwnowazne
wyrazenie. Mnozenie liczb rzeczywistych jest rozdzielne wzgledem dodawania, czyli
x-(y+2) = z-y+ -2 Jednakze dodawanie liczb rzeczywistych nie jest rozdzielne
wzgledem mnozenia.

Nazwa Tautologia
1. | prawo podwdjnej negacji —(—p) < p
2. | prawo wylaczonego Srodka =(p A —p)
3. | prawo braku trzeciej mozliwosci | p V —p
4. | prawa de Morgana —(pAgq) < (-pV—q)
~(pVg) < (-pA—q)

Prawa de Morgana pozwalaja na wyrazenie alternatywy za pomoca koniunkcji
oraz negacji: (p V q) > =(—p A =q). W podobny sposéb mozemy wyrazi¢ koniunk-
cj¢ za pomocy alternatywy oraz negacji. Kolejna porcja waznych tautologii dotyczy
wtlasnosci implikacji i réwnowaznosci.

Nazwa Tautologia
przechodniosé implikacji | ((p — q) A

eliminacja implikacji (p—q) <

3. | eliminacje réwnowaznosci | (p <> q) <>

(perqg) <

=

qg—r)—=p—r)
—pVq)

(p—a) A (g—p)
(pAg)V(=pA—g))

i

||

Kazda tautologia generuje nieskoficzenie wiele innych tautologii. Wynika to nas-
tepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.1 (O podstawianiu) Zafézmy, ze ©(po,...,Dpn) jest tautologiq oraz
ze Yo, ... Y sq dowolnymi zdaniami. Wtedy zdanie (v, . . . ,1y,) jest réwniez tau-
tologiq.

Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy czytelnikowi.

Definicja 1.7 Mowimy, Ze zdania p, 1 sq rownowazne, co zapisujemy p = 1, jesli

= (p <)

Zauwazmy, ze ¢ = 1p wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej waluacji 7 zachodzi
réwnosé w(p) = m(¢). W dalszych rozwazaniach bedziemy postugiwali si¢ nastgpu-
jacymi wiasnoSciami pojecia réwnowaznosci zdan:

p=o,

jeslip =9, top =g

jeslipo = orazyy =n,top =1

» = T wtedy i tylko wtedy, gdy = ¢,
5. ¢ = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy = —.

BPwbE

Pokazemy teraz, ze zdania sprzeczne, jako zdania zawsze falszywe, implikuja do-
wolne inne zdania:
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Twierdzenie 1.2 Zatozmy, ze ¢ jest zdaniem sprzecznym. Wtedy dla dowolnego zda-
nia v zdanie p — ) jest tautologiq.

Dowéd. Niech 7 bedzie dowolng waluacja. Wtedy

eval(m, ¢ — ) = (eval(m, p) = eval(m,¥)) = (0 = eval(m,¢))) =1

Uwaga. Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze jesli w trakcie badania pewnego systemu
formalnego natrafimy chocby raz na sprzecznos¢, to dyskwalifikuje ona catkowicie ten system.

Jak juz zauwazyliSmy, alternatywe¢ mozemy zdefiniowaé za pomoca negacji oraz
koniunkcji. Z prawa eliminacji implikacji wynika, ze implikacj¢ mozemy zdefiniowad
za pomocg negacji oraz alternatywy. Zatem implikacje mozna zdefiniowa¢ za pomoca
negacji oraz koniunkcji. Podobna obserwacja zachodzi réwniez dla réwnowaznosci.
Skoro mozna ja zdefiniowac za pomoca implikacji i koniunkcji, wigc do jej zdefinio-
wania wystarcza tylko negacja oraz koniunkcja.

Inne spdjniki logiczne

Istnieja dwa operatory logiczne, za pomocg ktérych mozna zdefiniowa¢ wszystkie
pozostale operatory. Jednym z nich jest spdjnik zwany spojnikiem Pierce’a, zdefinio-
wany jako

pLlqg= (-pA—g).

Drugim z nich jest tak zwana kreska Sheffera zdefiniowana wzorem
plg = (=pV —q).

Uwaga. Zauwazmy, ze (p L q) = —(p V q) oraz (p|q) = —(p A ¢). Spéjnik Pierce’a znany
jest w informatyce pod nazwa NOR, za$ kreska Sheffera jako operacja NAND.

Bardzo pozyteczny jest réwniez spdjnik logiczny @ zdefiniowany nastgpujaco:

p®ge (—pAq)V(pA-q).

Odpowiada on, mniej wigcej, konstrukcji jezykowej ,,albo” jezyka polskiego. Posiada
on kilka interesujacych wtasnosci, ktére czynia go przydatnym w informatyce do ko-
dowania i dekodowania informacji.

1. pdyp =1,

2. pdyq =qDp,

3. (pogdr =pa(gor),
4. payq =-(p < q).

Pierwsze dwie wtasnosci tego spdjnika wynikaja bezposrednio z definicji. Trzecig
wilasno$é, tacznos¢, najprosciej mozna pokazac za pomoca tabelki zero-jedynkowe;.
Czwarta wlasno$¢ wynika z praw de Morgana i z drugiego prawa eliminacji réwno-
waznosci.

Uwaga. W informatyce spdjnik logiczny ”albo” znany jest pod nazwa XOR.
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1.3 Metody Dowodzenia Twierdzen

Wigkszo$¢ twierdzen matematycznych jest zbudowana z pewnej listy zatozen oraz z
tezy. Maja one posta¢ implikacji

(p1 Ao ANpn) = .

Zdania 1, . .., p, nazywaja si¢ zatozeniami twierdzenia, a v jego teza. W rozdziale
tym oméwimy kilka czgsto spotykanych schematéw rozumowan matematycznych. Z
innymi schematami rozumowan spotkamy si¢ w dalszych rozdziatach. Z formalnym
pojeciem dowodu oméwimy w dalszych rozdziatach tej ksiazki.

Definicja 1.8 Mowimy, Ze zdanie 1 wynika ze zdan 1, ..., ©n, cO zapisujemy jako
{9017"'79071} ’:¢7
Jjesli dla dowolnej waluacji w takiej, ze eval(m, 1) =1, ..., eval(w, p,) = 1 mamy

réwniez eval(m, ) = 1.
Prawdziwe wyrazenia postaci {1, ..., v, } | ¥ nazywamy regutami wnioskowania.

Twierdzenie 1.3 Nastepujqce dwa zdania sq rownowazne

L A{p1,-on} EY
2. ):(@1/\/\()071)—)’(/1

Dowdd. Implikacja (1) — (2). Zatézmy, ze {¢1,...,9n} = ©. Musimy pokazad,
ze zdanie (o1 A ... A @,) — 1 jest tautologia. Niech 7w bedzie dowolna waluacja.
Z definicji operatora = wynika, ze jest eval(m,a — ) = 0 tylko w przypadku
eval(m, @) = 1 oraz eval(m, 8) = 0. Lecz jesli eval(m, o1 A ... A ¢,), to zatozenia
(1) wynika, ze eval(m, 1) = 1.

Implikacja (2) — (1). Zatézmy, ze = (p1 A ... A p,) — 1. Niech 7 bedzie
taka waluacja, ze m(¢1) = 1, ..., m(p,) = 1. Wtedy eval(m, o1 A ... Ap,) = 1.
Ponownie, korzystajac z zatozenia i definicji operatora =, otrzymujemy eval(r, ) =

1. 0

Oto kilka najwazniejszych regul wnioskowania:

Twierdzenie 1.4

-Apr} Ep
{p.-w} Eq
Ap.adtEprrg
ApndtEp

. {p,p — ¢} E q (modus ponens),

~

> NV SO SV

. {pV ¢,—pV ¢} E q (rezolucja).
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Interpretacja reguty {p, —p} = ¢ jest nastgpujaca: ze sprzecznej rodziny zdan
wyprowadzié mozemy dowolne inne zdanie. Interpretacja regulty ,,modus ponens”,
zwanej réwniez regula odrywania, jest nastgpujaca: jesli potrafi¢ pokazaé p oraz po-
trafig pokazac, ze p — g, to potrafi¢ réwniez pokazaé zdanie q. R6wnowazng postacia
reguly rezolucji jest reguta {p — ¢,—p — ¢} E q.

Uwaga. Wigkszo$¢ wyktadéw z logiki matematycznej stosuje regute Modus Ponens jako
podstawowa regule wnioskowania. Regula rezolucji jest czgsto stosowana w informatyce w

systemach automatycznego dowodzenia twierdzen.

Metoda rezolucji dowodzenia twierdzen bazuje na regule rezolucji oraz na naste-
pujacej charakteryzacji relacji wynikania:

Twierdzenie 1.5 Nastepujace dwa zdania sq réwnowazne

L Aer, o ont EY
2. rodzina zdan @1, . . ., pn, Y jest sprzeczna, czyli nie istnieje waluacja m taka,
ze eval(m, 1) =...=eval(m, p,) = eval(m, ) = 1

Dowéd. (1) — (2). Zatézmy, ze {¢1,...,9n} E . Rozwazmy dowolng waluacje
m. Jesli dla wszystkich ¢ = 1,...n mamy 7(p;) = 1, to z zalozenia wynika, ze
eval(m, 1) = 1 a wigc eval(m, 1)) = 0.

(2) — (1). Zat6zmy, ze 7 jest taka waluacja, ze w(p1) = ... 7(pn) = 1. Wtedy
eval(m, 1)) = 0, wiec eval(m, ) = 1. 0

Dowody "'wprost''
Najprostsze dowody twierdzen, zwane dowodami wprost, polegaja na wywnioskowa-

niu tezy twierdzenia z jego zatozen.

Przyklad 1.4 Rozwazimy dowdd nastepujqcego prostego twierdzenia o liczbach natu-
ralnych:

jesli liczby n i m sq parzyste, to ich suma n + m jest parzysta’.

(czyli: ,,suma dwoch liczb parzystych jest parzysta”). ZaloZenie tego twierdzenie
Jest koniunkcjq dwdch zdan: “n jest liczbq parzystq” oraz “m jest liczbq parzystq”.
Zatozmy zatem, Ze oba te zdania sq prawdziwe. Istniejq wtedy liczby a oraz b takie,
Ze n = 2a oraz m = 2b. Lecz wtedy n + m = 2a + 2b = 2(a + b), zatem teza jest
prawdziwa.

Jest to typowy przyktad rozumowanie “wprost.

Dowody Nie Wprost"
Dowody nie wprost polegaja na wykorzystaniu reguty

{m¢—-ptEP—q

Zaczynaja si¢ one od zalozenia, ze teza jest falszywa i pokazaniu, ze z tego wynika
falszywos$¢ zalozenia.
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Przyklad 1.5 Wykazemy prawdziwos¢ nastgpujqcego zdania o liczbach rzeczywistych:

“jesli Srednia arytmetyczna liczb x,y jest wigksza od 1, to co najmniej
Jedna z tych liczb jest wigksza od 1.

Twierdzenie to mozemy zapisac nastgpujqco:

Y S ) S (@>1) vy > 1),

Zatézmy, Ze teza twierdzenia jest fatszywa, czyli, Ze prawdziwe jest zdanie —((x >
1)V (y > 1)). Z prawa de Morgana wynika, Ze prawdziwa jest wowczas koniunkcja
(=(z > 1) A (=(y > 1)), coyli, Ze prawdziwe jest zdanie (x < 1) A (y < 1). Lecz
wtedy x +y < 2, zatem %ﬂ’ < 1. Pokazalismy wigc, Ze zaprzeczenie tezy implikuje
zaprzeczenie zatoZenia. Zatem twierdzenie zostato udowodnione.

Dowody przez sprowadzenie do sprzecznosci

Dowody przez sprowadzenie do sprzecznosci sa pewna odmiana dowodéw nie wprost.
Korzystaja one z nastgpujacej regulty dowodzenia:

{leA=) = L} Ep =1

Reguta ta jest poprawna, gdyz

((pA=Y) = L) =~(p A=)V L=(pA) =9V =p =9

Przyklad 1.6 Zanalizujemy dobrze z pewnoscig znany czytelnikowi dowod niewy-
miernosci liczby V2, czyli dowod zdania

jesli x2 = 2 to x jest liczbq niewymierng”.
Zaktadamy w nim, Ze
22 = 21 x jest liczbq wymierng”

i przedstawiamy liczbe x w postaci utamka © = - takiego, Ze NW D(n,m) = 1,
gdzie NW D(n, m) oznacza najwigkszy wspdlny dzielnik liczb n i m. Po podniesie-
niu obu stron do kwadratu otrzymujemy rownosé 2 = :f—; ktorq przeksztatcamy do
postaci 2m? = n?. Z otrzymanej réwnosci wynika, ze n jest liczbq parzystq, mo-

Zemy jq wigc przestawi¢ w postaci n = 2k. Po podstawieniu otrzymujeny rownos¢

2m? = (2k)?, czyli 2m? = 4k2 Z réwnosci tej wynika, ze m* = 2k?, z czego
wnioskujemy, Ze m jest liczbq parzystq. Zatem NW D(n,m) > 1.
Z zatozen ,,x* = 2 i x jest licthqg wymiernqg” wywnioskowalismy, ze ,, istniejq

liczby n i m takie, Ze NW D(n,m) = 1i NWD(n,m) > 1”. Zatozenie ,,x*> = 2ix
Jjest liczbq wymiernq” prowadzi wigc do sprzecznosci.
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Dowody przez rozwazenie przypadkow

Do dowodéw niektérych twierdzefi skorzysta¢ mozemy z nastgpujacej postaci reguty
rezolucji

{p—a¢v-dFa
Przyklad 1.7 Pokazemy, ze dla dowolnej liczb rzeczywistej x prawdziwa jest nierow-
nos¢
x < |z|.

Jesliz >0, t0 |z] =z <z Jeslix <0, to x < 0 < |z|. Pokazalismy wigc, Ze
(x>0 =z <[z]) A(=(z=0) =2 <|z]),
co koriczy dowaod.

Przyklad 1.8 Pokazemy, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x oraz y prawdziwa
Jjest nieréwnos¢
|z +yl < [z + Jyl.

Jesliz+y > 0to|z+y| =x+y < |z|+|y|. Jesliz+y < 0to|z+y| = —(x+y) =
(=2) + (=y) <[] + lyl.
Pokazalismy wigc, Ze

(z+y>0= ety <|e|+ ) A (@ +y >0) = |z +y| <|z]+y]),

co koriczy dowad.

1.4 Notacja polska

W definicji zdania rachunku zdan korzystaliSmy z nawiaséw. Istnieje metoda zapi-
sywania zdan bez ich uzycia. Metoda ta wprowadzit polski matematyk i logik Jan
Lukasiewicz i nazywana jest obecnie notacjq polskq. Pokazemy w jaki sposéb mozna
przeksztatci¢ zdanie zapisane za pomoca nawiaséw w zdanie beznawiasowe. Postu-
zymy si¢ metoda rekurencyjna.

Dla zmiennych zdaniowych p; okreslimy [p;] = p;. Nastepnie definiujemy

L [pAy]=[e][¢]A
2. [p VY] =lellYv
3. [p =9l =[pll] —
4. [p eyl =pl[Y] <
5. [l = el

Zastosujmy t¢ metodg dla prawa de Morgana —(pA¢q) <> (—pV —q). Mamy wtedy
FpAg) < (V9] == Agll=pV gl & =

[p A gl=[=pl[—gqlV < = [plla] A =[pl=lgl=V < = pg A —p=g=V .

Otrzymane zdanie pg A —-p—g—V <> jest nieco mniej czytelne dla cztowieka niz ory-
ginalne zdanie —(p A q) +> (—p V —q). Jednak znacznie tatwiej jest napisa¢ program
komputerowy, ktéry operuje na wyrazeniach zapisanych w notacji polskiej niz ope-
rujacy na wyrazeniach zapisanych w notacji nawiasowej. Ponadto programy takie sa
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bardzo efektywne. Metoda ta znalazta zastosowanie w kalkulatorach firmy Hewlett-
Packard, w jezyku programowania Forth, stosuje si¢ ja czgsto w interpreterach. Warto
zauwazy¢, ze mozna ja stosowac nie tylko do wyrazefi rachunku zdafi. Z powodze-
niem mozna ja uzywaé do zapisu dowolnych wyrazen arytmetycznych i algebraicz-
nych.

1.5 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 1.1 Niech m = (1,0,1,...). Oblicz
1. eval(m,po V (p1 Ap2)),
2. eval(m, T A(p2Vp1)),
3. eval(m, —(=(po vV 1))).

Cwiczenie 1.2 Pokaz, ze dla dowolnych zmiennych zdaniowych p, q i v nastgpujqce
zdania sq tautologiami:

1. (pAp) < p

2. (pVp) <p

3. (pNg) < (gNp)

4. (pVvaq) < (¢Vp)

5. (A (@Ar) < ((pAg) AT),

6. (V(gVvr) < ((pVvagVr),

7. (pA(gVvr) < ((pAgV(pPAT),
8  (VgAr)((pvgrlpvr),
9. =(-p) b

10.  =(p A —p),

11. pV-p,

12. =(pAgq) < (=pV —q),

13. =(pVaq) < (=p A —q),

4. (p—=gN(@—=7)—=D@—=r),
15 (p—q) < (-pVy),

16. (p<q) < ((p—> 9 AN(g—Dp),
17. (p<q) < (PAQV (=pA—g)).

Cwiczenie 1.3 Pokaz, ze dla dowolnych zmiennych zdaniowych p, q, r i s zdanie
pA(gA(rAs)) < ((pAg)AT)ASs)) jest tautologiq.

Cwiczenie 1.4 Pokaz, ze zdanie “Jesli Jas nie umie logiki, to jesli Jas umie logike, to
1+ 1= 3" jest prawdziwe.

Cwiczenie 1.5 Pokaz, ze jesli srednia arytmetyczna liczb x1, . . ., x, jest wigksza od
liczby a, to co najmniej jedna z tych liczb jest wigksza od liczby a.

Cwiczenie 1.6 Niech p oznacza zdanie ,,rok R jest podzielny przez 4”, q - ,,rok R jest
podzielny przez 100", i r - ,,rok R jest podzielny przez 400”. Zapisz za pomocq zdan
P, q i rzdanie ,,rok R jest przestepny”.

Cwiczenie 1.7 Twierdzenie Pitagorasa mozna sformutowac w postaci implikacji:

Z(ACB) =90° — AC? + CB?* = AB?.
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Przypomnij sobie dowdd tego twierdzenia. Sformutuj twierdzenie odwrotne. Czy jest
ono prawdziwe?

Cwiczenie 1.8 Sprawd? poprawnos¢ nastepujqcych rozumowan.

1. Gdyby Jan byt Zotnierzem, to bytby odwaziny. Lecz Jan nie jest Zotnierzem.
Zatem Jan jest tchorzem.

2. Jesliz+3=+3—ztox’+6x+9 =3—uz, wigcx = —6lubx = —1. Zatem
liczby —6 oraz —1 sq rozwiqzaniami réwnania x + 3 = /3 — x.

Cwiczenie 1.9 WyraZ alternatywe, implikacje oraz rownowaznos¢ za pomocq negacji
oraz koniunkcji. WyraZ koniunkcje, implikacje oraz rownowaznos¢ za pomocq negacji

oraz alternatywy.

Cwiczenie 1.10 WyraZ negacje, koniunkcje, alternatywe, implikacje oraz rownowaz-
nos$¢ za pomocq spojnika Pierce’a.

Cwiczenie 1.11 Wyraz negacje, koniunkcje, alternatywe, implikacje oraz rownowaz-
nosc¢ za pomocq kreski Sheffera.

Cwiczenie 1.12 Udowodnij tacznosé spojnika />.

Cwiczenie 1.13 Pokaz, ze

1. {p}Ep

2. {patFprna

3. Ap, vt F g

4. {p,p — q} E q, (reguta Modus Ponens)

5. {avVvp,~aVq} EpV q(reguta rezolucji).

Cwiczenie 1.14 Zapisz w notacji polskiej nastepujqce formuty:
1. (pvgVr)Vvs
2. (pVvq) = (—-rAs)
3. (=(pVa) < (-pA—q)

Cwiczenie 1.15 Ile jest waluacji  : {p1,...,p10} = {0, 1} takich, ze
1. 7T)=(p1\/...\/p10),

2. W):plﬁ(pg\/...\/plo),

3. ’7T):(pl\/...\/p5)/\(p6\/...\/plo)?

Zadanie 1.1 Pokaz, Ze kazde zdanie rachunku zdan zawiera takq samq liczbe nawia-
sow otwierajqcych co zamykajqcych.

Zadanie 1.2 Pokaz, ze jesli zdanie jest zbudowane tylko ze statych zdaniowych (czyli
nie zawiera Zadnej zmiennej zdaniowej), to jest ono tautologiq lub zdaniem sprzecz-
nym.

Zadanie 1.3 Pokaz, ze jesli o(po, ..., pn) jest tautologiq oraz ze vy, ..., sa do-
wolnymi zdaniami, to zdanie (v, . . . ,y,) jest réwniez tautologiq.
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Zadanie 1.4 Niech vy = p oraz pn+1 = (wn) — p dla liczb naturalnych n. Dla
Jjakich liczb naturalnych n zdanie p,, jest tautologiq?

Zadanie 1.5 Niech 1y = p oraz Yn11 = p — (Yn) dla liczb naturalnych n. Dla
Jjakich liczb naturalnych n zdanie 1., jest tautologiq?

Zadanie 1.6 (Liczby Catalana) Niech c,, oznacza liczbe sposobow ktorymi moina
rozmiesci¢ nawiasy w iloczynie 1 . ..x,. Przyjmujemy, Ze co=0. Oczywiscie c; =
co = 1. Wyznacz wartosci cs i ¢y Pokaz, ze

n

Cn =) CiCnoi. (1.1

=0

Zadanie 1.7 lle istnieje nierownowaznych formut rachunku zdan zbudowanych ze
zmiennych zdaniowych p, q?

Zadanie 1.8 Pokaz, Ze za pomocq koniunkcji i alternatywy nie mozna zdefiniowac ne-
gacji. Pokaz, Ze za pomocq alternatywy i koniunkcji nie mozna zdefiniowac implikacji

Zadanie 1.9 Pokaz, Ze liczba 0.101001000100001000001 . . . jest niewymierna. Prze-
prowad? analize przedstawionego dowodu.

Zadanie 1.10 Na pewnej wyspie mieszka dwdoch tubylcow. Jeden z nich zawsze mowi
prawde, drugi - zawsze ktamie. Na wyspe dostat si¢ wedrowiec. Stanagt przed rozwi-
dleniem drog. Spotkat tubylca. Chce dowiedziec sig ktora z dwoch drog doprowadzi
go do stolicy. Moze zada¢ tylko jedno pytanie. Jak powinien je sformutowac?



Zbiory

Zbiér oraz relacje nalezenia € traktujemy jako pojecia podstawowe. Oznacza to tyle,
ze nie bedziemy zajmowali si¢ tym czym jest zbidr ani czym jest relacja nalezenia,
lecz zajmowac si¢ bedziemy ich wtasnosciami. Zbidr pusty oznaczaé bedziemy sym-
bolem . Zbiér liczb naturalnych, czyli zbiér {0, 1,2, ...} oznaczamy symbolem N.
Symbol Z oznacza zbidr liczb catkowitych, @ - zbiér liczb wymiernych za$ R ozna-
cza zbior liczb rzeczywistych. Symbol C oznacza zbidr liczb zespolonych. Negacje
symbolu nalezenia oznaczamy przez ¢, czyli wyrazenie « ¢ A nalezy traktowaé jako
skrécong forme zapisu wyrazenia —(z € A).

Uwaga. Liczbe zero zaliczamy w tej ksiazce do zbioru liczb naturalnych.

2.1 Aksjomat Ekstensjonalnosci

Rozwazania tego wykladu rozpoczniemy od sprecyzowania tego, kiedy dwa zbiory sa
sobie réwne.

Aksjomat 2.1 (EkstensjonalnoSci) Dwa zbiory A i B sq rowne wtedy i tylko wtedy,

gdy
reA«—xeB

dla dowolnego .

Aksjomat ten mozna wystowi¢ nastgpujaco ,zbiory sq réwne jesli majq te same
elementy”. Mozna z niego wyprowadzié szereg interesujacych wnioskéw. Pierwszy
z nich dotyczy zbioru pustego, czyli takiego zbioru, do ktérego nie nalezy zaden ele-
ment.

Whiosek 2.1 Istnieje tylko jeden zbior pusty.

Dowéd. Zatézmy, ze 0); i D5 sa zbiorami pustymi. Rozwazmy dowolny z. Wtedy oba
zdania x € (); oraz x € ()5 sa fatszywe. Lecz (L <> 1) = T, zatem zdanie

T €D & x <y
jest prawdziwe. A wigc, na mocy Aksjomatu Ekstensjonalosci, i1 = (). 0

Uwaga. Z ostatniego wniosku wynika, co chyba nie jest oczywiste, ze zbidr trolli jest réwny
zbiorowi elféw.

20
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Definicja 2.1 Niech Q2 bedzie dowolnym zbiorem. Funkcjq zdaniowq okreslonq dla
elementow zbioru Q) nazywamy dowolne wyrazenie ktdre kazdemu elementowi x € )
Jjednoznacznie przypisuje wartos¢ p(x) ze zbioru {1, 0}.

Jesli Q@ = N to funkcjami zdaniowymi, sa na przyklad, ¢1(x) = “x jest liczba
parzysta”, vo(z) = “x jest liczba pierwsza”.

Definicja 2.2 Niech ) bedzie dowolnym zbiorem. Niech p(x) bedzie funkcjq zda-
niowq okreslong dla elementow zbioru Q). Wtedy przez {x € 0 : p(z)} oznaczamy
taki zbior C, Ze

zeC <z eNNp(x).

Z operatorem tym, zwanym operatorem wyrozniania, spotykamy si¢ w wielu kon-
strukcjach matematycznych. Na przyktad, odcinek [a, b] zbioru liczb rzeczywistych
definiuje si¢ jako {x € R : @ < x Az < b}. Zbidr liczb parzystych definiujemy
jako {x € N : 2|z}, gdzie ,,|” oznacza symbol podzielno$ci. Za pomoca operatora
wyrézniania udowodnimy teraz pierwszy ciekawy fakt o zbiorach.

Twierdzenie 2.1 (Russel) Nie istnieje zbior wszystkich zbiorow.

Dowéd. Zat6zmy, ze V jest zbiorem wszystkich zbioréw. Rozwazmy zbidr
A={zx eV .z ¢ux}.
Oczywiscie A € V, bo do zbioru V' naleza wszystkie zbiory. Lecz wtedy
Ac A (AcVANAEA) - Ad A
Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowéd. O

Uwaga. To wilasnie z powodu Twierdzenia Russell’a operator wyrézniania stosujemy do kon-
kretnego zbioru, czyli postugujemy si¢ konstrukcja {x € C : (z)}. Konstrukcja postaci
{z : ¢(x)} prowadzi¢ moze do sprzecznosci, gdyz jej wynikiem moze nie by¢ zbiér.

Uwaga. Pewien niepokdj u czytelnika moze budzié¢ wyrazenie ¢ x. Wydawaé si¢ bowiem
moze, ze nie ma zbioréw x takich, ze x € z, czyli, ze formuta z ¢ x jest zawsze prawdziwa.
Autor ksiazki proponuje nie rozwazaé tej kwestii w tym miejscu. Jest ona bowiem, w pewnym
sensie, nierozstrzygalna. Mozemy zatozy¢, ze zbiory o wlasnosci z € x nie istnieja. A wtedy
twierdzenie Russell’a jest oczywiste - nie moze istnie¢ zbiér wszystkich zbioréw, gdyz gdyby
istnial, to musiat by by¢ swoim elementem. Przedstawiony wyzej dowdd twierdzenia Russell’a
jest ,,czysty” - nie korzysta z tego zalozenia. Czytelnikowi ktéremu te wyjasSnienia wydaja
si¢ mato przekonywujace powinien zapoznac si¢ z Aksjomatem Regularnosci omawianym w
Dodatku

2.2 Operacje mnogosciowe

Dawnym polskim okresleniem dzisiejszego pojecia zbidr byto stowo ,,mnogosé”. Jest
ono nadal uzywane w terminologii matematycznej. W rozdziale tym zajmiemy si¢
omoéwieniem podstawowych operacji mnogos$ciowych na zbiorach, takich jak suma,
przekréj oraz réznica.
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Definicja 2.3 Niech A i B bedq zbiorami.

1. Sumgq zbioréw A i B nazywamy taki zbior C, Ze
r€C« (re AV eB)
dla dowolnego x. Zbidr ten oznaczamy symbolem A U B.
2. Przekrojem zbioréw A i B nazywamy taki zbior C, Ze
reC+ (xe ANz € B).
Zbidr ten oznaczamy symbolem A N B.
3. Roznicq zbiorow A i B nazywamy taki zbior C, Ze
reC+ (xe ANz ¢ B).

Zbidr ten oznaczamy symbolem A\ B.

Z Aksjomatu ekstensjonalnos$ci wynika, ze powyzsze operacje sa poprawnie zde-
finiowane, czyli, na przyktad, ze dla danych zbioréw A oraz B ich suma A U B jest
wyznaczona jednoznacznie.

W rozdziale tym omdéwimy podstawowe wtasnosci operacji wprowadzonych w
Definicji 2.3] Wiele dowodéw bedziemy opuszczaé, pozostawiajac je czytelnikowi
do samodzielnego przeprowadzenia. Wigkszo$¢ nich prowadzi si¢ wedlug pewnego
og6lnego schematu, ktéry przedstawimy teraz na konkretnym przykladzie.

Przyklad 2.1 Pokazemy, 7e operacja sumy jest przemienna, czyli, ze AUB = BU A
dla dowolnych zbioréw A i B. Ustalmy zbiory A i B oraz rozwazmy dowolny element
x. Wtedy

reAUB=" zcAvzeB) = xeBvzecA) = e BUA.
Zatem, dla dowolnego x mamy
re AUB=x€ BUA,

a wigc, na mocy Aksjomatu Ekstensjonalnosci, mamy AU B = B U A.

Przyjrzyjmy si¢ powyzszemu rozumowaniu. ZastosowaliSmy w nim uproszcz-
ony zapis szeregu réwnowaznosci. Zamiast w oddzielnych linijkach pisa¢ ¢ = @9,
(P2 = (3 0raz w,_1 = @, zastosowaliSmy uproszczony zapis 1 = @2 = @3... =
n. Pierwsza réwnowazno$¢ wynika z definicji operacji sumy. Druga réwnowaz-
nos$¢ wynika z przemiennosci alternatywy zastosowanej do zdan p = (x € A) oraz
g = (z € B). Ostatnia réwnowazno$¢ ponownie wynika z definicji sumy. W po-
dobny sposéb mozna przeprowadzié dowody wielu innych faktéw podanych w tym
rozdziale. Pierwsza czg$¢ takiego dowodu polega na przetltumaczeniu pewnego wy-
razenia na jezyk rachunku zdan. Nastgpnie korzystamy z odpowiedniej tautologii.
W ostatniej fazie wykonujemy odwrotne tlumaczenie zdania na wyrazenie rachunku
zbioréw.
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Uwaga. Przedstawiona metoda redukcji zagadnien z jednej dziedziny matematyki do zagad-
nien z innej dziedziny jest bardzo silnym narzedziem badawczym. Zastosowat ja R. Descartes
(Kartezjusz) ktéry pokazat jak mozna redukowaé zagadnienia geometryczne do zagadnien ana-
litycznych.

Przeglad najwazniejszych wtasnosci wprowadzonych operacji rozpoczniemy od
wlasnosci sumy i przekroju zbioréw. W ponizszych tabelkach A, B i C' oznaczaja
dowolne zbiory.

idempotentnos¢ | ANA=A
AUA=A
przemiennos¢ | ANB=BNA
AUB=BUA
tacznos¢ AN(BNC)=(AnB)NnC
AUu(BUC)=(AUB)UC
rozdzielnosé AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)

Zauwazmy réwniez, ze AN = () oraz AU = A dla dowolnego zbioru A. Zbiér
pusty jest wigc elementem neutralnym dodawania zbioréw.

Definicja 2.4 Mdwimy, Ze zbior A zawiera si¢ w zbiorze B (A C B) jesli dla kazdego
x prawdziwa jest implikacja
r€A—zxeB.

Zauwazmy, ze z Aksjomatu Ekstensjonalnosci wynika, ze jesli A C B oraz B C
Ato A = B. Aksjomat ten moze wigc by¢ zapisany w postaci

A=B < (ACB)A(BCA).

Oto lista podstawowych wlasnosci inkluzji zbioréw:

zwrotno$¢ inkluzji ACA
przechodnios¢ inkluzji | (AC B)A(BCC)— ACC
wlasno$ci sumy ACAUB

(ACC)AN(BCC)—AUBCC
wilasnosci przekroju ANBCA
(ACB)A(ACC)—ACBNC
monotonicznos¢ (ACB)A(CCD)— AuCCBUD
(ACB)A(CCD)—-ANCCBND

Dowody powyzszych wiasnosci inkluzji réznia si¢ od dowodéw réwnosci postaci
® = U, gdzie ¢ i ¥ sa wyrazeniami algebry zbior6w. Spowodowane jest to tym,
ze inkluzja nie jest operacja na zbiorach lecz zaleznoscia pomigdzy nimi. Dla przy-
ktadu naszkicujemy dowdd przechodniosci inkluzji.

Przyklad 2.2 (Dowéd przechodniosci inkluzji) Zatozmy, ze A C Bi B C C. Roz-
wazmy dowolny element x € A. Z pierwszego zatoZenia wynika, 7e x € B. Lecz
wtedy, z drugiej czesci zatoZenia wynika, ze x € C. Zatem dla dowolnego elementu x
jesli zdanie x € A jest prawdziwe, to prawdziwe jest rowniez zdanie x € C. A wigc

ACC.
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Pokazemy teraz, ze inkluzj¢ mozna zdefiniowa¢ za pomoca operacji sumy oraz
przekroju.

Twierdzenie 2.2 Dia dowolnych zbioréow A i B nastepujqce trzy zdania sq réwno-
wazne:

1. ACB,
2. ANB = A,
3. AUB=B.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze prawdziwa jest implikacja (1) — (2). Zatézmy,
ze A C B. Poniewaz AN B C A dla dowolnych zbioréw A i B, wystarczy wiec
pokazaé, ze A C AN B. Niech wigc x € A. Z zatozenia wynika, ze wtedy =z € B.
Zatem oba zdania x € Aix € B sa prawdziwe. Prawdziwa jest wigc réwniez ich
koniunkcja (z € A) A (x € B). PokazaliSmy wiec, ze x € AN B, co konczy dowéd
implikacji (1) — (2).

Pokazemy teraz, ze (2) — (3). Zatézmy, ze AN B = A. Wtedy

AUB=(ANB)UBCBNB=B.

Druga inkluzja, czyli B C A U B, jest prawdziwa dla dowolnych zbioréw A i B.
PokazaliSmy wiec prawdziwos¢ implikacji (2) — (3).

Pokazemy teraz, ze (3) — (1). Zalézmy, ze AU B = B. Niech z € A. Wtedy
x € AU B, awigc z € B, co koriczy dowdd implikacji (3) — (1).

PokazaliSmy wigc, ze implikacje (1) — (2), (2) — (3) oraz (3) — (1) sa praw-
dziwe. Twierdzenie jest wigc udowodnione. 0

Zwré¢my uwage na strukturg przeprowadzonego dowodu. RozwazaliSmy trzy
zdania (1), (2) i (3). Pokazali$my, ze prawdziwe sg implikacje (1) — (2), (2) — (3)
i (3) — (1). Latwo mozna sprawdzié, ze zdanie

(P=N(@—=7r)A(@g—=7) = (o)A (@ T)N(PpeT))

jest tautologia. Zatem wszystkie zdania (1), (2) i (3) sa réwnowazne.

Uwaga. W celu udowodnienia réwnowaznosci trzech zdan nalezy pokaza¢ 6 = 3 * 2 implika-

cji. Metoda zastosowana w powyzszym rozumowaniu redukuje t¢ liczbg do trzech implikacji.
Zysk staje si¢ tym bardziej widoczny im wigksza ilo§¢ réwnowazno$ci mamy do pokazania.
Jesli do pokazania mamy réwnowazno$é n zdan, to bezposrednia metoda wymaga n(n — 1)
réwnowaznosci, za§ metoda oparta na uogélnieniu stosowanej wyzej metody wymaga przepro-
wadzenie tylko n rozumowar.

Zajmiemy si¢ teraz pojeciem dopelnienia zbioru. Przypomnijmy (Twierdzenie
2.1I), ze nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw. Dopetnia¢ zbiory mozemy tylko do
ustalonego zbioru. Taki ustalony na pewien czas zbiér bedziemy nazywac przestrze-
nia.

Definicja 2.5 Niech §2 bedzie ustalonym zbiorem oraz A C ). Dopetnieniem zbioru
A do przestrzeni Q nazywamy zbior A€ = Q \ A.
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Uwaga. W niekt6rych ksiazkach dopetnienie zbioru A oznaczane jest przez A’. Mozna spo-
tkac sig réwniez z notacja — A.

Ustalmy przestrzeni 2 oraz zbiory A, B C 2. Oto najwazniejsze wtasnosci opera-
cji dopeknienia do przestrzeni 2.

inwolucyjnosé (A=A

réznica A\B=ANDB*
prawa de Morgana (AUB)¢ = A°N B¢
(AN B)¢ = A°U B¢
wiasnoéci przestrzeni | (¢ = Q

Q=10
antymonotoniczno$¢ | A C B — B¢ C A¢

Twierdzenie 2.3 Niech p(x) i ¢(x) bedq funkcjami zdaniowymi okreslonymi dla ele-
mentow przestrzeni (). Wtedy

L {zeQ:p@)}={xeQ:—p()}
22 {zeQ:p@)ANyY(z)} ={z eQ:p@)}Nn{zeQ: )}
3 {zeQ:p@)Vy(z)} ={zeQ:p@)}U{zeQ: )}

Twierdzenie to wynika bezposrednio z definicji operatora wyrdzniania, definicji
dopetnienia, przekroju i sumy oraz z Aksjomatu Ekstensjonalnosci.

Definicja 2.6 Roznicq symetryczng zbiorow A i B nazywamy zbior
AAB=(A\B)U(B\A).

Zauwazmy,ze v € A A B < (z € A) & (z € B), gdzie & z prawej strony tego
wyrazenia oznacza spdjnik logiczny ,,albo” zdefiniowany w poprzednim wykladzie.
Z tego powodu réznica symetryczna zbioréw dziedziczy wtasnosci tego spdjnika. W
szczegllnosSci AN =A, ANA=0,AANB=BAAoraz(AAB)AC=AA
(B Q).

Z wymienionych wtasnosci réznicy symetrycznej wynika, ze (A A B) A B=A
dla dowolnych zbioréw A i B. Obserwacje te¢ wykorzystaé mozna do prostych metod
kodowania informacji.

Definicja 2.7 Parq elementéw a i b nazywamy taki zbior C, ze x € C < (z =
a) V (x = b) dla dowolnego x. Zbidr ten oznaczamy symbolem {a, b}.

Z. Aksjomatu Ekstensjonalno$ci wynika jednoznaczno$¢ operacji pary. Dla da-
nego elementu a definiujemy {a} = {a,a}. Zbiér ten nazywamy singletonem ele-
mentu a. Ze zbioru pustego (), za pomoca operacji tworzenia singletonu, mozemy
skonstruowaé nieskoriczenie wiele réznych zbioréw. Sa nimi §, {0}, {{0}}, {{{0}}},
.... Za pomoca operacji pary oraz sumy definiowaé mozemy tréjki, czworki itd. Na
przykiad, definujemy {a, b, c} = {a,b} U {c}.

Definicja 2.8 (Kuratowski) Parq uporzqdkowanq elementéw a i b nazywamy zbior

(avb) = {{a}’ {a7 b}} :
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Zauwazmy, ze jesli a = bto (a,b) = {{a},{a,a}} = {{a}}, a wigc zbidr (a, a)
jest jednoelementowy. Jesli a # b to {a} # {a,b}, wiec wtedy zbiér (a,b) jest
dwuelementowy. Podstawowa wilasno$¢ pary uporzadkowanej zawarta jest w naste-
pujacym twierdzeniu:

Twierdzenie 2.4 Dla dowolnych elementow x, y, u i v mamy

(#,y) = (u,0) & (z=u) A (y = v).

Dowéd. Zatézmy, ze (x,y) = (u,v). Rozwazmy dwa przypadki. Jesli x = y, to
(z,y) jest zbiorem jednoelementowym, wigc réwniez zbidr (u, v) musi by¢ zbiorem
jednoelementowym, z czego tatwo wynika, ze x = y = u = v. Zalézmy teraz, ze
x # y. Wtedy réwniez u # v. Z réwnosci {{z}, {z,y}} = {{u}, {u,v}} wynika, ze
x = u. Zatem {z,y} = {z,v} awigciy = v. 0

Uwaga. Pare uporzadkowana mozna by okresli¢ inaczej. W niektérych rozwazaniach tak tez
si¢ czyni. Istotne jest tylko to aby dla pary uporzadkowanej prawdziwe byto Twierdzenie [2.4]

Definicja 2.9 Iloczynem kartezjariskim zbioréw A i B nazywamy zbidr
AxB={(z,y):x € ANy € B}.

Za pomoca iloczynu kartezjafiskiego definiowane sg skoficzenie wymiarowe prze-
strzenie euklidesowe. Na przyktad, plaszczyzne R? utozsamiamy ze zbiorem R x R.

Pojecie pary uporzadkowanej uogélnia si¢ na pojecie n-ki uporzadkowanej. Tréjke
uporzadkowang definiujemy jako (z,y,z) = ((x,y),z). Ogdlnie, dla n>2 definiu-
jemy

(@1, nt1) = (21, -y &0), Tng1)-

Z twierdzenia 2.4 wynika, ze

(X1, n) = W1,y yn) & (@1 =y1) Ao A(Xn = Yn)-

Definicj¢ iloczynu kartezjaniskiego dwéch zbioréw uogélniamy w nastepujacy sposéb
na iloczyn kartezjaniski n zbiorow:

AlX...XAn:{(xl,...,xn)Z$1€A1/\.../\1’n€An}

W szczegblnym przypadku, gdy A; = ... = A,, = Atozamiast A X ... X A piszemy
A™. Tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa utozsamiamy ze zbiorem R3.

Definicja 2.10 Zbiorem potegowym zbioru A nazywamy zbidr P(A) ztoZony ze wszy-
stkich podzbioréw zbioru A.

Zbiér pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru, zatem ) € P(A) dla kazdego
zbioru A. Z inkluzji A C A wynika, ze A € P(A) dla kazdego zbioru A. Zatem
{0, A} C P(A) dla dowolnego zbioru A.
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2.3 Diagramy Venna

Pod koniec XIX wieku J. Venn upowszechnit prosty system obrazowania logicznych
zwiazkéw pomigdzy réznymi klasami obiektéw. Diagram Venna jest prostokatem w
ktérym narysowane sg kotka reprezentujace grupy obiektéw majacych takie same wta-
sno$ci. Na przyktad, na nastgpujacym rysunku caty prostokat reprezentuje “uniwer-
sum” wszystkich zwierzat, obszar W reprezentuje wielblady, obszar P ptaki i region
A albatrosy.

Na diagramie tym zaznaczone sg trzy obserwacje:
1. wszystkie albatrosy sa ptakami,
2. zaden ptak nie jest wielbtadem,
3. zaden albatros nie jest wielbladem.
Diagram ten stuzy do zilustrowania nastgpujacej reguty wnioskowania:

7 tego, ze ,,wszystkie A sq P i ,,Zaden P nie jest W’ wynika, ze ,,Zaden A
nie jest W,

co w jezyku zbioréw moze byé wyrazone nastepujaco: jesli A C Poraz PNW = ()
to ANW = 0.

Diagramy te moga shuzy¢ do sprawdzania czy dana réwnos$¢ pomigdzy wyra-
zeniami algebry zbioréw jest prawdziwa. Nalezy pamigta¢ o tym aby w przypadku
sprawdzania tozsamos$ci dla dwéch zbioréw, powiedzmy dla zbioréw A i B, wybraé
takie zbiory aby AN B # 0, AN B¢ # () A°N B # 01 A° N B¢ # (. Taki uktadem
sa dwa przecinajace si¢ kotka:
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Dla badania zalezno$ci pomigdzy trzema zbiorami nalezy zastosowacd takie zbiory
A, B, C, dla ktérych wszystkie przekroje A' N B7 N C* sa niepuste, gdzie i, j, k €
{0,1} oraz X° oznacza zbiér X za§ X' oznacza zbiér X¢. Takim ukladem sa, na
przyktad, trzy kétka:

Dla wigkszej iloSci zmiennych trudno jest narysowac¢ odpowiedni uktad zbioréw do
testowania prawdziwosci réwnosci wyrazen algebry zbioréw (patrz Rozdziat[A.7).

Uwaga. Diagramy Venna upowszechnit J. Venn. Jednakze podobnymi diagramami postugiwat
si¢ juz w X VII wieku Gottfried Wilhelm Leibniz, ktéry uwazany jest, miedzy innymi, za twoérce
logiki symbolicznej. W ksiedze “Opera Omnia” Leonarda Eulera, znajduje si¢ prawie taki sam
rysunek jak ten, od ktérego rozpocze¢liSmy ilustracje diagraméw Venna. Tak wigc Venn nie jest
tworca diagraméw Venna, lecz ich popularyzatorem.

2.4 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 2.1 Wyznacz AN B, AUB, A\ Bi B\ Ajesli
I.LA=R B=0Q

22A={neN:3n}, B={necN:5n},

3. A=10,3, B= (1,2l

Cwiczenie 2.2 Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C prawdziwe sq nastgpujqce
rownosci:
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1. AnNA=A

2. AUA=A

3. AnNB=DBnNA,

4. AUB=DBUA,

5. An(BnC)=(AnB)NnC,

6. AU(BUC)=(AuB)UC

7. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
8 AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC).

Cwiczenie 2.3 Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C prawdziwe sq nastgpujqce
zdania:

1. ACA,

(ACB)A(BCC)— ACC,
ACAUB,

(ACO)AN(BC(C)— AUuBCC,
ANBCA,

(ACB)A(ACC)—= ACBNC,
(ACB)A(CCD)— AUCC BUD,

Lo N S A N

(ACB)A(CC D)~ ANCCBND.

Cwiczenie 2.4 Niech A i B bedq podziorami ustalonej przestrzeni ). Pokaz, ze

1. (A9 = A,

2. A\B=AnNB",

3. (AUB)° = A°n B,
4. (AN B)¢ = A°U B°,
5. 0c=Q,

6. Q° =,

7. AC B — B¢ C A

Cwiczenie 2.5 Pokaz, z¢ AU B Jjest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem zawie-
rajgcym jednoczesnie zbiory A oraz B. Sformutuj i udowodnij analogiczny fakt dla
przekroju dwdch zbiorow.

Cwiczenie 2.6 Pokaz, 7e (A\B)\C = A\(BUC) oraz A\(B\C) = (A\B)U(ANC)
dla dowolnych zbioréw A, B, i C.
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Cwiczenie 2.7 Rozwiqz rownanie [0,1] & X = [-1, ).

Cwiczenie 2.8 Niech A = {1,3,5}, B = {2,4} i C = {1,5}. Znajdz taki zbior X,
ze(ArnX)AB=C.

Cwiczenie 2.9 Alicja i Bob przesytajq pomiedzy sobq informacje o podzbiorach zbioru
{1,...,100}. Do szyfrowania przesytanych informacji stosujq operacje réznicy syme-
trycznej z podzbiorem wszystkich liczb pierwszych ze zbioru {1, . ..,100}. Zatoimy, Ze
Alicja chce przesta¢ Bobowi zbidr {3,9,53}. Wyznacz zaszyfrowany zbiér. Sprawdy,
ze Bob potrafi bezbtednie odczytac przestang mu informacje. Co jest potrzebne do
ztamania tej metody szyfrowania danych?

Cwiczenie 2.10 Pokaz, ze (A A BYNC = (ANC) A (BNC).
Cwiczenie 2.11 Pokaz, ze zbiory (), {0}, {{0}}, ... sq parami rézne.
Cwiczenie 2.12 Czy iloczyn kartezjariski jest operacjq taczng? Czy jest przemienny?

Cwiczenie 2.13 Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C prawdziwe sq nastgpujqce
rownosci:

1. (AUB)xC=(AxC)U(BxC(),
2. (AnB)xC=(AxC)n(BxC).

Cwiczenie 2.14 Pokaz, ze A C B wedy i tylko wtedy, gdy P(A) C P(B).

Cwiczenie 2.15 Czy dla dowolnych zbioréw A i B prawdziwe sq réwnosci P(A) N
P(B)=P(ANB)iP(A)UP(B)=P(AUB)?

Cwiczenie 2.16 Wyznacz zbiory P(0), P(P(0)), P({a,b}) i P({a,b,c}).

Cwiczenie 2.17 Niech A, B C Q. Opisz rodzing wszystkich zbiorow ktére mogq zo-
sta¢ zdefiniowane ze zbioréw A i B za pomocq operacji sumy, przekroju i dopetnienia.

Cwiczenie 2.18 Niech A = {1,2,6,7,8}, B ={2,3,4,7,8} i C = {4,5,6,7,8}.
lle roznych zbiorow mozesz zbudowac za pomocq operacji U, N, © ze zbiorow A, B i
C? Czy zbior {8} nalezy do tej rodziny zbioréw?

Cwiczenie 2.19 Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A i B prawdziwa jest réownowaz-
nos¢ A=B «+ A\ B=B\ A

Cwiczenie 2.20 (Lewis Carroll) Pokaz, Ze z nastgpujqcego zbioru zdar
(a) wszyscy moi synowie sq szczupli,

(b) wszystkie moje zdrowe dzieci uprawiajq sport,

(c) Zadne moje dziecko ktore jest takomczuchem nie jest szczupte,

(d) Zadna moja cérka nie uprawia sportu

wynika, Ze “Zadne moje zdrowe dziecko nie jest takomczuchem”.

Cwiczenie 2.21 Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw A i B mamy A\ (A\ (A\ B)) =
A\ B.
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Cwiczenie 2.22 Zapisz w postaci “nawiasowej” nastgpujqce wyrazenia: ABC U U
oraz ABUCU.

Zadanie 2.1 Pokaz, ze 7 Aksjomatu Ekstensjonalosci wynika, Ze operacja sumy jest
poprawnie okreSlone. To znaczy, Ze jesli A i B sq dowolnymi zbiorami, to istnieje
tylko jeden zbior C taki, ze x € C < (x € AV x € B). To samo pokaz dla iloczynu
i roznicy zbiorow.

Zadanie 2.2 Niech p(z) i (x) bedq funkcjami zdaniowymi okreslonymi dla elemen-
tow przestrzeni ). Pokaz, Ze

1. {x€Q:p(x)}={ze:—p)}

2 (€0 p(@) A b)) = {z €0 p@)} N {z €0 ()},

3 {z € p@) V@) = {z € 0 p(@)}U{z €0 b))

Zadanie 2.3 Niech S(z) = x U {x}. Niech xo = ) oraz xp4+1 = S(x,,) dla wszy-
stkich liczb naturalnych n. Wyznacz x,, dla wszystkich n < 5. Pokaz, Ze jeslin < m
10 Ty, € Ty

Zadanie 2.4 Pokaz, 7e A x B = B x A wtedy i tylko wtedy, gdy A = BV A =
pvB=0.

Zadanie 2.5 Pokaz, Ze dla kazdego zbioru A zachodzi nierownosé A # P(A).
Zadanie 2.6 Pokaz, Ze nie istnieje taki zbior ), 7e A C Q dla dowolnego zbioru A.
Zadanie 2.7 Zbior A nazywamy tranzytywnym jesli x C A dla dowolnego x € A.

Pokaz, ze () jest zbiorem tranzytywnym oraz, Ze jesli A jest zbiorem tranzytywnym, to
réwniez zbiory P(A) i AU { A} sq tranzytywne.



Kwantyfikatory

Dziat logiki matematycznej zajmujacy si¢ wtasnosciami kwantyfikator6w nazywa sig
Rachunkiem Predykatéw. Okresla on poprawne metody wnioskowania w jezykach
zawierajacych wyrazenia w ktérych wystepuja kwantyfikatory. W wyktadzie tym
oméwimy tylko podstawowe wlasnosci kwantyfikatoréw a mianowicie te ktére daja
si¢ sprowadzi¢ do pewnych zagadniei mnogoSciowych. Z pelna wersja Rachunku
Predykatéw czytelnicy tej ksiazki zetkna si¢ na wyktadach poswigconych Logice Al-
gorytmicznej badzZ tez Logice Matematycznej.

3.1 Definicja kwantyfikatorow

Ustalmy niepusta przestrzen (). Przypomnijmy, ze ¢ jest funkcjq zdaniowq elemen-
tow przestrzeni {2, jesli dla kazdego a € € okreslona jest warto$é ¢(a) € {0,1}.
Przyktadem funkcji zdaniowej dla Q@ = R sa wyrazenia p(z) = (x > 0) i ¥(x) =
(3 < & <'5). Jesli funkcja zdaniowa ¢ jest zapisana za pomoca symboli matematycz-
nych, to nazywamy ja formutq jednej zmienne;.

Definicja 3.1 Niech ¢ bedzie funkcjq zdaniowq elementow przestrzeni 2. Wtedy
1. Zdanie (3x)p(x) jest prawdziwe, jesli {x € Q : ¢(z)} # 0.
2. Zdanie (Vx)¢(x) jest prawdziwe, jesli {x € Q: p(x)} = Q.

Wyrazenia 3 oraz V nazywamy si¢ kwantyfikatorami. Pierwszy z nich nazywa
si¢ kwantyfikatorem egzystencjalnym (lub szczegotowym), drugi kwantyfikatorem uni-
wersalnym (lub ogolnym). W niektdérych ksiazkach uzywane sa inne oznaczenia na
kwantyfikatory. Oto kilka przyktadéw alternatywnych form zapisu kwantyfikatora
og6lnego:

Ne@),  (Av)p(x),  (2)p(x),
x
oraz kilka przyktadéw alternatywnych form zapisu kwantyfikatora szczegétowego:

V@),  (Bx)p).

Zatézmy na chwilg, ze rozwazana przez nas przestrzen 2 jest skoriczona. Niech
Q ={wy,...,w,}. Zauwazmy, ze wtedy

B)p(z) & (plwr) V... Ve(wn))

ISprawa ta zostanie oméwiona bardziej starannie na wyktadach z Logiki Matematycznej badz z Logiki
Algorytmicznej. Na razie ten poziom precyzji nam wystarczy.

32
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(Va)p(z) & (plwi) A Ap(wn).

Kwantyfikator egzystencjalny mozemy wigc traktowac jako uogélnienie spdjnika lo-
gicznego V. Podobnie kwantyfikator ogélny mozemy traktowaé jako uogdlnienie
spdjnika logicznego A.

Przyklad 3.1 Niech ¢(x) = (2 = —1). Jes’li Q= [R to w dziedzinie tej zdanie
(Fx)p(x) jest fatszywe, gdyz {x € C : -1} = esll zas Q = C, tow
dziedzinie tej zdanie (3x)p(x )]estprawdztwe gdy {reC = -1} ={—i,i}.

3.2 Wiasnosci kwantyfikatorow

W czgéci tej omOwimy podstawowe wlasnosci kwantyfikatorow. Rozpoczniemy od
analizy wyrazeni z jednym kwantyfikatorem. Potem omdéwimy wilasnosci wyrazefi
rozpoczynajacych si¢ od bloku kwantyfikatoréw dtugosci 2.

Definicja 3.2 Niech p(x) bedzie funkcjq zdaniowq elementow przestrzeni ). Diagra-
mem funkcji zdaniowej @ nazywamy zbior D, = {a € Q : p(a)}.

Przypomnijmy, ze z Twierdzenia [2.3| wynika natychmiast, ze
1. D_p=(D,)",
2. Dyyy =Dy, U Dy, oraz
3. DﬁPNl’ = Dga N Dd"

Bezposrednio z Deﬁnicjioraz z Deﬁnicjiwynika, ze jesli () jest funkcja
zdaniowg elementow przestrzeni €2, to

1. Zdanie (3x)p(x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy D, # 0.
2. Zdanie (Vx)p(x) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy D) = Q.

Twierdzenie 3.1 Niech ¢ oraz v bedq funkcjami zdaniowymi elementow przestrzeni
Q. Wtedy:

S
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Pierwsze dwie réwnowaznoS$ci nazywaja si¢ prawami de Morgana dla kwantyfi-
katoréw. Réwnowaznos$é (3) nazywa sig rozdzielnosScia kwantyfikatora egzysten-
cjalnego wzglgdem alternatywy a (5) - rozdzielnoScia kwantyfikatora uniwersalnego
wzgledem koniunkcji.

Dowdd. W celu udowodnienia pierwszej réwnowazno$ci zauwazmy, ze

~(3z)p(@) ¢ ~(Dy #0) <> Dy =0 ¢

Dg =Q < Doy = Q > (Vo)=p(x).

Dowdéd drugiej réwnowaznosci przebiega podobnie jak pierwszej. Udowodnimy teraz
trzecia rownowazno$¢. Zauwazmy, ze

(Fz)(p(x) V ¢ (2)) <> Dovy # 0 <> Dy U Dy # 0

Zauwazmy nastgpnie, ze suma dwoch zbioréw jest niepusta wtedy i tylko wtedy gdy
chocby jeden z tych zbioréw jest niepusty. Zatem

(F2)(e(x) V ¢ (x)) <> Dy # 0V Dy # 0,

awiec (x)(p(z) Vp(z)) « ((3z)p(z) V (3x)1)(x)). Pokazemy teraz czwartg czgs¢
twierdzenia. Zauwazmy najpierw, ze

(Fx)(p(z) ANp(x)) <> Dppy # 0 <> Dy N Dy, # 0.

Zauwazmy nastgpnie, ze jesli przekrdj dwéch zbioréw jest niepusty, to oba zbiory
musza by¢ niepuste. Zatem

(F2)(e(x) A p(x)) = (Dy # O A Dy # 1),

a wiec
(Bz)(p(2) A (@) = ((Fr)p(z) A (Br)i(x)).
Dowdd czesci (5) oraz (6) jest podobny do dowodéw czesci (3) oraz (4). 0

W punkcie (4) oraz (5) udowodnionego twierdzenia wystepuja implikacje. Poka-
zemy teraz, ze nie mozna ich zastapi¢ réwnowaznosciami.

Przyklad 3.2 Niech Q = N. Rozwazmy formuty o(x) = 2|z oraz ¥(z) = —(2|x),
gdzie symbol | oznacza podzielnosé bez reszty.

Oba zdania (3x)p(z) oraz (3x)y(x) sa prawdziwe, gdyi 0 € D) oraz 1 €
Dy (y). Prawdziwa jest wigc rowniez ich koniunkcja (3x)p(x) A (Fz)ip(x). Jed-
nak zdanie (3z)(p(x) A Y(x)) nie jest prawdziwe, gdyz D,(pynp(x) = 0, bowiem
nie istnieje liczba naturalna ktora jest jednoczesnie parzysta i nieparzysta. Tak wigc
implikacji w trzecim punkcie ostatniego twierdzenia nie mozna zastqpi¢ rownowaz-
nosciq.

Zauwazmy, ze kazda liczba naturalna jest parzysta albo nieparzysta. Zatem zdanie
(V) (p(z) V ¥(x)) jest prawdziwe. Lecz nie jest prawdq, Ze kazda liczba jest parzy-
sta. Podobnie nie jest prawdq, Ze kazda liczba jest nieparzysta. Zatem (Va)p(x) V
(V)i (x) jest zdaniem fatszywym. Zatem i w punkcie (5) ostatniego twierdzenia im-
plikacji nie mozna zastqpic rownowaznosciq.
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Zatézmy na chwilg, ze przestrzen (2 jest skoficzona. Niech Q = {w1,...,w,}.
Korzystajac z tacznosci oraz przemiennosci spdjnika V mamy

) (p(z) Vv i(x)) < ((plwr) Vip(wi)) V...V (o(wn) V i(wn))) <
((cp(wl) V.o..Ve(w))V(@(w) V...V w(wn))) > ((Elx)cp(x) V (Elx)w(x)) )

Widzimy wigc, ze tautologia (3x)(p(z)Vip(x)) + ((Fx)p(z)V (3x)y(x)) dla przes-
trzeni skonczonych wynika z tacznos$ci i przemiennosci alternatywy. Podobnie, tau-
tologia (V) (¢(x) A (x)) < ((Vz)p(x) A (Ya)ip(x)) dla przestrzeni skoficzonych
jest konsekwencja tacznosci i przemiennosci koniunkc;ji.

Jesli ¢(x) jest funkcja zdaniowa okre§long dla element6w przestrzeni €2, to wy-
razenia (Vz)p(z) oraz (3z)p(z) sa zdaniami, czyli takimi wyrazeniami, ktére sa
prawdziwe lub falszywe. Mozemy je traktowaé jako funkcje stale, ktére kazdemu
elementowi rozwazanej przestrzeni § przyporzadkowuja ta sama warto$¢ logiczna.
Oczywiscie jesli ¢ jest zdaniem, to (Va )y <> ¢ oraz (Jx)y < 1. Obserwacje ta
uogo6lnia nastgpujace twierdzenie, ktérego dowdd wynika bezposrednio z Definicji

Twierdzenie 3.2 Niech o(x) bedzie funkcjq zdaniowq oraz niech i bedzie zdaniem.

Wtedy
1 (V) (p(x) V) & (Vo)p(z) Vo
2. (Vo) (p(x) A ) & (Va)p(z) Ay
3. (Bx)(p() V) & (Fr)p(r) VY
4. Bz)(p(x) A1) & (Fr)p(x) A,

Rozszerzymy teraz zakres naszych rozwazan na funkcje zdaniowe dwéch zmie-
nnych. Méwimy, ze ¢(z, y) jest funkcja zdaniowa elementéw przestrzeni 2 x  jesli
dla dowolnych (a, b) € Q x € okreslona jest warto$¢ ¢(a, b) € {0, 1}. Podobnie jak
poprzednio bedziemy funkcje zdaniowa ¢(x, y) nazywali formuta dwéch zmiennych
jesli jest zapisana za pomoca symboli matematycznych. Analogicznie okre§lamy po-
jecie diagramu dla formuty zdaniowej dwéch zmiennych: D, = {(a,b) € Q x Q :

¢(a,b)}.

Niech p(z, y) bedzie funkcja zdaniowa elementéw przestrzeni Q2. Zauwazmy, ze

kazde z wyrazen (Va)o(x, y), (Vy)e(x,y), (3z)p(z, y) oraz (Jy)p(x, y) jest funkcja
zdaniowa jednej zmiennej. Do kazdej z tych funkcji zdaniowych mozemy dopisaé z

lewej strony jeden z czterech kwantyfikatoréw (3x), (Jy), (Vx) oraz (Vy). Otrzy-
mamy w ten sposéb kolekcje oSmiu zdar:

(Vo) (Yy)p(z,y),  (Yy)(Vo)e(z,y), (Vo) Fy)e(z,y), (Vy)Er)e(x,y),

Fz)(Vy)e(x,y), Fy)(Vo)p(z,y), Fr)Fy)e(z,y) Fy)(Ez)e(z,y).

Zajmiemy si¢ teraz oméwieniem zwigzkéw migdzy tymi zdaniami. Interpretacja
zdai (Vz)(Vy)e(x,y) oraz (Vy)(Va)e(z, y) jest prosta. Mamy bowiem

(Vz)(Vy)p(z,y) + (Vo) ({y € Q: p(a,y)} = Q) & D, = Q2



ROZDZIAL 3. KWANTYFIKATORY 36

oraz
(V) (Va)p(z,y) « (V) ({z € Q= p(z,9)} = Q) & D, = Q2.
Zatem zdania (Vz)(Vy)e(z,y) oraz (Vy)(Vx)p(x,y) sa rownowazne temu, ze D, =
2. Ponadto widzimy, ze (Vx)(Vy)o(z,y) < (Vy)(Vz)o(z,y).
W podobny sposéb sprawdzamy, ze

(Fz)Fy)e(x, y) < Dy # 0

oraz
(Fy)Fz)e(z,y) > Dy # 0.

Zatem zdania (3z)(Jy)p(z, y) oraz (Fy)(Iz)e(z,y) sa rtownowazne temu, ze D, #
(). Ponadto widzimy, ze (Hx)(ﬂy) (z,y) « (Fy)(Fx)p(z,y).

Wszystkie zwiazki pomigdzy zdaniami zbudowanymi z jednej funkcji zdaniowej
(o dwéch zmiennych oraz dwdch kwantyfikatoréw przedstawione sa na nastgpujacym
diagramie:

(Bz)(Vy)p —  (Vy)(3z)p
/! N\
(V2)(Yy)e (3z)(3y)e (3.1)
¢ e

Fy) (V) —  (Vz)(3y)e

Implikacja (Vz)(Yy)p(z,y) — (3x)(Yy)p(z,y) wynika z tego, ze przestrzeii
Q jest niepusta. Zalézmy bowiem, ze zdanie (Vz)(Vy)p(z,y) jest prawdziwe oraz
niech ¢ bedzie ustalonym elementem zbioru . Z zalozenia wynika, ze D, = 2,
wigc dla dowolnego y € Q mamy ¢(c,y) = 1. Zatem {x € Q : (Vy)p(z,y)} jest
zbiorem niepustym, gdyz nalezy do niego element ¢, a wigc zdanie (3x)(Vy)p(z,y)
jest prawdziwe. Podobnie pokazujemy prawdziwos¢ implikacji (V) (Vy)e(z,y) —
(Fy)(v2)p(, ).

Zalézmy teraz, ze prawdziwe jest zdanie (3z)(Vy)p(x, y). Niech ¢ bedzie takim
elementem zbioru 2, ze (Vy)p(c,y). Wtedy dla kazdego elementu y, € 2 zbidr
{z € Q : v(c,yo)} jest niepusty, gdyz nalezy do niego element c¢. Zatem dla kaz-
dego yo € Q zdanie (3x)p(z, yo) jest prawdziwe, a wige {y € Q : (Fz)p(z,y0)} =
Q, czyli zdanie (Vy)(3z)p(x,y) jest prawdziwe. PokazaliSmy wigc, ze implikacja
(Fz)(Vy)p(z,y) — (Yy)(3z)p(z,y) jest prawdziwa. Podobnie pokazujemy praw-
dziwosé implikacji (Fy) (Va)e(x,y) — (Vo) By)p(z,y).

Zatézmy, ze prawdziwe jest zdanie (Vy)(3x)p(x,y). Niech d bedzie elemen-
tem zbioru 2 Wtedy zdanie (3z)p(x, d) jest prawdziwe. Istnieje wigc ¢ € € takie,
ze ¢(c,d) = 1, a wigc zdanie (3z)(Jy)p(x,y) jest prawdziwe. Podobnie pokazu-
jemy, ze implikacja (Vz)(3y)p(z,y) — (Fz)(Jy)p(z,y) jest prawdziwa dla dowol-
nej funkcji zdaniowej .

Mozna pokazaé, ze zadnej implikacji wystgpujacej w diagramie nie mozna
zastapié rownowaznoscia. Oto kilka przyktadéw ilustrujacych ten fakt:

Przyktad 3.3 Niech Q = R oraz p(z,y) = (v < y). Wtedy zdanie (Vz)(Jy)p(z,y)
Jest prawdziwe, gdyz dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje liczba od niej wigksza
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(jest niq, na przyktad, liczba x + 1). Zdanie (3y)(Vx)p(x,y) jest zas ewidentnie
fatszywe, gdyz gdyby byto prawdziwe to istniataby liczba rzeczywista a taka, Ze dla
kazdej liczby rzeczywistej x mielibysmy x < a. Implikacji

By)(Va)p(z,y) = (Vo) By)e(z,y)

nie mozna wigc zastqpic rownowaznosciq.

Przyklad 3.4 Niech Q@ = [0,1] oraz niech ¢(z,y) = (x > y). Wredy zdanie
(Fz)(Yy)p(z, y) jest prawdziwe, gdyz liczba 1 jest najwigkszq liczbq w odcinku [0, 1].
Zdanie (Vx)(Yy)p(x,y) jest zas ewidentnie fatszywe. Implikacji

(Vz)(Yy)p(z,y) — (Jz)(Vy)e(z,y)

nie mozina wigc zastqpic rownowaznosciq.

Przyktad 3.5 Niech Q = {0,1} oraz niech o(z,y) = (x = 1) A (y = 1). Zda-
nie (32)(Jy)p(z, y) jest ewidentnie prawdziwe, lecz zdanie (Vy)(3x)p(x,y) jest zas
fatszywe. Implikacji

(Vy)Fz)p(z,y) — (37)(3y)e(z,y)

nie mozna wigc zastqpi¢ rownowaznosciq.

Do tej pory zajmowali$my si¢ funkcjami zdaniowymi dwéch zmiennych. W po-
dobny sposéb mozemy analizowac funkcje zdaniowe n zmiennych dla dowolnego
n > 0 oraz dluzsze bloki kwantyfikatoréw. Na przyktad, jesli ¢)(z,y, z) jest funkcja
zdaniowa trzech zmiennych elementéw przestrzeni 2, to okreslamy

(B2)(Vy)(B2)¢(x,y, 2) < ({a € Q: (Vy)(32)¢(a,y,2)} # 0)

W wigkszosci przypadkéw do analizy nawet bardzo skomplikowanych wyrazen wy-
starcza nam oméwione prawa dla funkcji zdaniowych dwéch zmiennych.

3.3 Kwantyfikatory ograniczone

W wielu sytuacjach w formutach opisujacych wtasnosci ustalonej przestrzeni €2 od-
wolujemy si¢ do wyréznionych podzbioréw tej przestrzeni. Na przyktad, w defini-
cji ciagtodci postugujemy sie wyrazeniem (Ve > 0), ograniczajac zakres dziatania
kwantyfikatora uniwersalnego do liczb rzeczywistych dodatnich. Konstrukcje takie
nazywamy kwantyfikatorami ograniczonymi.

Definicja 3.3 Niech A bedzie podzbiorem, przestrzeni ) oraz niech ¢(x) bedzie fun-
kcjq zdaniowq elementow przestrzeni §). Okreslamy

1. (Vx € A)p(z) = (Vz)(x € A — ¢(x)),
2. (Fx e A)p(x) = (Fx)(x € AN p(x)).

Kwantyfikatory ograniczone maja podobne wtasnosci jak normalne kwantyfika-
tory. Pokazemy, dla przykladu, ze prawdziwe jest dla nich prawo de Morgana.
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Twierdzenie 3.3 (de Morgan) Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni Q) oraz niech
o(x) bedzie funkcjq zdaniowq elementow przestrzeni §). Wiedy

1. =(Vz € A)p(z) + (Fz € A)(—p(x)),
2. =3z € A)p(x) + (Vz € A)(—p(x)).

Dowéd. Zatézmy, ze A jest podzbiorem przestrzeni €2 oraz niech (z) bedzie funkcja
zdaniowg elementow przestrzeni €. Wtedy

—(Vz € A)p(z) = ~(Vz)(z € A — p(x)) =P (Fz)(=(z € A — p(2))).

Réwnowaznosé (2) wynika z prawa de Morgana dla normalnych kwantyfikatoréw. Z
tautologii (p — ¢) = (—p V q) oraz prawa de Morgana rachunku zdai wynika, ze
=(p — ¢) = (p A ~q). Zatem

—(Vz € A)p(x) = (Fz)(x € AN —p(x))) = (3 € A)(—p(x)).
Druga czg¢s¢ twierdzenia fatwo mozna wyprowadziC z czesci pierwsze;. 0

Pokazemy teraz kilka zastosowann omOwionych wilasnos$ci kwantyfikatorow.

Przyktad 3.6 Funkcje f : R — R nazywamy jednostajnie ciqgtq jesli
(Ve > 0)(35 > 0)(vz)(Vy)(lz —y| <6 — | f(x) — f(y)| <o)

Poniewaz prawdziwa jest implikacja (3x)(Vy)p — (Yy)(3x)p, wigc z jednostajnej
ciqgtosci wynika, Ze

(Ve > 0)(va)(30 > 0)(Vy)(|z —y| < = |f(z) = f(y)] <e).

Poniewaz
(F2)(Fy)e < (Fy)(Fz)e,

wigc z jednostajnej ciqgtosci funkcji f wynika, Ze
(Vz)(Ve > 0)(30 > 0)(Vy)(lz —y[ <0 — |f(z) — fy)] <e),

czyli, Ze funkcja f jest ciqgta w kazdym punkcie, czyli, po prostu, Ze jest ciqgta. Poka-
zalismy wigc, Ze jednostajna ciqgtos¢ pociqga ciqgtosé. Odwrotna implikacja nie jest
prawdziwa. Przyktadem na to jest funkcja f(x) = x2 ktéra jest ciagta, lecz nie jest
Jednostajnie ciqgta na zbiorze R.

Przyktad 3.7 Ciqg funkcji f,, : R — R (n € N) nazywamy jednostajnie zbieznym do
Sfunkcji f jesli

(Ve > 0)(AN € N)(Yn > N)(Vz € R)(|fu(z) — f(z)| < &).

Z prawa (Yx)(My)p < (Vy)(Vx)p < wynika, Ze jednostajna zbieznosé ciqgu (fy)
do funkcji f jest rownowazna warunkowi

(Ve > 0)(3N € N)(Va € R)(¥n > N)(|ful() — f(2)] < 2),
Poniewaz prawdziwa jest implikacja

(AN e N)(Vz € R)p — (Vx € R)(IN € N)g,
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wigc z jednostajnej zbieznosci wynika, Ze
(Ve > 0)(Va € R)(AN € N)(Vn > N)(|fu(2x) — f(2)] <€),

Poniewaz
(Ve > 0)(Vx € R)p <> (Vz € R)(Ve > 0)¢,

wigc 7 jednostajnej zbieznosci ciagu (fr)nen do funkcji f wynika, ze
(Ve € R)(Ve > 0)(3N € N)(VK > N)(|fn(2) — f(2)] <e),

czyli, Ze ciag (fn)nenjest zbiezny punktowo do funkcji f. Pokazalismy wigc, Ze jedno-
stajna zbieznos¢ ciqgu funkcji pociqga zbieznos¢ punktowq. Odwrotna implikacja nie
Jest prawdziwa. Przykladem na to jest ciqg funkcji f,(x) = niﬂ ktora jest punktowo
zbiezny do funkcji stale rownej zero, lecz nie jest do niej zbiezny jednostajnie.

Przyklad 3.8 Rozwazimy nastepujacq gre. Bierze w niej udziat dwoch graczy. Na
poczatku majq potozone na stole 30 zapatek. Na zmiang kazdy z nich moze wzigé
Jjednq, dwie lub trzy zapatki. Wygra ten z nich, ktory weZmie ostatniq zapatke. Opi-
szemy teraz matematyczny model tej gry. W tym celu zauwazmy, Ze gra ta moze trwac
co nawyzej 30 ruchow. Bedziemy jq modelowali jako ciqgi 30 elementowe ztozone z
liczb {1,2,3}. Niech wigc Q = {(x1,...,230) : (Vi)(x; € {1,2,3})}. Dlaxz € Q
definiujemy funkcje

s(x) = min{s : ij > 30}.

Funkcja s jest dobrze okreslona, gdyz Efﬂl x; > 30, a wigc zbior {i : 22:1 x; >

30} jest niepusty dla kazdego elementu x € Q). Rozwazmy zdanie -

»Y = (3$1)(V$2) PN (E'Igg)(vxgo)(—‘ms((l‘l, ‘e ,,:Ego))),

gdzie 2|n oznacza, Ze n jest podzielne przez 2. Jesli zdanie ¢ jest prawdziwe, to
istnieje ruch gracza I (czyli liczba x1), taki, Ze cokolwiek nie zrobi gracz II (czyli:
dla dowolnej liczby x5), ..., Ze s((x1,...,x30)) jest liczbq nieparzystq, czyli, Ze w
grze opisanej ciqgiem (x1,...,xs0) gracz I wygral. Oznacza to, Ze gracz pierwszy
ma strategie zwycieskaq w tej grze, czyli, Ze istnieje metoda ktora zapewnia graczowi
I odniesienie zwycigstwa. Oczywiscie zdanie ¢ nie musi by¢ prawdziwe. Lecz jesli
zdanie @ nie jest prawdziwe, to prawdziwa jest jego negacja. Na mocy prawa de
Morgana zastosowanego 30 razy mamy:

- = (le)(ﬂ.fﬂz) e (vng)(ﬂ$30>(2|8(($1, e 75630))).

Prawdziwos¢ tego zdania oznacza, Ze gracz Il ma strategig zwycigskq w rozwazanej
grze. Zwréémy uwage na to, Ze jedno ze zdan o lub —p jest prawdziwe. A znaczy to,
Ze gracz I ma strategie zwycigskq lub gracz Il ma strategie zwycigskq w rozwaZanej
grze. O takich grach moéwimy, Ze sq zdeterminowane.

Rozwazania z powyzszego przyktadu mozna uogdlni¢ na wszystkie dwuosobowe
skoriczone gry. Nalezy wprowadzi¢ pojecie zbioru dopuszczalnych ruchéw R(s),
gdzie s jest ciagiem opisujacym dotychczasowy przebieg gry. Zdanie opisujace ist-
nienie strategii zwycigskiej dla pierwszego gracza przybiera postaé

(3z1 € R(()) (Vo2 € R((21)) 3wz € R((21,22)) ... (21, ., 20)) € A),
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gdzie n oznacza maksymalng dtugo$¢ gry, () oznacza ciag pusty za$§ A oznacza zbidr
wszystkich przebiegdw gry, ktére koricza si¢ zwycigstwem pierwszego gracza. W celu
wyznaczenia negacji tego zdania skorzysta¢ nalezy z prawa de Morgana dla kwanty-
fikatoréw ograniczonych.

3.4 Dzialania uogélnione

Rodzing zbiorow nazywamy zbidr, ktérego elementami sa zbiory. Omoéwimy teraz
metode uogdlnienia dwéch podstawowych dziatafi mnogosciowych, czyli operacji U
i N, na dowolne rodziny zbioréw.

Definicja 3.4 Niech A bedzie dowolna rodzing zbioréw.

1. Sumgq rodziny A nazywamy taki zbiér | J A, ze
(Vz)(z € [ JA © (3X € A)(z € X)).

2. Przekrojem rodziny A nazywamy taki zbior () A, Ze

(Vz)(z € [ A+ (VX € A)(z € X)).

Niech A i B beda dowolnymi zbiorami. Rozwazmy zbiér A = {A, B}. Wtedy
re| JAo X e{AB})(zeX) o 2c AUB,

oraz
re()A (VX € {A,B})(z € X) <z € ANB.

Widzimy zatem, ze | J{A4, B} = AU B oraz ({4, B} = AN B. Wprowadzone dzia-
fania sa wigc uogdlnieniem standardowych dziataii mnogoSciowych. Podobnie, bez
trudu mozemy sprawdzié, ze | J{A, B,C} = AUBUC oraz ({4, B,C} = ANBNC.

Zwré¢my uwage na pewna subtelno$¢. Otéz bez trudu mozemy sprawdzié, ze
J® = 0. Jednak [ @ nie jest zbiorem! Rzeczywiscie z € (0 + (VX € 0)(xz € X),
czyliz € N0 + (VX)(X € 0 — z € X). Zdanie X € () jest zdaniem falszywym,
wigc implikacja (X € ) — x € X) jest zdaniem prawdziwym dla dowolnego .
PokazaliSmy wiec, ze (Vx)(x € (0). Z Twierdzenia Russell’a wynika wigc, ze (0
nie jest zbiorem. W zwiazku z tym operator przekroju rodziny zbioréw stosowac
mozemy tylko do rodzin niepustych.

Twierdzenie 3.4 (de Morgan) Niech A bedzie niepustq rodzing podzbioréw przes-
trzeni Q). Wtedy

1. (UA=N{X°: X € A},
2. (NA)°=U{X°: X € A}
Dowdd. Rozwazmy dowolny z € €. Wtedy
e (UA)C o @e|JA) o -(EX eA)zeX) o
(VX eA)(zeX)e (VX eA)(zeX) e[ {X: X e AL

Drugie prawo de Morgana dowodzi si¢ podobnie do pierwszego. O
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3.5 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 3.1 Zapisz przy uzyciu symboli 0,1, +, -, <, | oraz symboli logicznych na-
stepujqce funkcje zdaniowe:

1. z jest liczbq parzystq,
. x jest liczbq pierwszq,
. x jest liczbq ztoZong,
. x=NWD(y,z),

2
3
4
5. kazde dwie liczby majq najmniejszq wspolng wielokrotnosé,
6. nie istnieje najwigksza liczba pierwsza.

7

. kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest sumq dwoch liczb pierwszych (hipoteza
Goldbacha)

8. kazda liczba naturalna jest sumq czterech kwadratow liczb naturalnych(twierdzenie
Lagrange’a)

Cwiczenie 3.2 Niech zakresem zmiennosci zmiennych bedzie zbior liczb rzeczywi-
stych. Zapisz za pomocq symboli logicznych oraz symboli =, <, <, +, - i Q na-
stepujqce formuty:

1. kwadrat kazdej liczby jest nieujemny,
2. liczba a jest ograniczeniem gérnym zbioru A,
3. liczba a jest kresem gérnym zbioru A,

4. pomiedzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami rzeczywistymi istnieje liczba wy-
mierna,

5. funkcja f jest malejqca.

Cwiczenie 3.3 Znajd? wykresy nastepujqcych formul zmiennych x i y, o zakresie
zmiennosci rownymR?: x =y, x <y, z <y, zy <1 |z-yl <1 (z <0)V(x=1y),
rzy<l—=z-y=1

Cwiczenie 3.4 Udowodnij wszystkie implikacje wystepujace w Diagmmie Pokaz,
ze Zadnej implikacji wystepujacej w tym diagramie nie mozna zastqpi¢ rownowaznos-
ciq.

Cwiczenie 3.5 Zapisz zdanie “g jest granicq ciqgu (an)nen”. Pokaz, Ze liczha 1 nie

Jjest granicq ciqgu a,, = %ﬂ

Cwiczenie 3.6 Niech formutar(x,y) oznacza, ze x jest rodzicem y, niech m(x) ozna-
cza, Ze x jest mezczyzng. Zdefiniuj za pomocq formut r oraz m nastgpujqce formuty:

1. “xjest bratemy”

2. “xjest kuzynkq y”
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3. “x jest pradziadkiem y”

Cwiczenie 3.7 Dla kazdej liczby rzeczywistej t niech Ay = {(z,tx) : & € R}. Niech
A = {A4; : t € R}. Wyznacz zbior | A.

Cwiczenie 3.8 Pokaz, ze dla dowolnych dwdch rodzin zbioréw A i BB zachodzi réw-

nosé¢ | J(AUB) =JAUB.

Cwiczenie 3.9 Zatoz ze Q jest zbiorem skoriczonym i niech Q = {wy, ..., wy,}. Po-
kaz, ze

L (Yo)(Yy)o(z,y) < Nioy Njmy ©(wisw;),

2. (Vy)(Ve)(z,y) < Nioy Nicy ¥ (wi, wj),

3. (Vo) Fy)(z, y) < Nimy Vo Y(wis wj),

4. (Yy)B)y(z,y) < Nj=i Viey ¥(wi, wy),

5. (F)(Yy)(z,y) © Vi Njoy ¥(wis wj),

6. (Fy)(Va)(z,y) < Vi) Niey ¥(wi, w)),

7. () 3Fy)v(z,y) < Vi, Vi Ylws, wj),

8 (Fy)Ba)d(x,y) + Vi_, Vi, ¥(wi, w)).

Zadanie 3.1 Rozstrzygnij, ktory z graczy ma strategie zwycigskq w grze ,,trzech za-
patek” zaczynajacq sie od 30 zapatek. Opisz te strategig.

Zadanie 3.2 Pokaz, 7e jeslia,b € Ato(a,b) € P(P(A)). Wykorzystaj te obserwacje
do zdefiniowanie iloczynu kartezjariskiego dwdch zbioréw A i B za pomocq operacji
zbioru potggowego oraz wyrdzniania.

Zadanie 3.3 Okresimy nastepujace dwa kwantyfikatory stosowane do liczb natural-
nych: (¥Y°n)y(n) < (3k € N)(¥Yn > k)y(n) oraz (3°n)y(n) < (Vk € N)(In >
k) (n). Sformutuj i udowodnij prawa de Morgana dla tych kwantyfikatoréw. Pokaz,
zZe dla dowolnej formuty ¢ zdanie (V*°n)ip(n) — (3°°n)i(n) jest prawdziwe. Sfor-
mutuj przy pomocy tych kwantyfikatorow pojecie granicy ciqgu oraz pojecie punktu
skupienia. Bezposrednio z wilasnosci tych kwantyfikatorow pokaz, Ze granica ciqgu
Jjest jego punktem skupienia.

Zadanie 3.4 Pokaz, Ze dla kazdego zbioru A zachodzi réwnosé A = | P(A).

Zadanie 3.5 Niech zakresem zmiennosci zmiennych bedzie zbior liczb catkowitych.
Zapisz za pomocq symboli logicznych oraz symboli +, - predykat ,,x > 0”. Wska-
zowka: Zapoznaj sie 7 twierdzeniem Lagrange’a o sumach czterech kwadratow.

Zadanie 3.6 * Niech zakresem zmiennosci zmiennych bedzie zbior liczb naturalnych.
Pokaz, Ze za pomocq symboli 0, 1, + oraz | mozna zdefiniowaé predykat ,,x -y = z”
(symbol | oznacza podzielnos¢ bez reszty). Wskazéwka: Zdefiniuj najpierw predykat
(Fy)(z = y?). Przydad ci sie moga nastepujqce tozsamosci: (x +y)? = z? + vy +
vy+y?, NWD(z,x+1) = lorazz* +x = NWW (z,x+1), gdzie NW D oznacza
najwigkszy wspolny dzielnik, NW W oznacza najmniejszq wspolng wielokrotnosé.



Relacje i Funkcje

Relacje sq najprostszym i zarazem podstawowym sposobem modelowania pojgcia za-
leznosci pomigdzy réznymi obiektami. Za pomoca tego pojecia definiuje sig, na przy-
ktad, pojecie funkcji oraz grafu. Za pomocg relacji modeluje si¢ wspodtczesne bazy
danych.

Definicja 4.1 Zbior R nazywamy relacja jesli istnieje taki zbior X, 7e R C X x X.

W szczegdlnosci, kazdy podzbidr plaszczyzny R? jest relacja. Inaczej méwiac, re-
lacja nazywamy dowolny zbidr par uporzadkowanych. Istnieje wiele sposobéw wi-
zualizacji relacji. Rozwazmy, na przyklad, zbiér X = {1,2,3} oraz relacje R =
{(1,2),(2,3),(3,1)}. Relacj¢ ta mozemy przedstawi¢ w postaci strzatek

taczacych elementy zbioru. Strzatka biegnaca od elementu ¢ do elementu b oznacza,
ze (a,b) € R. Metodg t¢ oméwimy doktadniej przy omawianiu czeSciowych porzad-
kow.

Czasami zamiast (z,y) € R bedziemy pisali 2Ry lub R(z,y). Sa to r6zne formy
stwierdzenia tego samego faktu - ze para uporzadkowana (x, y) jest elementem relacji
R.

Przyklad 4.1 Niech LEQ = {(z,y) € R? : (3z € R)(y = = + 2?)}. Jak tatwo
sprawdzi¢
(z,y) €ELEQ <>z < y.

Definicja 4.2 Niech R bedzie relacja.
1. Dziedzing relacji R nazywamy zbior dom(R) = {z : (Jy)((z,y) € R)}.

2. Obrazem relacji R nazywamy zbior rng(R) = {y : (3z)((z,y) € R)}.

43
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Zauwazmy, ze zachodzi inkluzja R C dom(R) x rng(R). Obraz relacji nazy-
wany jest czasami zbiorem wartosci relacji. Suma dom(R) U rng(R) nazywana jest
czasem polem relacji R. Mdéwimy, zZe relacja R jest okreSlona na zbiorze X lub, ze
jest okreslona dla elementéw zbioru X, jesli R C X x X.

<

rng(A)

dom(A)

Rysunek 4.1: Dziedzina i obraz relacji A

4.1 Podstawowe klasy relacji

Zdefiniujemy teraz kilka wiasnosci relacji, ktére beda odgrywaly wazna rolg w dal-
szych rozwazaniach.

Definicja 4.3 Niech R bedzie relacjq.

1. R jest relacjq przechodnig, jesli (Vx)(Vy)(Vz)((z,y) € RA (y,2) € R —
(z,z) € R).

2. R jest relacjq zwrotng na zbiorze X jesli (Vx € X)((x,x) € R).
3. R jest relacjq symetryczng jesli (Vx)(Vy)(((z,y) € R — (y,x) € R)).

4. R jest relacjq stabo antysymetrycznq jesli (Vx)(Vy)((z,y) € R A (y,z) €
R —z=y).

Przyktadem relacji przechodniej jest rozwazana juz klasyczna nieréwnos$¢ pomig-
dzy liczbami rzeczywistymi. Inna wazna relacja przechodnia jest relacja podzielno-
Sci w liczbach naturalnych. Relacja < w zbiorze liczb rzeczywistych jest rowniez
zwrotna na R. Najmniejsza relacja zwrotna na zbiorze X, o dziedzinie réwnej X,
jestrelacja Idx = {(z,z) : * € X}, zwana identycznoscia na zbiorze X. Relacja
symetryczna jest na przyklad relacja W = {(z,y) € R? : |z| = |y|}. Relacja < dla
liczb rzeczywistych jest réwniez relacja stabo antysymetryczna. Relacja W nie jest
stabo antysymetryczna.
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Definicja 4.4 Niech R i S bedq relacjami.
I. RoS={(z,2): (Fy)(z,y) € SA(y,2) € R}.
2. R ={(y,2) : (w,y) € R}

Operacje o nazywamy zfoZeniem relacji za$ relacje R~ nazywamy relacja od-
wrotng do relacji R. Operacje ~! interpretowaé mozemy jako odwrécenie kierunku
strzatek w diagramie relacji R. Wprowadzone wyzej klasy relacji mozna opisa¢ za
pomoca powyzszych operacji. Relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy
Ro R C R. Relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R™!. Re-
lacja R jest stabo antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R™! C T ddom(R)-
Zwrotno$¢ relacji na swojej dziedzinie oznacza, ze Idgom(r)urng(r) € B-

Przyklad 4.2 Niech R = {(n,n +1) : n € N}. Wredy (z,2) € Ro R +
@)((@,y) € RA(y,2) e R) & (Iy)y =2z +1Az=y+1) o z=a+2
zatem Ro R = {(z, 2+ 2) : x € N}.

o-0-0-0-0-0-0-0-0

Rysunek 4.2: Relacja R oraz R o R z Przyktadu[4.2]

Twierdzenie 4.1 Niech R, S i T bedq dowolnymi relacjami. Wtedy
1. (RoS)oT =Ro(SoT),
2. (RoS)t=5"1oR™
3. (R°YH =R

Dowéd. Niech x, y beda ustalonymi elementami. Wtedy

(z,y) € (RoS)oT < (32)((z,2) e T A(z,y) € Ro S) <>
(32)(F)((z,2) € T A ((2,v) € SA (v,y) € R)).

Podobnie

(z,y) € Ro(SoT) <+ (Fv)((x,v) € SoT A(v,y) € R)
(F0)(F2)(((z,2) € T A (z,0) € S) A (v,y) € R).

R6wnosé (1) wynika wigce z tacznosci koniunkcji i przemienno$ci kwantyfikatora eg-
zystencjalnego. R6wnos¢ (2) wynika z nastgpujacego ciagu réwnowaznosci:

(z,y) € (RoS)™ ' & (y,2) € Ro S & () ((y,v) € SA (v,7) € R) +
(Fo)((v,y) € ST A (z,v) RN 4 (2,y) €S o RTL

R6wnosc (3) jest zas oczywista.
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]
Ztozenie relacji nie jest operacja przemienna: na przyktad {(0,1)} o {(1,2)} =0

lecz {(1,2)} o {(0,1)} = {(0,2)}.

Uwaga. To, ze ztozenie relacji nie jest przemienne nie powinno dziwi¢. Efekt zatozenia
skarpetki i nastgpnie zalozenia buta jest inny od zalozenia buta i nastgpnie zatozenia skarpetki.

4.2 Funkcje

Przeglad réznych typéw relacji rozpoczniemy od sprecyzowania jednego z najwaz-
niejszych pojeé matematycznych, jakim jest pojecie funkcji. Pojecie to dtugo, bo az
do potowy XIX wieku, uzywane byto bez precyzyjnej definicji. Interpretowano je jako
“przyporzqdkowanie” elementom jednego zbioru elementéw drugiego zbioru. Precy-
zyjna i bardzo ogdlna definicj¢ funkcji podano dopiero na gruncie teorii mnogosci. 1
ta definicja si¢ teraz zajmiemy.

Definicja 4.5 Relacje f nazywamy funkcja, jesli

(V) (Vy1) (Vy2) (2, 91) € f A (2,92) € f) = 41 = 42) -

Relacja R przedstawiona na rysunku

nie jest funkcja, gdyz (a,b) € R, (a,c¢) € Rzas§ b # c.

Funkcja w pojeciu teoriomnogosciowym jest tozsama ze swoim wykresem. W
niektérych sytuacjach trzeba jednak zwracaé uwage na to, czy o funkcji myslimy jako
o przyporzadkowaniu, czy tez jako o podzbiorze odpowiedniego iloczynu kartezjan-
skiego.

Przyklad 4.3 Rozwazimy relacje h = {(z,y) € R?> : -y = 1}. Relacje te inter-
pretujemy jako funkcje zadang wzorem y = % Oczywiscie dom(h) = R\ {0} oraz
rng(h) = R\ {0}.

Jesli f jest funkcjg oraz x € dom(f) to istnieje element y takie, ze (z,y) € f i
taki y jest tylko jeden. Oznaczamy go symbolem f(z). Zalézmy, ze f i g sa funk-
cjami oraz dom(f) = dom(g). R6wnosé f = g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(Vz € dom(f))(f(x) = g(x)). Ta prosta uwaga wynika z oczywistej réwnosci

f=Az, f(2)) : & € dom(f)}.
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Czgsto stosowany jest zapis f : X — Y, ktéry oznacza, ze f jest funkcja,
dom(f) = X oraz rng(f) C Y. Gdy dom(f) C R to funkcj¢ nazywa si¢ fun-
kcjq zmiennej rzeczywistej. Gdy zas rng(f) C R to f nazywa sie funkcjq rzeczywistq.

Zatézmy, ze f : X — Y orazg : Y — Z. Wtedy g o f jest funkcja, g o
f i+ X — Zoraz go f(x) = g(f(z)) dla kazdego x € X. Widzimy wiec, ze
wprowadzona operacja zlozenia relacji, po zastosowaniu do funkcji pokrywa si¢ ze
znana, standardowa, definicja ztozenia funkcji. Latwo réwniez sprawdzié, ze jesli f
i g sg dowolnymi funkcjami, to g o f jest rowniez funkcja. Dziedzina jej jest zbidr

{z € dom(f) : f(z) € dom(g)}.
Definicja 4.6 Funkcje [ nazywamy injekcja bad? roznowartosciowq jesli

(Voy, 20 € dom(f))(f(z1) = f(22) = 21 = x2).

Z tautologii (p — ¢q) < (—g — —q) wynika, ze funkcja f jest injekcja wtedy i
tylko wtedy, gdy (V1,22 € dom(f))(x1 # x2 — f(x1) # f(2x2)). Ta charaktery-
zacja réznowarto$ciowosci jest przydatna w wielu zadaniach. Zapis f : X L x
oznacza, ze f jest injekcja ze zbioru X w zbiér Y.

Twierdzenie 4.2 Funkcja f jest injekcjq tedy i tylko wtedy, gdy =1 jest funkcjq.

Dowéd. Zatézmy, ze f jest funkcja injekcja. Niech (x,y;) € f~! oraz (x,y2) € f~L.
Wtedy (y1,z) € f oraz (y2,z) € f, czyli f(y1) = f(y2). Z réznowartosciowosci
funkcji f wynika, ze y; = 2, a wigc pokazaliSmy, ze f~! jest funkcja.

Zatézmy teraz, ze ! jest funkcja. Zatézmy, ze f(x1) = f(z2) = a. Wtedy
(r1,a) € f oraz (z2,a) € f, a wigc (a,x1) € f~! oraz (a,r3) € f~1. Lecz
f~! jest funkcja, wiec 1 = o, a zatem funkcja f jest injekcja. O

Przypomnijmy, ze dla dowolnego zbiory X przez Id x oznaczyliSmy relacje {(z, z) :
x € X}. Jest ona funkcja i nazywamy ja identycznoscia na zbiorze X. Niech f be-
dzie funkcja injekcja. Jest jasne, ze dom(f~1) = rng(f) oraz rng(f~1) = dom(f).
Ponadto, tatwo mozna sprawdzi¢, ze f~! o f = Idgop sy oraz f o f=1 = Id,,g(s).
Funkcje f~! nazywa sie funkcja odwrotng do funkcji f.

Twierdzenie 4.3 Ztozenie dwdch injekcji jest injekcjq.

Dowdd. Zatézmy, ze f i g sa injekcjami. Niech a, b € dom(f) beda takie, ze f(a) €
dom(g), f(b) € dom(g) oraz go f(a) = go f(b). Wtedy g(f(a)) = g(f (b)), a wiec

z réznowartosciowosci funkcji g wnioskujemy, ze f(a) = f(b), co z kolei implikuje,
zea=bh. O

Definicja 4.7 Funkcje f : A — B nazywamy surjekcjq jesli rng(f) = B.

Definicja 4.8 Funkcje f : A — B nazywamy bijekcjq jesli jest jednoczesnie injekcjq
i surjekcjq.

Zapis f =% Y oznacza, ze f jest surjekcja ze zbioru X na zbiér Y, a zapis
f :% Y oznacza, ze f jest bijekcja ze zbioru X na zbiér Y.

Twierdzenie 4.4 Ziozenie dwich surjekcji jest surjekcjq.
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Dowédd. Zatézmy, ze f : A — Big : B — C sa surjekcjami. Niech ¢ € C.
Poniewaz g jest surjekcja, wigc istnieje taki element b € B, ze g(b) = c. Poniewaz f
jest surjekcja, wigc istnieje a € A takie, ze f(a) = b. Wtedy g o f(a) = g(f(a)) =
g(b) = ¢, co konczy dowdd. 0

Z Twierdzen [4.3]i[4.4 otrzymujemy nastepujacy bardzo pozyteczny wniosek.

Whiosek 4.1 Ziozenie dwdch bijekcji jest bijekcjq.

Zauwazmy, ze jeSli f : A — B, to f jest relacja o dziedzinie réwnej A i przeciw-
dziedzienie zawartej w zbiorze B, czyli f C A x B, awigc f € P(A x B).

Definicja 4.9 Niech A i B bedq dowolnymi zbiorami. Symbolem B* oznaczamy
zbior wszystkich funkcji ze zbioru A w zbior B, czyli

BA={feP(AxB):f: A— B}

Zauwazmy, ze R™ jest dobrze znanym obiektem. Jest to mianowicie zbi6r wszy-
stkich ciagéw liczb rzeczywistych. Zbiér R¥ jest rodzing wszystkich funkcji rzeczy-
wistych o dziedzinie réwnej calemu zbiorowi R.

4.3 Monoidy

Dziataniem binarnym na zbiorze A nazywamy dowolna funkcje f : A x A — A.

Definicja 4.10 Strukture M = (M, e, *) nazywamy monoidem jesli e € M, * jest
dziataniem binarnym na zbiorze M, oraz zachodzq nastepujqce wtasnosci:

1. Ve eM)(exz=xxe=1x)
2. Vzyy,ze M)(xx(yxz) = (xxy)*2)

Inaczej méwiac, tréjka (M, e, ) jest monoidem jesli  jest dziataniem tacznym
na zbiorze M z elementem neutralnym e. Kolekcja monoidéw jest bardzo obszerna.
Oto kilka naturalnych przyktadéw: (N, 0, +), (Z,0,+), (N,1,-), (R, 1,-).

Przyklad 4.4 Ustalmy zbior A. Niech ida = {(z,z) : © € A}. Jest to funkcja
zwana identycznosciq na zbiorze A. Zauwazimy, ze jesli f,g : A — A to réwniez
fog:A— A Zatem o jest dziataniem binarnym na zbiorze A, Jest jasne, Ze dla
dowolnej funkcji f € A4 mamyidao f = foida = f. Zatem (A*,id 4, 0) jest
monoidem.

Definicja 4.11 Niech (M, e, ) bedzie monoidem. Element x € M nazywamy odwra-
calnym jesli istnieje taki element y € M taki, Ze x xy =y x = e.

Zauwazmy, ze w kazdym monoidzie element neutralny jest elementem odwracal-
nym. W niektérych monoidach, na przyktad w monoidzie (N, 0, +), element neu-
tralny jest jedynum elementem odwracalnym.

Przyklad 4.5 Ustalmy zbior A. W monoidzie (A?,id4,0) element f € A4 jest
odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy f jest bijekcjq.
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4.4 Funkcje logiczne

Funkcje f : {0,1}" — {0,1} nazywamy n-argumentowymi funkcjami logicznymi.
Rozwazane w pierwszym rozdziale tej ksiazki dziatania logiczne AND, OR, IMP,
IFF sa 2-argumentowymi funkcjami logicznymi. Dziatanie NO'T jest 1-argumento-
wa funkcja logiczng. Dowolne zdanie Rachunku Zdahi mozemy traktowac jako funk-

cje logiczna. Niech bowiem ¢(p1,...,p,) bedzie zdaniem zbudowanym tylko ze
zmiennych p1,...,p,. Zwiazana z nim funkcje logiczna F, okreslamy za pomoca
waluacji:

F,o((w1,...,wp)) = (wr,... ,wn;(go).

Okazuje sig, ze Srodki Rachunku Zdan sa tak silne, ze za ich pomoca potrafimy wyra-
zi¢ dowolna funkcj¢ logiczna.

Twierdzenie 4.5 Niech n € N oraz f : {0,1}" — {0,1}. Istnieje wtedy zdanie
@(p1, ..., pn) rachunku zdan takie, Ze f = F,.

Dowéd. Zauwazmy, ze jesli funkcja f jest tozsamos$ciowo réwna zero, to f =
Ey n—py»> 8dyZ p1 A —pq jest antytautologia, a wigc dla dowolnej waluacji w mamy
ﬁg(pl A —p1) = 0. Zatézmy zatem, ze funkcja f nie jest tozsamo$ciowo réwna zero.
Dla kazdej waluacji w € {0, 1}" niech a,, bedzie koniunkcja (21 A ... A z,), gdzie

‘ -p; wz:(D

Zauwazmy, ze dla dowolnej waluacji v € {0,1}" mamy v(a,) = 1 < v = w.
Formutle ¢ okre§lamy nastepujaco

p= \/{aw cw € {0,1}" A f(w) =1}.
Wtedy dla dowolnej waluacji v € {0, 1}"™ mamy

v(p) =1 & (Gu)(f(w) =1 Av(a,) =1) &
(Bw)(f(w) =1 Av=w) & fv) =1,

awiec I, = f. O

Warto zauwazyé, ze w dowodzie ostatniego twierdzenia zbudowaliSmy szukana for-
mute tylko za pomoca alternatyw, koniunkcji oraz negacji.

Przyklad 4.6 Rozwazimy funkcje logiczng f trzech zmiennych, czyli okreslong na
zbiorze {0,1} x {0,1} x {0, 1} zadang nastepujacq tabelg

eeeelﬂiﬂlﬂiﬂa

SR OSSR IOSROSE

-]
—
®®|=\®®I=\®®=

S| o|Rr IR OO RIRP
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Funkcja ta nie jest tozsamosciowo réowna wartoSci 0. Wartos¢ 1 przyjmuje tylko w
dwdch wierszach. Stosujqc metodq zastosowanq w dowodzie ostatniego twierdzenia
otrzymujemy formute

p={@A=gAT)V(pAgA-T)

dla ktorej mamy F, = f.

4.5 Obrazy i przeciwobrazy

W czgéci tej oméwimy najpierw pojecie obrazu zbioru przez zadang relacje a nastep-
nie zajmiemy si¢ omowieniem wilasnosci obrazéw i przeciwobrazéw dla funkcji.

Definicja 4.12 Niech R bedzie dowolng relacjq oraz niech A bedzie dowolnym zbio-
rem. Obrazem zbioru A przez relacje R nazywamy zbior

RIA] ={y: (Jr € A)((x,y) € R)}.

Zbiér R[A] interpretujemy jako zbidr tych wszystkich elementéw do ktérych mozna
dojs¢ w jednym kroku ze zbioru A za pomocg strzatek (potaczen) z relacji R.

Twierdzenie 4.6 Niech R bedzie dowolng relacjq oraz niech A, B bedq dowolnymi
zbiorami. Wtedy

1. R[AU B] = R[A]URJB],
2. R[ANn B] C R[A]N R[B].
Dowdd. Niech y bedzie dowolnym elementem. Wtedy

y € R[AUB| +
(3z € AUB)((z,y) € R) +» (Fx)((x € AUB) A (x,y) € R) +
(Fz)((x € AVz € B)A (z,y) € R) >
(Fz)(x € AN (z,y) € R)V (x € BA(x,y) € R)) +
(Fz)(x € AN (z,y) € R)V (3x)(x € BA(z,y) € R)) +
y € R[A]Vy € R[B] + y € R[A]UR[B],

co konczy dowdd réwnosci (1). Nastgpnie

y € RIANB| +
(3zr € AN B)((z,y) € R) +» (Fx)((x €e ANB) A (x,y) € R) +
Bx)((z € AN (z,y) € R)AN(xz € BA(z,y) € R)) —
(Fx)(x € AN (z,y) € R)A (Fz)(x € BA(x,y) € R) +
(y € R[A] Ay € R[B]) ¢y € R[A|N R[B],

co korniczy dowdd inkluzji (2).

W dowodzie (1) skorzystaliSmy z rozdzielczos$ci kwantyfikatora egzystencjalnego wzgle-
dem alternatywy. W dowodzie (2) skorzystaliSmy z implikacji (3z)(¢(x) A (z)) —
(Fr)p(x) A (Fz)p(x)). O
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Przykltad 4.7 Niech R = {(a,c),(b,c)}, gdzie a # b, A = {a} oraz B = {b}.
Wtedy R[AN B] = R[] =0, lecz R[A] N R[B] = {c} N{c} = {c}. Zatem inkluzji z
punktu (2) ostatniego twierdzenia nie mozna zastqpic¢ rownosciq.

Pojecie obrazu zbioru przez relacjge ma swdj dualny odpowiednik, a mianowicie
’przeciwobraz zbioru przez relacje”, ktéry definiuje si¢ wzorem

R[A] = {z: (By € A)((z,y) € R}.

%
Zauwazmy, ze R[A] = R™![A], wiec operacja ta ma takie same wlasnosci co ope-
racja obrazu. Sytuacja jednak ulega pewnej zmianie, gdy rozwazane relacje fa funk-
cjami, gdyz wtedy

ze A« ByeA)((y.2) € f71) & Gy e A)(z,y) € f) & flz) € A

Twierdzenie 4.7 Niech f bedzie dowolng funkcjq oraz niech A, B bedq dowolnymi
zbiorami. Wtedy

I AU B] = fUA U £Y(B)

2. f7HANB] = fHAn f1[B],

3. f7 rng(f) \ Al = dom(f) \ f~A].

Dowdd. Pierwsza réwno$¢ zachodzi dla dowolnej relacji. Udowodnimy wigce druga.
Niech x bgdzie dowolnym elementem. Wtedy

r€ fHANB] & (f(xr) € ANB) < (f(x) € A) A (f(z) € B) «
(e fHA Az e fHB]) < xe fTHAIN fYB],
co koriczy dowéd (2). Rozwazmy teraz © € dom(f). Wtedy

z € frng(f)\ Al & f(z) € rng(f) \ A & =(f(z) € A),
co koriczy dowdd (3). 0
Definicja 4.13 Niech f bedzie dowolnq funkcjq oraz niech A bedzie dowolnym zbio-
rem. Obcigciem funkcji f do zbioru A nazywamy relacje f | A = f N (A X rng(f)).

Jesli f jest funkcja to f [ A tez jest funkcja. Jesli f : X — Y oraz A C X to
fTA: A—Y.Ogdblniej: dom(f | A) = dom(f)N A.

4.6 Indeksowaner rodziny zbioréw

Indeksowana rodzing zbioréw nazywamy dowolna funkcje ktérej warto§ciami sa zbiory.
Niech F bedzie taka funkcja oraz niech dom(F') = T'. Zbiér F(t) oznacza si¢ zwykle
przez F za$ sama funkcje F przez (F)ier.

Uwaga. Powyzsza konwencja stosowana jest powszechnie w analizie matematycznej, gdzie
liczbowe ciagi nieskoriczone, czyli funkcje z liczb naturalnych w zbidr liczb rzeczywistych,
oznacza si¢ przez (an )nen.

Bezposrednio z definicji sumy oraz przekroju dowolnej rodziny zbioréw wynika
nastgpujace twierdzenie:
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Twierdzenie 4.8 Niech F = (F});cr bedzie indeksowanq rodzing zbioréw oraz niech
x bedzie dowolnym elementem. Wtedy

I.xeJF+ BteT)(ze k),
22zeNF+ VteT)(x € ).

Obiekt () F jest zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy F jest rodzing niepusta. Sto-
sowane sa oznaczenia | J,., Iy na |J F oraz (,., Fy na () F. W wielu dziedzinach
matematyki istotng rol¢ odgrywaja rodziny zbioréw indeksowane zbiorem liczb na-
turalnych, zwane ciagami zbior6w. Dla takich rodzin rozwaza si¢ dwie specjalne

operacje:
liminf F;, = U ﬂ Fy,
neN n k>n
oraz
limsup F,, = Fy.
neEN O kL>Jn

Pierwsza operacje nazywa si¢ granicq dolnq za$ druga granicq gorng rodziny zbioréw
(Fy)nen- Dla dowolnej rodziny (F,,)nen prawdziwe sg nastgpujace zawierania

ﬂ F, Climinf F,, C limsup F,, C U F,.
neN neN

neN

Jesli liminf,, e F;, = limsup,, ¢ Fr, to ciag (Fy)nen nazywany jest ciagiem

zbieznym i wspdlng warto$¢ granicy dolnej i granicy gérnej oznacza si¢ przez lim,, ¢y Fr,.

neN

4.7 Produkty kartezjanskie

W rozdziale 2 oméwiliSmy operacj¢ iloczynu kartezjaniskiego dwéch zbioréw. Poka-
zemy teraz jak mozna uogdlnié to pojecie na dowolna rodzing zbioréw.

Definicja 4.14 Niech (A;)icr bedzie indeksowanq rodzing zbioréw. Produktem kar-
tezjaiiskim tej rodziny nazywamy zbior

11 At = {f : fjest funkcja A dom(f) =T A (vt € T)(f(t) € Ar)}.
teT

Jesli istnieje taki zbior A, ze dla wszystkich ¢ € T'mamy A; = A, to wtedy produkt
kartezjafiski [T, Ay jest rowny zbiorowi A”.

Zatézmy teraz, ze zbidr indeksujacy T jest zbiorem skoiiczonym. Niech miano-
wicie T = {1,...,n}. Wtedy

T4 = {1, ... (nan)} i € Ay AL Aw, € A}
teT
Z drugiej strony
Ay x oo A ={(x1,. . yzn) i EALA L AT, € AgT

Zbiory te sg oczywiScie rozne, jednak istnieje naturalna bijekcja pomigdzy nimi. Jest
nig mianowicie funkcja f okreslona wzorem

f((xlv s 51:“)) = {(L Il)a R (n7x7l>}'
Obserwacja ta pokazuje, ze produkt kartezjariski rodziny zbioréw jest uogélnieniem
pojecia iloczynu kartezjanskiego zbioréw.
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4.8 Funkcje Charakterystyczne

Ustalmy przestrzen 2. Oméwimy teraz metodg reprezentowania podzbioréw przes-
trzeni € za pomoca funkcji z przestrzeni Q w zbiér {0, 1}.

Definicja 4.15 Funkcja charakterystyczng zbioru A C Q nazywamy funkcje 14 :
Q — {0, 1} okreslonqg wzorem
1 @ xz€A

1A(x>:{ 0 : z¢A

Zauwazmy, 7e 1;'[{1}] = A. Niech f : Q — {0,1}. Potézmy A = f~[{1}].
Wtedy dla dowolnego = € {2 mamy

z€Aw f(x)e{l}+ f(z) =1+ 1a(z) =1

Zatem kazda funkcja f : Q — {0, 1} jest funkcja charakterystyczna pewnego pod-
zbioru przestrzeni 2.
Twierdzenie 4.9 Niech A, B C Q. Wtedy

1. 1,=15 < A= B,

2. 1ae=1—14,

3. 1anp =min{ly, 15},

4. 14y = max{1a,15},
Dowdd. Zatézmy, ze 14 = 15 Wtedy dla dowolnego = € 2 mamy

r€A1x(x)=1+1p=1<z€B,

a wigc A=B. Odwrotna implikacja z punktu (1) jest oczywista. Niech teraz x bedzie
ustalonym elementem przestrzeni €. Wtedy

(Ige=1) e (z€ A% o (€ A) & (1a(x)=1) «

(Ta(z) =0) & (1 =1a(z) =1) & (1 - 1a)(z) =1).
R6wnosé (2) zostata wige pokazana. Nastepnie

lanp(z) =1+ (x€ ANB) «
(reANz e B) 4+ (1a(x)=1A1p(x)=1) «
(min{l4(z),1p(z)} =1) > (min{lx,1p}(z)=1).

R6wnos$é (4) pokazuje si¢ podobnie jak réwnosé (3). O

Metoda reprezentowania zbiorow za pomoca funkcji o warto$ciach w zbiorze
{0, 1} wykorzystywana jest czasem do reprezentowania zbioréw w informatyce. Jest
to bardzo wygodna metoda, zwtaszcza gdy przestrzen 2 jest stosunkowo mata. Funk-
cje te nazywaja si¢ mapami bitowymi.

Metoda ta jest réwniez podstawg tak zwanej ,.teorii zbiorow rozmytych”, w ktorej
zbiory opisywane sa jako funkcje ze zbioru §2 o wartosciach w odcinku [0, 1]. Funkcje
f:Q — {0,1} nazywane sa w tej teorii zbiorami klasycznymi. Wzory pojawiajace sig
w Twierdzeniu 4.9] sa jedna z metod okreslania dziatan mnogo$ciowych na zbiorach
rozmytych.
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4.9 Cwiczeniaizadania

Cwiczenie 4.1 Podaj przyktad relacji ktora jest symetryczna, ale nie jest zwrotna ani
przechodnia.

Cwiczenie 4.2 Pokaz, ze relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C
R.

Cwiczenie 4.3 Pokaz, ze relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R™1 =
R

Cwiczenie 4.4 Niech R = {(n,n + 1) : n € N}. Wyznacz najmniejszq relacje
przechodniq na zbiorze N zawierajqcq relacje R.

Cwiczenie 4.5 Niech f bedzie funkcjq réznowartosciowq. Pokaz, Ze wtedy dla do-
wolnych zbioréw A i B mamy f[A N B] = f[A] N f[B]. Sformutuj i udowodnij
twierdzenie odwrotne.

Cwiczenie 4.6 Niech f bedzie funkcjq. Pokaz, Ze nastepujqce dwa zdania sq réwno-
wazne:

1. (YA, B)(f[A\ B] = flA]\ f[B]),
2. f jest injekcjq

Cwiczenie 4.7 Wyznacz zbiory 0°, X° oraz 0%, gdzie X jest dowolnym zbiorem nie-
pustym.

Cwiczenie 4.8 Niech R = {(z,y) € R? : |z| = |y|} oraz Q = {(z,y) € R? : y =
sin(x)}. Narysuj wykres relacji R o Q.

Cwiczenie 4.9 Niech f bedzie funkcjq i A dowolnym zbiorem. Pokaz, Ze f | A jest
réwniez funkcjq i dom(f [ A) = dom(f) N A.

Cwiczenie 4.10 Niech f i g bedq funkcjami. Pokaz, ze f U g jest funkcjq wtedy i tylko
wiedy, gdy f [ (dom(f) Ndom(g)) = g I (dom(f) " dom(g)).

Cwiczenie 4.11 Znajd? bijekcje pomiedzy nastepujqcymi parami zbiorow:
e NiZ,
e (0,1)i(3,5),
e (0,1)iR,
e (0,1)iRT,

o [0,1][0,1).
Cwiczenie 4.12 Niech [ : R — R2 bedzie funkcjq zadang wzorem fl(z,y)) =

(z + y,x — y). Czy odwzorowanie | jest injekcjq? Czy f jest surjekcjq? Znajdi
fIR x {0}), f[L] oraz f~*[L), gdzie L jest prostq zadang réwnaniem y = x + 1.
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Cwiczenie 4.13 Niech (Ay)er bedzie rodzing zbioréw i niech f bedzie funkcjq. Po-
kaz, ze

o flUier A = User flA4,
o flMer Ad € Nier FlA
o [T User Ad = Uyer f1AL
o [ Mier Ad = Nyer [ AL

Cwiczenie 4.14 Pokaz, ze dla podzbiorow A, B przestrzeni Q) zachodzq nastepujqce
WZOry: XAnB = XA - XB» XAauB = 1 — (1 —xa) - (1 = xB)

Cwiczenie 4.15 Pokaz, ze w dowolnym monoidzie element netralny jest wyznaczony
Jednoznacznie.

Cwiczenie 4.16 Niech (M, m, o) i (N,n,) bedq monoidami. Na zbiorze M x N
okreslamy dziatanie (z,y) ® (z',y') = (x o2’y *xy'). Pokaz, Ze struktura (M x
N, (m,n), ®) jest monoidem.

Zadanie 4.1 Niech f : {0,1}1% — {0, 1} bedzie funkcjq tozsamosciowo réwnq 1.
Zastosuj do funkcji f uniwersalng metode wyznaczenia zdania o takiego, Ze [ =
F, i wyznacz jego dtugos¢ uwzgledniajqc ilos¢ zmiennych zdaniowych, spdjnikow i
nawiasow.

Zadanie 4.2 [le istnieje nierownowaznych formut rachunku zdan zbudowanych ze
zmiennych zdaniowych py,...,pp?

Zadanie 4.3 Niech (F,)nen bedzie dowolnym ciggiem zbioréw. Pokaz, Ze

r € liminf F),
neN
wtedy i tylko wtedy, gdy (V>°n)(z € F,) oraz x € limsup, ¢y Fy, wtedy i tylko
wredy, gdy (3°°n)(x € F,) (patrz zadanie. Udowodnij, korzystajac z powyzszych
obserwacji, ze

n C liminf F,, C li F, C F, .
ﬂF_lgleﬁlF_lmsup U

neN neN neN

Zadanie 4.4 Ustalmy zbiory A, B i C. Niech Az, = A, Aspt1 = B oraz Agnio =
C dlan € N. Wyznacz liminf, ey A, limsup,, ¢y An. Kiedy ciqg (An)nen jest
zbiezny?

Zadanie 4.5 Niech (A(i’j))(i’j)e 1xJ bedzie dowolnq indeksowanq rodzing zbiorow.

Pokaz, ze
MU A= U N4

i€l jeJ feJliel
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Zadanie 4.6 Niech F bedzie dowolna rodzing funkcji. Pokaz, ze | J F jest funkcjq
wtedy i tylko wtedy, gdy

(Vf,g € F)(f U g jest funkcjq) .

(patrz Cwiczenie .

Zadanie 4.7 Zatéimy, ze (Ay)nen jest rodzing zbioréw parami roztqcznych. Pokaz,
Ze wredy limsup,, ¢,y An, = 0.

Zadanie 4.8 Zatoimy, ze (An)nen jest malejgcq rodzing zbioréw, czyli, Ze
AyD AL DA D ...

oraz, ze [\, en An = (). Pokaz, 7e wtedy

Ao = J (An\ Aui).

neN

Zadanie 4.9 Funkcje logiczng [ nazywamy nazywamy monotoniczng jesli zmiana do-
wolnego argumentu z ¥ na T nie powoduje zmiany wartosci funkcji z T na F. Pokaz,
ze jesli f jest monotoniczng funkcjq logiczng, to jest ona funkcjq statq lub moZze zostac
przedstawiona jako formuta zbudowana wylqcznie ze zmiennych oraz spojnikow A i
V.

Zadanie 4.10 Niech R bedzie relacjq symetryczng na zbiorze {1,2,3,4,5,6}. Pokaz,
Ze istnieje taki trdjelementowy podzbior A zbioru {1,2,3,4,5,6} taki, ze (Vx,y €
A)(x £y — (x,y) € R) lub, Ze ismieje taki tréjelementowy podzbior B zbioru
{1,2,3,4,5,6} taki, ze (Vz,y € B)(z £y — (x,y) ¢ R).



Relacje rownowaznosci

Proces abstrakcji polega na wyznaczeniu istotnych i odrzuceniu nieistotnych cech roz-
patrywanej kolekcji obiektow. Kiedy zajmujemy si¢ barwa obiektow pomijamy ich
ksztalty i identyfikujemy dwa obiekty, gdy maja ten sam kolor. W ten sposéb zaj-
mujemy si¢ tylko barwami i traktujemy je jako samodzielne obiekty. W arytmetyce
utozsamiamy se sobg utamki 1/2 1 2/4 - sa to rézne obiekty, ale maja tg sama war-
tos¢. W geometrii, podobieristwo tréjkatéw stuzy nam do wyrdznienia klas tréjkatow
prostokatnych, réwnobocznych i rownoramiennych. Tréjkaty o bokach 3,41 5 oraz 6,
8 1 10 sa oczywiscie r6znymi obiektami, lecz uwazamy je za podobne, gdyz stosunki
odpowiednich bokéw w obu tréjkatach sa takie same.

Abstrakcja jest czynnos$cia niezbedna do klasyfikacji obiektéw, ktéra zastosowana
do istot zywych prowadzi do podziatu ich na krélestwa, gromady, klasy, rzedy, ro-
dzaje i gatunki.

Uwaga. Bardzo wazna sprawa w procesie abstrakcji jest odréznienie cech istotnych od nieistot-
nych. Jesli zwierzeta bedziemy klasyfikowali ze wzgledu na ilo$¢ nég oraz kwestig posiadania
opierzenia, do mozemy doj$¢ do wniosku, ze cztowiek to nieopierzone, dwunozne zwierze.
Tropem tym kilka tysigcy lat temu poszedt Arystoteles.

Matematycznym narzedziem stuzacym do modelowania procesu abstrakcji sa re-
lacje réwnowaznosci.

Definicja 5.1 Relacje R C X x X nazywamy relacjq rownowaznosci na zbiorze X
Jjesli jest zwrotna na zbiorze X, symetryczna i przechodnia.

Najmniejsza relacja rOwnowaznoSci na zbiorze X jest relacja réwnosci, czyli zbiér
Idx = {(z,z) : * € X}. Najwigksza relacja réwnowaznosci na zbiorze X jest zas
relacja X x X. Przed przystapieniem do analizowania wlasnosci tych relacji podamy
kilka przyktadéw. Pierwszy z nich ma bardzo ogdlny charakter.

Przyklad 5.1 Niech f : X — Y. Na zbiorze X okreslamy relacje

eq(f) ={(z,y) € X*: f(x) = f(y)}

Zwrotnos¢ tej relacji wynika z tego, ze f(x) = f(x) dla dowolnego x € X. Jesli
f(x) = f(y), to oczywiscie f(y) = f(x), z czego wynika symetria relacji eq(f).
W koricu, jesli f(x) = f(y) i f(y) = f(2) to f(x) = f(2), a wigc relacja ta jest
przechodnia.

Drugi przyktad ma charakter algebraiczny.

57
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Przyklad 5.2 Niech n bedzie ustalonq dodatniq liczbq naturalng. Na zbiorze liczb
catkowitych Z okreslmy relacje =,, wzorem

T =,y nlr—y,

gdzie | oznacza relacje podzielnosci w liczbach catkowitych. Poniewaz n|0, wigc roz-
wazana relacja jest zwrotna. Jesli n|x — y to réwniez n| — (x —y), czyli nly — x, czyli
relacja ta jest symetryczna. Zatoimy teraz, e x =, y oraz y =, z. Wtedy istniejq
takie liczby catkowite kil, zex —y =k -norazy — z =1 - n. Wtedy

r—z=(x—-y)+y—2)=k-n+l-n=(k+1) - n,
wigc © =, z. Zatem relacja =, jest przechodnia.

Definicja 5.2 Niech g bedzie relacjq rownowaznosci na zbiorze X oraz niech a € X.
Klasq abstrakcji elementu a wzgledem relacji o nazywamy zbior

[al, ={r € X :apcz}.

Klasa abstrakeji [a], elementu ¢ nazywana jest rtéwniez warstwa w relacji ¢ elementu
przez a.

Twierdzenie 5.1 (O abstrakcji) Zatozmy, ze o jest relacjq rownowaznosci na zbiorze
X. Wtedy

1. (Vz € X)(z € [z],),
2. (Vo,y € X)(woy — [7], = [Ylo),
3. (Va,y € X)(=(zoy) — [z], N[yl = 0).
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Dowdd. Niech z € X. Wtedy zpz wigc x € [z],. Zalézmy teraz, ze z,y € X
oraz zpy. Rozwazmy dowolne element z € [x],. Wtedy xpz. Z symetrii rozwazane;j
relacji wynika, ze ypz, a wigc, z przechodniosci relacji ¢ mamy yoz, czyli z € [y],.
Pokazalismy wiec, ze [z], C [y],. Inkluzje [y], C [z], pokazuje si¢ podobnie. Za-
16zmy teraz, ze x,y € X oraz [z], N [y], # 0. Niech z € [z], N [y],. Wtedy zpz
i yoz, wigc xpz oraz zpy. Z przechodniosci rozwazanej relacji wynika, ze xpy, co
koniczy dowdd twierdzenia. N

Definicja 5.3 Niech o bedzie relacjq rownowaznosci na zbiorze X. Przestrzeniq ilo-
razowq relacji ¢ nazywamy zbiér X /o = {[z], : * € X }.

Ustalmy zbiér X oraz relacje réwnowaznosci o na X. Niech f : X — X/p
bedzie funkcja okreslong wzorem f(x) = [z],. Wtedy o = eq(f). Widzimy wigc,
ze Przyktad [5.1] jest uniwersalny. Dla kazdej relacji réwnowaznosci o istnieje taka
funkcja f, ze o = eq(f).

Przyklad 5.3 Rozwaimy ponownie relacje =,, z przyktadu Dla dowolnej liczby
catkowitej k mamy
[kl=, ={z € Z:nlk—z}.

Przypomnijmy, Ze dla dowolnej liczby catkowitej k istniejq takie liczby l i r, ze k =
n-l+ri0 <r <n. Leczwtedyk —r = n-I, wigc nlk — r. Zatem dla kazdej
liczby catkowitej k istnieje taka liczba naturalna r € {0,...,n— 1}, Ze k =, r, czyli
[k]=, = [r]=,. Zatem

2/ =n=A{[0l=,, 1=, .., [n = 1]=.}.

Elementami warstwy [0)=, sq wszystkie liczby podzielne przez n. Nastgpnie [1]=, =

n =n

{kn+1:keZ}, 2]z, ={kn+2:keZ}id

5.1 Rozbicia
Oméwimy jeszcze jeden sposdb opisywania relacji rownowaznosci.

Definicja 5.4 Rodzing zbioréw A nazywamy rozbiciem lub partycjq zbioru € jesli
UA=Q, (VAe A)(A#0D)oraz VA, Be A)(A# B — ANnB=0).

Przyktadem rozbicia zbioru R jest rodzina {(—o0, 0), {0}, (0, +00) }. Ma ono trzy
elementy: zbidr liczb ujemnych, zbiér ztozony z zera (czyli singleton zera) oraz zbiér
liczb dodatnich.

Niech A bedzie dowolnym rozbiciem zbioru 2. OkreSlmy relacje réwnowaznosci

~ 4 Wzorem
rroay e (X eA)(ze X Ny eX).

Eatwo sprawdzié, ze ~ 4 jest relacja réwnowaznosci na zbiorze (2 oraz, ze Q) ~ 4=
A. Z Twierdzenia wynika, ze jesli o jest relacja réwnowaznoSci na zbiorze X,
to X/p jest rozbiciem zbioru X. Istnieje wigc wzajemna odpowiednio$¢ pomigdzy
relacjami réwnowaznosciami na zbiorze 2 a rozbiciami zbioru 2.
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5.2 Konstruowanie obiektéw matematycznych

Relacje rownowazno$ci wykorzystywane sa do konstruowania wielu obiektéw mate-
matycznych. Rozwazmy odcinek [0, 1]. Okres§lmy na nim nastgpujaca relacje réwno-
waznosci ~= {(z,z) : z € [0,1]} U{(0,1),(1,0)}. Jesli z € (0,1), to [z] = {«}
oraz [0] = [1] = {0, 1}. Relacja ta zlepia wigc koiice odcinka [0, 1]. Wynik operacji
[0,1]/ &~ mozemy wigc utozsamiaé z okrggiem. Konstrukcje te mozemy opisac troche
prosciej. Niech mianowicie fr : R — [0, 1) bedzie funkcja okreslong wzorem

frie)=y+ WwWe0,1)ANCkeZ)(z=k+y).
Wtedy rozwazana przed chwila relacje mozemy zdefiniowa¢ wzorem
rry o fr(z) = friy).
Rozwazmy teraz zbidr [0, 1] x [0, 1] oraz relacje = okre§lona wzorem
(z,y) = () < (fr(z) = fr@@) Ay =)
Po chwili zastanowienia powinno by¢ jasne dla czytelnika, ze przestrzen ilorazowa

[0,1] x [0, 1]/ = utozsamiaé mozemy z walcem.

Gtéwnym celem tego rozdziatu jest pokazanie jak startujac z liczb naturalnycfﬂ
mozna otrzyma¢ liczby catkowite, nastgpnie jak z liczb catkowitych mozna zbudowad
liczby wymierne i w koncu, z liczb wymiernych, liczby rzeczywiste.

Konstrukcja liczb catkowitych

Niech f : N x N — Z bedzie funkcjg okreslong wzorem f(z,y) = x — y. Rozwazmy
relacje ~

(z,y) ~ (,y) & fla,y) = f(&,y)
okreslona na iloczynie kartezjanskim N x N. Jest to, na mocy rozwazan z Przyktadu

[.1] relacja réwnowaznosci. Zauwazmy, ze relacje te mozemy zdefiniowaé w sposéb
réwnowazny wzorem

(z,y) ~ (@) at+y =2" 4y, 5.1

a wigc do zdefiniowania jej nie potrzebujemy liczb catkowitych. Bez trudu sprawdzié
mozemy, Ze odwzorowanie

P:(NXN)/~) = Z:[(n,m)].—n—m
jest bijekcja. Zatem liczby catkowite mozemy zbudowac z liczb naturalnych za po-
moca relacji rownowaznosci zdefiniowanej wzorem|[5.1]

Konstrukcja liczb wymiernych

Rozwazmy teraz funkcja g : Z x (N '\ {0}) — Q okreslona wzorem g(k,n) = % oraz
rozwazmy relacje ~

(k,n) = (K',n') < g(k,n) = g(k',n’).

1 Liczby naturalne stworzyt dobry Bég, reszte wymyslili ludzie” - Leopold Kronecker (1823-1891).
Dzi$ juz wiemy, ze liczby naturalne mozna zbudowacé ze zbioru pustego.
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Jest to relacja réwnowaznosci na zbiorze Z x (N \ {0}). Latwo sprawdzié, ze odwzo-

rowanie .
¥ (Zx (NN{0}))/ =) = Q: [k, n)l~ =

jest bijekcja. Zauwazmy réwniez, ze
(k,n) ~ (K',n") < kn’ =k'n .

Widzimy wigc, ze liczby wymierne mozemy skonstruowac z liczb catkowitych oraz z
liczb naturalnych za pomoca powyzszej relacji réwnowaznosci.

Konstrukcja liczb rzeczywistych

Rozwazmy zbiér C' wszystkich ciagéw podstawowych liczb wymiernych, czyli niech

C={fe@:(VkeN)3EN € N)(¥n,m > N)(|f(n) — f(m)| < H%)}.

Z wyktadu z Analizy Matematycznej wiemy, ze kazdy ciag podstawowy liczb rzeczy-
wistych jest ciagiem zbieznym. Niech L : C' — R bedzie funkcja okreslona wzorem
L((gn)nen) = lim,, ¢,,. Na zbiorze C okreslamy relacje ~ wzorem

r~s<+ L(r)=L(s).
Jest to relacja réwnowaznosci. Ponadto funkcja

¥ (C/~) = R:[(gn)nen]~ = L((gn)nen)

jest bijekcja, gdyz dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje ciag liczb wymiernych
zbiezny go x. Latwo mozna sprawdzic, ze

1
£~ 9 (VK € NIEN € N)(¥n > N)(|£(n) = ()| < )
Widzimy wigc, ze liczby rzeczywiste mozna skonstruowaé z liczb wymiernych oraz z
liczb naturalnych za pomoca powyzszej relacji rOwnowaznosci.

Uwaga. Alternatywna metod¢ konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych przedstawit Dedekind.
Oparta jest ona na pojeciu przekrojéw Dedekinda. Sa nimi pary uporzadkowane (A, B) nie-
pustych podzbioréw zbioru liczb wymiernych Q takich, ze AU B = Q oraz (Va € A)(Vb €
B)(a < b). Zbiér A nazywamy klasg dolng za$ zbiér B klasa gérng przekroju (A, B). Bez
trudu mozna sprawdzié, ze istniejq trzy rodzaje przekrojow:
1. w klasie dolnej istnieje liczba najwigksza, a w klasie gérnej nie istnieje liczba najmniej-
sza.
2. w klasie gérnej istnieje liczba najmniejsza, a w klasie dolnej nie istnieje liczba najwigk-
sza.
3. w klasie gdrnej nie istnieje liczba najmniejsza, a w klasie dolnej nie istnieje liczba naj-
wigksza.
Przekroje pierwszego rodzaju sa wigc postaci Dy = ((—o0, ¢], (¢,00)) a drugiego rodzaju
sa postaci G4y = ((—00,q), [¢,00)), gdzie ¢ € Q a przedziat oznacza oczywiscie przedziat
w zbiorze liczb wymiernych. Przekroje takie utozsamiamy z liczba wymierng q. Przekroje
trzeciego rodzaju interpretujemy jako liczby niewymierne. Przektadem takiego przekroju jest
para
{zeQ:z<0V(z>0A2> <2}, {zeQ:z>0A2" >2}),

ktéra interpretujemy jako v/2. Liczby rzeczywiste interpretujemy jako zbi6r wszystkich prze-
krojéw Dedekinda po utozsamieniu przekrojéow D, z G.
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5.3 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 5.1 Pokaz, ze nastepujqce relacje sq relacjami rownowaznosci na zbiorze
X i wyznacz ich klasy abstrakcji:

o X =N% (2,y) = (a,b) &> x+y=a+b
o X =N% (z,9) =~ (a,b) + maz{z,y} = mar{a,b},
e X =Rzrmy+ (Ft#£0)(te=y),

(
X=Raz=mye (Ft>0)(tc=uy),
)tz =vy),
)

e X =R% z~y+ (Jt>0)(tr=y).

e X =R%o~y« (3#0

Cwiczenie 5.2 Dla (z1,22), (y1,y2) € [0, 1] okreslamy relacje

(z1,22) ~ (y1,92) < fr(z1) = friy) A fr(zz) = fr(ye),

gdzie fr jest funkcjq okreslong w podrozdziale Pokaz, ze ~ jest relacjq rowno-
waznosci. Wyznacz jej klasy abstrakcji.

Cwiczenie 5.3 Pokaz, e relacja ~ okreslona na zbiorze Z x (N \ {0}) w konstrukcji
zbioru liczb wymiernych ze zbioru liczb catkowitych jest relacjq rownowaznosci.

Cwiczenie 5.4 lle Jest relacji rownowaznosci na zbiorze {1,2,3}? Ile jest réznych
rozbi¢ zbioru {1,2,3,4}?

Cwiczenie 5.5 Na zbiorze [0, 8)? okreslamy nastepujacaq relacje réwnowaznosci
(a:b) ~ (e.d) > [a] = [ A [8] = [d],
gdzie [x] oznacza czes¢ catkowitq liczby x. Niech
T = {(n,m) € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}% : 2|n + m}.

Narysuj zbior

U [nmx.

(n,m)eT

Cwiczenie 5.6 Na zbiorze liczb catkowitych Z okreslamy relacje = = y 3|(z+2y)
oraz x ~ y < 5|x? — y% Czy sq to relacje réwnowaznosci?

Cwiczenie 5.7 Opisz klasy abstrakcji relacji = na zbiorze liczb rzeczywistych R za-
danej formutq
rye (r—yez).
Cwiczenie 5.8 Na zbiorze N x N okreslamy relacjq rownowaznosci =~ formutq
(z,y) = (,y') ¢ max{z,y} = max{a’,y'} .

Ile elementow ma klasa abstrakcji [(0,20)]~?
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Cwiczenie 5.9 Pokaz, ze jesli o i n sq relacjami réwnowaznosci na zbiorze €2, to
rowniez o N1 jest relacjq rownowaznosci na zbiorze Q). Opisz klasy abstrakcji relacji
onNm.

Cwiczenie 5.10 Ustalmy liczbe x € R. Pokaz, Ze (W::ri_:l)zj) N Jjest ciqgiem liczb
ne

wymiernych zbieznym do liczby x, gdzie | z| oznacza czes¢ catkowitq liczby rzeczywi-
stej z.

Zadanie 5.1 Niech G = (G, ) bedzie grupq oraz niech H C G bedzie podgrupq
grupy G. Na zbiorze G okreslamy relacje ~ g wzorem

r~gy ooy e H
Pokaz, ze ~ g jest relacjq rownowaznosci. Opisz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 5.2 Pokaz, Ze przekroj dowolnej rodziny relacji réwnowaznosci na zbiorze
X jest relacjq rownowaznosci na zbiorze X. Na zbiorze N X N okreslamy relacje o
i n wzorami (n,m)o(n',m’) <> n = n’ oraz (n,m)n(n’,m’) <> m = m'. Wyznacz
najmniejszq relacje rownowaznosci zawierajqcq relacje o U 1.

Zadanie 5.3 (Konstrukcja Dedekinda) Na zbiorze przekrojow Dedekinda D okre-
Slamy relacje
(A,B)<(C,D)+ ACC

oraz dziatania:
1. (A,B)+(C,D)=(A+B,C+D), gdzieX+Y ={z+y: 2 € XNyeY}
2. —(A,B) =(—B,—-A), gdzie — X ={—z:x € X},
3. (A,B)-(C,D)=(Q\(B-D),B-D), gdzie XY ={zy:z € XANyeY}

Pokaz, ze tak okreslone dziatania sq poprawne, czyli, Ze, na przykiad, jesli (A, B) i
(C, D) sq przekrojami Dedekinda, to réwniez (A + B,C + D) jest przekrojem De-
dekinda. Pokaz, Ze tak okreslone dziatania uogélniajq dziatania na zbiorze liczb wy-
miernych, czyli, Ze, na przyktad, Dy + D, = Dy, oraz =Dy = G_,.

Zadanie 5.4 Omow metode konstruowania ciata liczb zespolonych z ciata liczb rze-
czywistych.



Czesciowe Porzadki

W tym rozdziale rozwazymy kolejna wazna klase relacji. Uogdlniaja one zaréwno
porzadek na liczbach rzeczywistych jak i relacj¢ inkluzji okreslong na rodzinie pod-
zbioréw danego zbioru. Jest to wigc bardzo obszerna klasa relacji.

Definicja 6.1 Relacje R C X x X nazywamy czegsciowym porzadkiem na zbiorze
X jesli R jest relacjq zwrotng na zbiorze X, przechodniq i stabo antysymetryczng.
Pare (X, R) nazywamy czesciowym porzadkiem jesli R jest czeSciowym porzqdkiem
na zbiorze X.

Przyktadem czeSciowego porzadku jest klasyczna staba nieréwno$¢ < na zbiorze
liczb rzeczywistych. Zwréémy uwage na to, ze ostra nieréwnos¢ < na R nie jest
zwrotna, wigc nie jest czgSciowym porzadkiem. Bardzo czgsto tacznie z czg§ciowym
porzadkiem < rozwazaé bedziemy relacje < zdefiniowana wzorem z < y <> (x #

y) A (z < y).

Przyklad 6.1 Niech ) bedzie ustalonym zbiorem. Rozwazmy relacje inkluzji obcigtq
do podzbioréw zbioru Q, czyli relacje R = {(X,Y) : X C Y'}. Bezposrednio o pod-
stawowych wiasnosci inkluzji wynika, Ze para (P(Q), R), ktdérq bedziemy oznaczac
przez P(Q), jest czesciowym porzqdkiem.

Przyklad 6.2 Rozwazmy relacje podzielnosci | w zbiorze dodatnich liczb natural-
nych. BezpoSrednio z definicji podzielnosci wynika, ze para (N \ {0},]) jest cze-
Sciowym porzqdkiem. Zauwazmy jednak, Ze relacja podzielnosci na zbiorze liczb cat-
kowitych nie jest czesciowym porzqdkiem, gdyz na przyktad —1|1 oraz 1| — 1, lecz
1 # —1, a wigc relacja ta nie jest stabo antysymetryczna na zbiorze Z.

Definicja 6.2 Niech R C X x X bedzie dowolng relacjq oraz niech A bedzie do-
wolnym podzbiorem zbioru X. Obcigciem relacji R do zbioru A nazywamy relacje
RIA=RnN(Ax A).

Bez trudu mozemy sprawdzié, ze jesli (X, <) jest czg$§ciowym porzadkiem i A C
X to réwniez (A, <[ A) jest czg§ciowym porzadkiem.

Definicja 6.3 Mowimy, ze dwa czesciowe porzqdki (X, <) i (Y, =) sq izomorficzne
jesli istnieje bijekcja f : X — Y taka, Ze

(Va,y € X)(x <y < f(z) X f(y)-

O porzadkach izomorficznych méwimy, ze sa podobne. Rozwazmy czgsciowy
porzadek

=={(a,a),(b,0),(¢,¢), (d, d), (a,b), (a, ), (a,d), (b,d), (c,d)}

64
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na zbiorze {a, b, ¢, d}. Mozemy go przedstawic za pomocg rysunku

Na rysunku tym nie umiesciliSmy strzalek wynikajacych ze zwrotnosci relacji < oraz
strzalek wynikajacych z przechodnios$ci, czyli strzatki prowadzacej od elementy a do
elementu d. Zauwazmy, ze wszystkie strzatki skierowane sa do gory strony. Takie
rysunki nazywane sa diagramami Hassego czgSciowego porzadku. Rozwazmy teraz
porzadek (P({a,b}), C). Oto jego diagram Hassego:

Widzimy, ze diagramy Hassego tych porzadkéw sa identyczne. Wynika to z tego,
ze oba porzadki ({a, b, c,d}, <) oraz (P({a,b}), C) sg izomorficzne. Izomorfizmem
jest funkeja f = {(a,0), (a, {a}), (c, {b}), (d, {a,b)}.

Pokazemy teraz, ze inkluzja jest w pewnym sensie uniwersalnym czg¢§ciowym
porzadkiem. Precyzuje to nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.1 Niech (X, <) bedzie czgsciowym porzadkiem. Wtedy istnieje ro-
dzina A C P(X) taka, ze porzqdki (X, <) oraz (A, CI.A) sq izomorficzne.

Dowéd. Dla kazdego z € X okreSlmy f(z) = {y € X : y < z}. Wtedy [ :
X — P(X). Pokazemy, ze funkcja f jest réznowartosciowa. Zalézmy bowiem, ze
z,y € X oraz f(xz) = f(y). Wtedy € f(z) = f(y), wigc z < y. Podobnie
pokazujemy, ze y < x. Zatem x = y. Podobnie tatwo pokazujemy, ze f(z) C
f(y) & x < y. Niech wiec A = rng(f). Wtedy f jest izomorfizmem pomigdzy
(X, <) oraz (A, CJA). 0

6.1 Wyroéznione elementy

W rozdziale tym oméwimy pojecie elementéw najmniejszych, minimalnych, najwig-
kszych oraz maksymalnych.

Definicja 6.4 Niech (X, <) bedzie czesciowym porzadkiem oraz niech a € X.
1. a jest elementem <-najwigkszym, jesli (Vx € X)(z < a).

2. a jest elementem <-najmniejszym, jesli (Vx € X)(a < 2).
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3. a jest elementem <-maksymalnym, jesli —(3x € X)(a <z A a # x).
4. a jest elementem <-minimalnym, jesli =(3x € X)(z < a A a # x).

Zauwazmy, ze jeSli a jest elementem <-najwigkszym to jest rowniez <-maksymalnym.
Rzeczywiscie, zatézmy, ze a jest <-najwigkszym. Jesli a < z, to ze slabej antysy-
metrii relacji < i z tego, ze * < a wynika, ze x = a. Podobnie pokaza¢ mozemy,
ze kazdy element najmniejszy jest elementem minimalnym. Rozwazmy czgsciowy
porzadek o nastgpujacym diagramie Hassego:

Elementy b i ¢ s3 maksymalne w tym porzadku. Relacja ta nie ma elementu najwigk-
szego. Element a jest najmniejszy, a wigc jest réwniez elementem minimalnym.

Przyklad 6.3 Niech a bedzie dowolnym obiektem, ktory nie nalezy do zbioru Z. Roz-
wazmy nastgpujqcy czesciowy porzadek R okreslony na zbiorze Q0 = {a} U Z:

R={(a,a)} U{(z,y) € Z* 1z < y}.

Wtedy a jest jedynym R-minimalnym i jedynym R-maksymalnym elementem. W cze-
Sciowym porzadku (Q, R) nie ma elementéw najmniejszych ani najwigkszych.

Przyklad 6.4 Rozwazimy nastepujqcy czesciowy porzadek = na ptaszczyinie R2:
(z,y) 2 (@ y) < (@< )A(y<y).

Sprawdzenie, Ze tak okreslona relacja jest czgSciowym porzadkiem nie sprawia zZad-
nych trudnosci. Niech teraz K = {(z,y) € R? : 2% + y* < 1} bedzie kulq jednost-
kowq. Rozwazmy czesciowy porzadek (K, X[ K). Elementami maksymalnymi w tym
porzadku sq elementy zbioru {(z,y) € R? : 22 + 9y  =1Ax2>0Ay >0}

Rozwazany w powyzszym przykltadzie porzadek czesciowy na zbiorze R? jest
szczegllnym przypadkiem porzadku produktowego.

Definicja 6.5 Niech ((X:, <:))icr bedzie rodzing czesciowych porzqdkéw. Produk-
tem [ [, ((X¢, <t)) nazywamy czesciowy porzadek < na zbiorze [ [, X okreslony
wzorem

f<go (VEeT)(f(t) <ig(t))

Twierdzenie 6.2 Niech ((X¢, <:))ier bedzie rodzing czesciowych porzadkow. Wiedy
ich produkt [ [, o ((X¢, <¢)) jest czesciowym porzqdkiem.

Dowéd. Niech f € [],. X;. Wtedy (Vt € T)(f(f) <: f(t)), wigc f < f. Relacja
< jest wigc zwrotna. Jesli f, g € [[,cp X oraz f < gig < f,to (Vt € T)(f(f) <
g(t)) oraz (Vt € T)(f(f) <: g(t)), a wiee (vt € T)((f(f) <¢ f(1) A (9(t) <
f(t). Zatem (Vt € T)(f(t) = g(t)), a wiec f = g. Relacja < jest wigc stabo
antysymetryczna. Niech nastgpnie f,g,h € [[,cp X¢ oraz f < gig < h. Wtedy

(Vt € T)(f(f) <¢ g(t)) oraz (Vi € T)(g(f) <¢ h(t)), a wiec (V& € T)((f(f) <
h(t)). Zatem f < h. PokazaliSmy wigc, ze relacja < jest relacja przechodnia.
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O

Przyklad 6.5 Rozwazmy dowolny niepusty zbior T. Na zbiorze {0, 1} okreslamy na-
turalny porzqdek < dziedziczony z liniowego porzadku prostej rzeczywistej R. Dla
kazdego t € T niech X; = {0, 1} oraz <;=<. Rozwazmy porzqdek produkiowy <*
na {0,1}7 = [[,c X¢. Okazuje sig, ze porzadki ({0,1}", <*) oraz (P(T),C) saq
izomorficzne. Funkcjq ustalajacq izomorfizm pomiedzy nimi jest przyporzadkowanie
Y : P(T) — {0,1}7 podzbiorowi A C T funkcji charakterystycznej x a.

Definicja 6.6 Niech (X, <) bedzie czesciowym porzadkiem oraz niech A C X bedzie
zbiorem niepustym. Element a € X nazywamy kresem gornym zbioru A jesli jest
najmniejszym ograniczeniem gornym zbioru A, czyli jesli (Vx € A)(x < a) oraz
(Vbe X)(Vr e A)(x <b) »>a<bh).

Kres gérny nie musi istnie¢. Rozwazmy, na przyktad, nastgpujacy porzadek

Ograniczeniami gérnymi zbioru {a, b} sa oczywiscie elementy cid. Lecz w tym przy-
ktadzie sa one nieporéwnywalne. Nie istnieje wigc najmniejsze ograniczenie gérne
zbioru {a,b}. Kres gérny moze nie istnie¢ réwniez z innych powodéw. Rozwazmy,
na przyktad, czesciowy porzadek (N, <). Wtedy zbiér A = N nie ma ograniczenia
gbérnego, gdyz w zbiorze liczb naturalnych nie ma elementu najwigkszego. Istnieja
jednak czesciowe porzadki w ktérych kazdy niepusty podzbiér zbiér ma kres gérny.
Sa nimi na przyktad porzadki postaci P(X). Kresem gérnym rodziny A C P(X) jest
oczywiscie zbidr | A. Kres gérny zbioru A, o ile istnieje, oznaczany jest symbolem
sup(A) i nazywany jest réwniez supremum zbioru A.

Dualnym pojeciem do kresu gérnego jest pojecie kresu dolnego. Moéwimy, ze
element a € X jest kresem dolnym zbioru A jesli jest najwigkszym ograniczeniem
dolnym zbioru A4, czyli jesli (Vx € A)(a < x) oraz (Vb € X)((Vx € A)(b < x) —
b < a). Element taki, oczywiscie o ile istnieje, oznaczany jest symbolem inf(A) i
nazywany jest infimum zbioru A.

Uwaga. Bardzo wazna wtasnoscia liczb rzeczywistych jest to, ze kazdy ograniczony pod-
zbiér R ma kres gérny oraz kres gérny. Wtasnos¢ ta charakteryzuje zbidr liczb rzeczywistych
w nastgpujacym sensie: jesli struktura (K, +,-,0,1, <) jest ciatem uporzadkowanym takim,
ze kazdy ograniczony jego podzbiér ma kres gérny, to ciato to jest izomorficzne z liczbami
rzeczywistymi.
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6.2 Porzadki na rodzinach funkcji

W badaniach ztozonosci obliczeniowej czgsto mamy do czynienia z zagadnieniem
poréwnywania tempa wzrostu funkcji ze zbioru RN.

Definicja 6.7 Dla ciggéw f,g € RN okreslamy
f<g < (3C>0)3N e N)(Vn > N)(|f(n)] < C-[g(n)])

Relacja f < g jest czgsto zapisywana jako f = O(g). Stosowane jest réwniez ozna-

czenie g = Q(f). Nieformalnie méwiac, prawdziwos¢ relacji f = O(g) oznacza, ze

funkcja f ro$nie najwyzej, z doktadnoscia do statej, tak szybko jak funkcja g.
Oczywiscie f < f dla kazdej funkcji f € RY. Eatwo mozna zauwazyé, ze rela-

Rysunek 6.1: Wykresy funkcji f(n) = 50+10-n, g(n) = n?. Zachodzi migdzy nimi
zaleznosc f = O(g).

cja < jest przechodnia. Nie jest za$ ona stabo-antysymetryczna, o czym §wiadczy
nastgpujacy przyktad:
Przyklad 6.6 Niech f(n) = noraz g(n) = 2n. Weedy f <gorazg < f.

Definicja 6.8 Strukture (X, R) nazywamy preporzadkiem jesli R jest relacjq zwrotng
na zbiorze X i przechodniq.

Struktura (R™, <1) jest wigc preporzadkiem. Pokazemy teraz ze z dowolnego pre-
porzadku mozna w bardzo naturalny sposéb skonstruowac czgsciowy porzadek.

Twierdzenie 6.3 Zafoimy, ze (X, C) jest preporzqdkiem. Niech
=y« (@Cy) A(yEa)}
Wtedy relacja
= ={(la]=,[blz) ;a € X ANbE X Na T b}

Jest czesciowym porzadkiem na przestrzeni ilorazowej X/ =.
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Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze jeSlia = o', b = b’ oraz a C b, to réwniez o’ C b'.
Ta obserwacja stuzy do stwierdzenia, ze definicja relacji < jest poprawna, czyli, ze
nie zalezy od wyboru reprezentantow klas abstrakcji.

Zwrotnos$¢ i przechodnio$¢ relacji < wynika bezposrednio ze zwrotnosci i prze-
chodnio$ci relacji C. Zatézmy, ze [a]= =< [b]= oraz [b]= < [a]=. Wtedy a C b oraz

b T a,awieca =0, czyli [al= = [b]=. Zatem < jest relacja stabo-antysymetryczng

Metode¢ zastosowana w powyzszej konstrukcji mozna okresli¢ lakonicznie jako
“zlepienie kontrprzyktadow na stabg-antysymetrig relacji C”. Idac tropem Twierdze-
nia wprowadzimy teraz relacje = na zbiorze ciagéw R™N:

Definicja 6.9 Dla dowolnych f, g € RN definiujemy

f=ege (9N (glf)

Relacja réwnowaznosci f =¢ ¢ jest czesto zapisywana jako f = ©(g) Jesli
f = O(g), to méwimy, ze funkcje f, g maja takie samo tempo wzrostu. Z Twier-
dzenia[6.3] wynika, ze
[flzo Dlgl=6 > f g

jest czesciowym porzadkiem na przestrzeni ilorazowej RN/ =¢.
Przyklad 6.7 Niech n < m bedq liczbami naturalnymi. Wtedy dla kazdego x > 1
mamy ™ < x™. Zatem x™ < ™. Chcemy pokazad, ze —(a" =g ™). W itym

celu wystarczy zauwazydé, ze jesli x™ < C - x™, to ™™ < C, a wigc nieréwnos¢
x™ < C - z™ zachodzi tylko dla skoriczonej ilosci argumentow. Zatem

<. <"l
gdzie f < g oznacza, ze f < goraz =(f =o g).
Przyklad 6.8 Rozwaimy dowolny wielomian w(x) = ag+ a1z + . . . + ayz" stopnia

k. Wtedy |w(x)| < Zf:o la;||z|". Niech C' = Zf:o lai|. Wtedy |w(z)| < C - k- zF
dla z > 1. Zatem w < 2*. Z drugiej strony

ao ai Ap—1

k
w(x) =a - x" - - +1).
(2) (akx’“ apxk-1 aRx )
Istnieje takie N Ze
ag ai ak—1
|— t | <1
apX QpT™ apx

dla wszystkich © > N. Zatem dla dostatecznie duzych x mamy |w(x)| < 2 - |ag| -
xF, czyli w < x*. Pokazalismy wigc, ze jesli w jest wielomianem stopnia k-tego, to

w(z) =g .

6.3 Liniowe Porzadki

Zajmiemy si¢ teraz wazna podklase czgSciowych porzadkéw. Uogdlnia ona wlasnosci
standardowych porzadkéw na zbiorach N, Z, Q i R.
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Definicja 6.10 Czesciowy porzadek (X, <) nazywamy liniowym porzadkiem, jesli
(Vo,y e X)(x<yvy<a).
Warunek wystepujacy w definicji liniowego porzadku nazywa si¢ spojnosciq re-

lacji. Oczywistymi przyktadami liniowych porzadkéw sa juz wspomniane struktury
(N7 S)’ (Z? S)? (Q7 S)a (IRa S)

—0—C0C—0—0—0

Tak wygladaja skoficzone linowe porzadki na zbiorze szescio elementowym. Na ry-
sunku nie umiesciliSmy strzatek wynikajacych ze zwrotnosci oraz przechodniosci.

Zauwazmy, ze w liniowych porzadkach pojecia elementéw najwigkszych i maksy-
malnych oraz najmniejszych i minimalnych pokrywaja si¢. Ponadto, jesli (X, <) jest
liniowym porzadkiem oraz Y C X, to (Y, <|Y) jest rtéwniez porzadkiem liniowym.

Otoczna Kleeniego i porzadek leksykograficzny

Ustalmy niepusty zbidr €2, ktéry nazywad bedziemy alfabetem. Przestrzeniq stéw nad
alfabetem (2 nazywamy zbidr

O = U Q{O,...,n—l}.
neN

Jego elementy nazywamy stowami nad alfabetem ). Do zbioru tego zaliczamy réw-
niez stowo puste, oznaczane symbolem €. Zbidr (2* nazywany jest otoczka Kleeniego
zbioru 2. Na zbiorze (2* okreslona jest naturalna operacja zwana konkatenacja.

Definicja 6.11 Niecho : {0,...,n} = Qorazn : {0,...,m} — Q bedq stowami z
Q*. Konkatenacjq (ztozeniem) stow o i n nazywamy stowo

oHn=cU{((t+n+1,n0)):i<m}.

Inaczej méwiac, stowo o7 powstaje w wyniku dopisania do korca stowa ¢ kolejnych
liter stowa 7, czyli, na przyktad

(a'7 b7 a7 b’ C) _H_ (I7 x7 y7 Z) = (a’ b7 a7 b’ C? x? x? y’ z) N

Konkatencje stow o i n oznacza si¢ czasem réwniez symbolem o7 (symbol - lub
++ stosowany jest w jezyku programowania Haskell). Oczywiscie cH+c = eHo =0
dla dowolnego stowa o. Inaczej méwiac, € jest elementem neutralnym konkatenacji.
Bez trudu sprawdzamy réwniez, ze konkatenacja stéw jest taczna. Fakty te mozna
podsumowacé nastgpujaco:

Whiosek 6.1 Dla dowolnego zbioru Q) struktura (2*, e, ) jest monoidem.
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Zauwazmy, ze jesli |©2] > 1 to monoid ten jest nieprzemienny. Rzeczywiscie, je-
§li a,b € Qoraz a # bto (a) # (b) = (a,b) zas (b) # (a) = (b,a), wiec
(@) # (b) # (b) 4 (a).

Na przestrzeni stéw istnieje naturalny czesciowy porzadek okres§lony wzorem
oc<n<oCno.

Najmniejszym elementem w porzadku (2*, <) jest oczywiscie stowo puste. Diugosé
stowa o oznaczamy przez |o|. Jesli o < to |o| < |n|.
Zauwazmy, ze dla stéw o, n € 2* zachodzi nastgpujaca réwnowaznosé

o Cn<+ (36€Q)(n=0+#9).

Jesli n = o 4 6, to méwimy, ze o jest prefiksem stowa 7. Z tego powodu rozwazany
porzadek < nazywa si¢ porzadkiem prefiksowym na zbiorze stéw. Pokazemy teraz w
jaki sposéb mozna ten porzadek rozszerzy¢ do porzadku liniowego.

Definicja 6.12 Niech < bedzie porzadkiem liniowym alfabetu (). Porzqdkiem lek-
sykograficznym generowanym przez porzadek = nazywamy porzadek =<, na przes-
trzeni stow Q* okreslony wzorem

0 Riex e (0 <)V (In € dom(ann))(a(n) < n(n)AVk < n)(o(k) = n(k))).

Bezposrednio z definicji wynika, ze, porzadek leksykograficzny rozszerza porzadek
prefiksowy na przestrzeni stow, czyli, ze jeSli o < N to 0 =jex 1.

Twierdzenie 6.4 Jesli =< jest porzqdkiem liniowym na alfabecie ), to porzadek le-
ksykograficzny <, jest porzadkiem liniowym na przestrzeni stow 2%,

Dowdd. Dla dowolnego o € Q* mamy o < o, wigc =, jest relacja zwrotna. Dla
potrzeb tylko tego dowodu oznaczmy przez pr(c, ) najmniejsza taka liczbg naturalna
n, ze o(n) # n(n). Jedli taka liczba n nie istnieje to potozymy pr(o,n) = —1.
Zauwazmy, 7e

pr(o,n) <0<+ (0 Xn)V(n=o).

Ponadto
0 Ziea 0 <> (0 <)V (o(pr(o,n) < nlpr(o,n))).

Zalézmy teraz, ze o, € Q* oraz 0 <jer i 1N Sjex 0. Niech k = pr(o,n). Jesli
k=—-1,toc < norazn < o, wigc 0 = 1. Zatézmy wigc, ze £ > 0. Wtedy
o(k) < n(k) oraz n(k) < o(k), co jest niemozliwe. Relacja <, jest wigc stabo-
antysymetryczna.

Niech 0,7, p € Q* oraz 0 <jez 711 =Sjex 0. Niech k = pr(o,n) il = pr(n, p).
Zat6zmy najpierw, ze k < 0, czyli, ze 0 < n. JeSli réwniez [ < 0to n < p, wigc
o< p,azatem o Sy, p. JeSil > 0il > |ojtoo < p,jeslizasl > 01l < |o]
to [r(o,p) =1 > 0. Zatézmy wiec, ze k > 0. Jeslil < 0 to pr(o,p) = k > 0.
Jesli zas [ > 0 to pr(o, p) = min{pr(o,n),pr(n,p)} > 0. Relacja <., jest wigc
przechodnia.

Rozwazmy teraz dowolne o, € Q*. Niech k = pr(o,n). JeSlik < 0t0 0 <jer 1)
lub n =<yer 0. Jesli zas k > 0 to o(k) < n(k) lub tez n(k) < o(k). W pierw-
szym przypadku o <., 1 a w drugim n =;., 0. Relacja <., jest wigc liniowym
porzadkiem zbioru 2*. 0
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Przyklad 6.9 Rozwazmy zbior liter Q2 = { A, B, C, D} uporzadkowany liniowy w spo-
s6b A < B < C < D. Rozwazimy teraz porzadek leksykograficzny na rodzinie stow
{A, B,C, D}*. Oto kilka nieréwnosci:

A< AA < AAA<...<B<BA<BB<BBB<BC....

Widzimy, Ze rozwazany porzqdek jest porzqdkiem stownikowym, czyli w tej wiasnie
kolejnosci uporzadkowane sq stowa w typowych stownikach i encyklopediach.

6.4 Lemat Kuratowskiego-Zorna

Niech (X, <) bedzie czgSciowym porzadkiem. Podzbiér A C X nazywamy lari-
cuchem jesli relacja <[ A jest liniowym porzadkiem. Inaczej méwiac, zbiér A jest
tadcuchem, jesli (Va,b € A)(a < bV b < a). Element a € X nazywamy ogranicze-
niem gornym zbioru A jesli (Vz € A)(z < a).

Nastgpujace twierdzenie przyjmujemy na razie bez dowodu. W dalszej czgsci tego
wyktadu oméwimy Srodki ktére sa niezbedne do jego udowodnienia.

Twierdzenie 6.5 (Lemat Kuratowskiego-Zorna) Niech (X, <) bedzie takim czgscio-
wym porzadkiem, Ze dla kazdego tavicucha A C X istnieje ograniczenie gérne zbioru
A. Wtedy w czegsciowym porzqdku (X, <) istnieje element maksymalny.

Lemat Kuratowskiego-Zorna bgdziemy oznaczaé¢ w dalszych rozwazaniach przez
LKZ. Niech A = (A)icr bedzie dowolng rodzing zbior6w. Méwimy, ze A jest
rodzing zbioréw niepustych, jesli (V¢ € T)(A; # ). Méwimy réwniez, ze A jest
rodzing zbioréw parami rozlgcznych jesli (Vs,t € T)((s # t) — (As N Ay = 0).
Kazde rozbicie jakiego$ zbioru jest rodzing zbioréw parami roztacznych i odwrotnie,
kazda rodzina .A zbioréw niepustych parami roztacznych jest rozbiciem zbioru | A.
Zbiér S nazywamy selektorem rodziny zbioréw (A )ie, jesli (Vt € T')(Ix)(SNA: =
{x})oraz S C U, At

Aksjomat 6.1 Aksjomatem Wyboru nazywamy nastepujqce zdanie:
. kazda rodzina zbiorow niepustych parami roztqcznych ma selektor”.

Aksjomat Wyboru oznaczany jest przez Aqﬂ Odgrywa on istotng role w wielu
rozumowaniach matematycznych. Potrzebny jest on, na przyktad, do udowodnienia
tego, ze definicje Heinego i Cauchy’ego ciagtosci funkcji sa réwnowazne. Konieczny
jest réwniez do dowodu tego, ze kazda przestrzen liniowa posiada baze. Pokazemy
teraz jedna z réwnowaznych wersji AC.

Twierdzenie 6.6 Nastgpujqce zdania sq rownowazne:
1. AC,

2. dla dowolnej rodziny (A)ier zbioréw niepustych produkt [],., A¢ jest zbio-
rem niepustym.

TAC jest skrétem od “Axiom of Choice”
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Dowéd. Zat6zmy najpierw ze Aksjomat Wyboru jest prawdziwy oraz niech (Ay)ier
bedzie dowolng zbioréw niepustych. Rozwazmy rodzing zbioréw B = {{t} x A; :
t € T'}. Jest to rodzina zbioréw niepustych. Z Aksjomatu Wyboru wynika, ze istnieje
jakis selektor S rodziny B. Kazdy selektor rodziny B jest elementem [ [, As.

Zalézmy teraz, ze prawdziwe jest zdanie (2) oraz, ze (Ay)¢er jest rodzing zbioréw
niepustych, parami roztacznych. Niech f € [[,cp A:. Wtedy zbiér rng(f) jest
selektorem rodziny (A;)ier. 0

Pokazemy teraz pierwsze zastosowanie Lematu Kuratowskiego-Zorna.

Twierdzenie 6.7 Lemat Kuratowskiego-Zorna implikuje Aksjomat Wyboru.

Dowéd. Niech (A;).cr bedzie rodzing zbioréw niepustych parami roztacznych. Niech
S = Uer As. Rozwazmy zbidr

P={XeP(S): (VteT)(ANX =0V (Ix)(ANX = {z})).

Pokazemy najpierw, ze czeSciowy porzadek (P, C[P) spelnia zatozenia Lematu Ku-
ratowskiego - Zorna. Niech A C P bedzie fanicuchem. Wtedy (VX € A)(X C JA).
Wystarczy wigc pokazaé, ze | JA € X. Zatézmy, ze istniejg takie t € T') oraz ele-
menty x i y takie, ze x # y oraz {x,y} C A;. Niech X € Aoraz Y € A beda takie,
zex € X orazy € Y. Lecz A jest liniowo uporzadkowany przez zawieranie. Zatem
X CY lubY C X. Gdyby prawdziwy byt pierwszy przypadek, to z,y € Y, a wigc
{z,y} C Y N A, co jest niemozliwe. Podobnie wykluczamy przypadek drugi. Tak
wigc oba przypadki sa niemozliwe. Zatem | J A € P.

PokazaliSmy wiec, ze porzadek (P, C[ P) spetnia zatozenia Lematu Kuratow-
skiego - Zorna. Niech S € P bedzie jego elementem maksymalnym. Pokazemy,
ze (Vt € T)(3z)(Ar NS = {x}). Zalézmy bowiem, ze istnieje takie ¢y € T, ze
A, NS = (). Wezmy dowolny element xg € Ay, i rozwazmy zbiér S’ = S U {zo}.
Wtedy réwniez S’ € P, co jest sprzeczne z tym, ze S jest elementem maksymalnymm

6.5 Dobre porzadki

Dobre porzadki sa szczegdélnymi porzadkami liniowymi, ktérych witasnosci sa dosy¢
zblizone do wilasnosci naturalnego porzadku liczb naturalnych.

Definicja 6.13 Porzqdek liniowy (X, <) nazywamy dobrym porzadkiem, jesli
VACX)A#D— Bac A(Vz € A)(a < x)).

Inaczej méwiac, porzadek liniowy jest dobrym porzadkiem jesli kazdy jego niepusty
podzbidér ma element najmniejszy. W szczegdlnosci, jesli za podzbiér weZmiemy caty
zbidér X, to widzimy, ze w dobrym porzadku, o ile jest on niepusty, musi istnie¢ ele-
ment najmniejszy.

Rozwazmy teraz dowolny element a dobrego porzadku (X, <). Zatézmy, ze a nie
jest elementem najwigkszym. Wtedy zbiér {z € X : a < z} jest niepusty, a wigc
ma element najmniejszy. Zatem istnieje najmniejszy element wigkszy od elementu a
(nazywa si¢ on nastepnikiem elementu a w porzadku (X, <)). Powyzsza wlasnos¢
wyraznie odréznia zbidr liczb wymiernych od dobrych porzadkéw. Jesli bowiem a €
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Q1ib € Q jest dowolng liczba wigkszg od a, to liczba ‘%b jest wigksza od a i mniejsza

od b. W liczbach wymiernych zadna liczba nie ma bezposrednio po niej wigkszej
liczby. Ta sama uwaga dotyczy zbioru liczb rzeczywistych R.

Twierdzenie 6.8 Kazdy skoriczony liniowy porzadek jest dobrym porzadkiem.

Dowéd. Zatézmy ze A jest niepustym podzbiorem takiego porzadku. Rozwazmy
dowolny element ag ze zbioru A. Jesli ag nie jest elementem najmniejszym zbioru
A, to w zbiorze A istnieje element a; mniejszy od ag. Gdyby a; nie byt elementem
najmniejszym, to w zbiorze A znaleZlibySmy element a3 mniejszy od as. Gdyby
powyzsza procedura niegdy si¢ nie skoficzyta, to zbudowaliby§Smy nieskoriczony ciag
réznych elementéw zbioru A. A to jest sprzeczne ze skoriczonoscia rozwazanego
porzadku. 0

Przyktadem dobrego porzadku jest oczywiscie (N, <). Porzadek ten charaktery-
zuje sig tym, ze jest nieskoriczony oraz, ze dla kazdego n € N \ {0} istnieje element
bezposrednio mniejszy od n, czyli taki, ze pomigdzy nim a n nie ma zadnego innego
elementu. Dla liczby n > 0 takim elementem jest oczywiscie liczba naturalna n — 1.
Moéwimy, ze dobry porzadek (X, <) ma typ porzadkowy w jesli jest on izomorficzny
z (N, <).

Przyklad 6.10 Niech X = {1 — H%H : n € N}. Rozwazmy obcigcie <| X natu-
ralnego porzadku ze zbioru liczb rzeczywistych do zbioru X. Wtedy funkcja f(n) =
1—- n%rl okresla izomorfizm pomigdzy (N, <) i zbiorem (X, <[ X). Zatem czgsciowy
porzadek (X, <[ X) ma typ porzadkowy w.

Twierdzenie 6.9 Zaféimy, ze (W1, <1), (Wa, <2) sa dobrymi porzadkami oraz, Ze
W1 N W2 = @ Niech
<=1 UW x Wa)u <.

Wtedy < jest dobrym porzqdkiem na zbiorze W1 U Wo.

Dowéd. Niech A bedzie niepustym podzbiorem Wy N Wy, Jesli AN Wy # 0, to
w A istnieje <;-minimalny element. W przeciwnym razie A N Wy # 0 i wtedy
<o-minimalny element zbioru A jest jego <-minimalnym elementem. 0

Zbudowany w tym twierdzeniu porzadek powstal przez ustawienie wszystkich ele-
mentow zbioru W5 za elementami zbioru 1.

Przyktad 6.11 Niech X = {1 — n%rl : n € N} bedzie zbiorem rozwazanym w po-
1

przednim przyktadzie oraz niech’ Y = {2 — T imE N}. Oczywiscie (Y, <[ X).
Konstrukcja z poprzedniego twierdzenia zastosowana do porzqdkow X i Y daje nam
porzadek izomorficzny z (X UY, [ (X UY)). Jest to wigc dobry porzadek. Typ po-

rzqdkowy tego zbioru oznaczamy przez w + w.

Twierdzenie 6.10 Zalézmy, ze (X, <1) i (Y, <2) sq dobrymi porzadkami. Wtedy re-
lacja < okreSlona na zbiorze X x'Y okreslona wzorem

(z,y) < (@) & (z <) V(e=2"Ny<2¥)

Jjest dobrym porzadkiem.
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Dowéd. Sprawdzenie tego, ze relacja < jest czgSciowym porzadkiem na zbiorze
X X Y pozostawiamy czytelnikowi jako proste zadanie. Niech A bgdzie niepustym
podzbiorem zbioru X x Y. Pokazemy w jaki sposéb mozemy znaleZ¢é <-najmniejszy
element zbioru A. Niech A; = {x € X : (3y)((z,y) € A}. Wtedy A; jest niepu-
stym elementem zbioru X. Niech a bgdzie <; najmniejszym elementem zbioru A.
Niech nastgpnie B = {y € Y : (a,y) € A}. Wtedy B jest niepustym podzbiorem
zbioru Y. Niech b bedzie <s-najmniejszym elementem zbioru B. Wtedy para (a, b)
jest najmniejszym elementem zbioru A. N

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze na zbiorze N x N istnieje naturalny dobry
porzadek. Ustawia on elementy w nastgpujacej kolejnosci

(0,0) <(0,1) <(0,2) <...<(L0)<(L,1) <(L,2)<...<(2,0) < ...
Typ porzadkowy N x N z powyzszym porzadkiem oznaczamy symbolem w - w.

Twierdzenie 6.11 Jesli (X, <) jest dobrym porzqdkiem, to nie istnieje funkcja f :
N — X taka, ze f(n + 1) < f(n) dla wszystkich liczb naturalnych n.

Dowéd. Zatézmy, ze f : N — X jest taka funkcja, ze (Vn € N)(f(n + 1) < f(n)).
Niech A = rng(f). Wtedy A jest zbiorem niepustym. Posiada wigc element <-
najmniejszy. Niech a bedzie takim elementem. Wtedy a = f(n) dla pewnej liczby
naturalnej n. Lecz f(n+ 1) < aoraz f(n + 1) € A, co jest sprzeczne z wyborem
elementu a. 0

Przyklad 6.12 Rozwazmy nastepujacq funkcje ktéra dla zadanych argumentow A i
B wyznacza ich najwigkszy wspolny dzielnik:

function NWD (A,B:integer) :integer;
begin
while A<>B do
if A>B then A:= A-B
else B:
NWD:= A;
end;

I
7
z

Latwo mozna uzasadnidé, Ze jesli algorytm ten skoriczy swoje dziatanie, to da w wyniku
najwigkszy wspdlny dzielnik liczb A i B. Wynika to mianowicie z tego, Ze NW D(A, A)
= A oraz, Ze jesli A > B to NWD(A,B) = NWD(A — B, B). Pokazemy, Ze dla
dowolnych dwdch liczb naturalnych A i B algorytm ten skoriczy swoje dziatanie po
skoriczonej liczbie krokéw. Rozwazmy porzadek < okreslony na N x N wzorem

(n,m) 2 (n'm') < (n<n)V(n=nAm<m).

Z Twierdzenia wynika, Ze jest on dobrym porzqdkiem na N x N. Zatéimy, Ze
algorytm ten na pewnej parze liczb naturalnych (A, B) nie koriczy swojego dziatania.
Niech (A, By,) oznacza wartos¢ zmiennych (A, B) w n-tym kroku iteracji. Wtedy
(Ant1, Bnt1) < (An, By) dla kaidego n € N, co jest sprzeczne z Twierdzeniem

Aksjomat 6.2 Zasadq Dobrego Uporzqdkowania nazywamy zdanie
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»ha kazdym zbiorze istnieje dobry porzqdek”.

Zasadg Dobrego Uporzadkowania bedziemy oznaczaé w dalszych rozwazaniach sym-
bolem WO

Twierdzenie 6.12 Zasada Dobrego Uporzadkowania implikuje Aksjomat Wyboru.

Dowdd. Niech A = (A:): in7 bedzie dowolna rodzing zbioréw niepustych, parami
roztacznych. Niech U = | J,op A¢. Z Zasady dobrego uporzadkowania wynika ist-
nienie dobrego porzadku < na zbiorze U. Za pomocg tego porzadku zdefiniujemy
selektor rodziny .A. W tym celu definiujemy funkcje f : 17" — U

f(t) == — najmniejszy element zbioru A;.
Z roztacznosci rodziny A wynika, ze zbiér rng(f) jest szukanym selektorem. 0

Przyjrzyjmy si¢ teraz rozwazanym do tej pory zdaniom AC, LKZ oraz WO.
Pokazalismy do tej pory, ze WO — AC oraz, ze LKZ — AC. Okazuje sig, Ze sa
one réwnowazne.

Twierdzenie 6.13 Zdania AC, LKZ i WO sq rownowazne.

Nie begdziemy dowodzili teraz tego twierdzenia, gdyz nie posiadamy jeszcze dosta-
tecznie silnych Srodkéw. Naturalny jego dowdd wykorzystuje technike indukcji poza-
skoriczonej i jest przedstawiony w Dodatku [DJtej ksiazki.

6.6 Cwiczeniaizadania

Cwiczenie 6.1 Pokaz, ze jesli w czesciowym porzqdku istnieje element najwigkszy, to
Jjest on jedynym elementem najwigkszym i jest elementem maksymalnym

Cwiczenie 6.2 Pokaz, ze jesli Ri S sa czegsSciowymi porzqdkami, to ich przekréj RNS
tez jest czgsciowym porzadkiem. Czy ich suma R U S musi by¢ czeSciowym porzqd-
kiem?

Cwiczenie 6.3 Pokaz, ze (N \ {0}, ) jest czesciowym porzadkiem. Znajd? w nim ele-
ment najmniejszy. Znajdz elementy minimalne w czgsciowym porzadku (N\ {0, 1}, ).

Cwiczenie 6.4 Dla danych liczb n,m € N podaj przyktad czesciowego porzadku
ktory ma doktadnie n elementow minimalnych oraz m elementéow maksymalnych.

Cwiczenie 6.5 Niech (X, R) bedzie czesciowym porzadkiem. Pokaz, ze relacja R™*
Jest rowniez czesciowym porzqdkiem na zbiorze X. Jakie sq zwiqzki pomiedzy ele-
mentami maksymalnymi, minimalnymi, najwigkszymi i najmniejszymi w tych dwdéch
czesciowych porzadkach?

Cwiczenie 6.6 Pokaz, ze porzadki (P(A),C) i ({0,1}4, <*), gdzie f <* g ++ (Va €
A)(f(a) < g(a)), sq izomorficzne.

2WO jest skrétem od ,,Well-Ordering Principle”
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Cwiczenie 6.7 Na zbiorze R? rozwazamy relacje < zadanq formutq

(z,9) 2 (@'Y) = (<2 )Ny <Y).

Pokaz, Ze relacja ta jest czesciowym porzadkiem. Niech K = {(z,y) € R? : 2% +4? <
1}. Wyznacz elementy minimalne zbioru K. Dla ustalonego punktu (a,b) € R>
wyznacz zbiory {(z,y) € R? : (a,b) < (z,y)}, {(x,y) € R? : (z,y) < (a,b)} oraz
{(z,y) € R?: =((a,b) < (2,9)) A ~((z,y) < (a,0)}.

Cwiczenie 6.8 Rozwazmy czesciowy porzadek (R, <). Niech A, B C R bedq zbio-
rami ograniczonymi. Pokaz, Ze inf(A) = —sup({—a : a € A}) orazsup({a + b :
a € ANb € B}) =sup(4) + sup(B).

Cwiczenie 6.9 Niech Q2 = {a,b} oraz niech X bedzie zbiorem wszystkich stow z Q*
dtugosci nie wigkszej niz 3. Wypisz elementy tego zbioru w porzadku leksykograficz-
nym.

Cwiczenie 6.10 Pokaz, ze " <1 2% dla dowolnej liczny naturalnej n. Pokaz, ze w
czesciowym porzadku (RN ) =g, <) nie istniejq elementy maksymalne.

Cwiczenie 6.11 Rozwazamy czesciowy porzadek ({2, ..., 30}, ), gdzie | oznacza re-
lacje podzielnosci. lle jest elementow minimalnych oraz ile jest elementow maksymal-
nych w tym czesciowym porzqdku?

Cwiczenie 6.12 Wyznacz otoczke Kleeniego zbioru pustego.
Cwiczenie 6.13 Niech ) bedzie niepustym zbiorem. Na zbiorze stow 0* definiujemy

relacje 0 = n < |o| = |n|, gdzie |x| oznacza ditugos¢ stowa x. Pokaz, Ze = jest
relacjq rownowaznosci. Wyznacz jej klasy abstrakcji.

Zadanie 6.1 Pokaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje zbior liczb natural-
nych T taki, Ze czesciowe porzadki (P({1,..,n}), C) oraz (T,|) sq izomorficzne

Zadanie 6.2 Niech L oznacza zbior wszystkich zdan zbudowanych 7 jednej zmiennej
zdaniowej p. Na zbiorze Ly okreslamy relacje ¢ < ¥ < (¢ — ). Pokaz, ze <
Jjest pre-porzadkiem. Niech = bedzie relacjq rownowaznosci wyznaczonq przez ten
preporzqdek (patrz Twierdzenie [6.3) oraz niech < bedzie czesciowym porzqdkiem na
Ly/ = wyznaczonym przez <. Pokaz, Ze porzqdek (L1/ =, <) jest izomorficzny z
porzadkiem P({0,1}.

Zadanie 6.3 Zbadaj tempa wzrostu funkcji wymiernych w porzadku < zdefiniowanym
Jormulq (f < g) < (f = O(g))-

Zadanie 6.4 Czy porzqdek < z poprzedniego zadania jest liniowy? Pokaz, Ze jesli
[ <0 g to istnieje funkcja h taka, ze f <{h < g.

Zadanie 6.5 Zatozmy, Ze (X, <) jest dobrym porzqdkiem o nastgpujqcych wiasno-
Sciach: nie ma w nim elementu najwigkszego, dla kazdego elementu, 7z wyjqtkiem
najmniejszego, istnieje element bezposrednio go poprzedzajqcy. Pokaz, Ze porzadek
(X, <) jest izomorficzny z liczbami naturalnymi z naturalnym porzqdkiem.
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Zadanie 6.6 Zaioimy, ze f : A — B jest surjekcjq. Pokaz, korzystajac 7 Aksjomatu
Wyboru, Ze istnieje taka funkcja g : B — A, ze (Vy € B)(f(9(y)) = ).

Zadanie 6.7 Niech (2, Yn)nen bedzie dowolnym ciqgiem liczb naturalnych. Pokaz,
Ze istniejq liczby n,m € N takie, Zen < moraz xp, < Tm i Yn < Ym.

Zadanie 6.8 Podaj przykiad injekcji f : {0,1}* x {0,1}* — {0, 1}*.

Zadanie 6.9 W ktorym momencie dowodu rownowaznosci definicji ciqgtosci Heinego
i Cauchy’ego korzystamy z Aksjomatu Wyboru?

Zadanie 6.10 Na zbiorze X = R? rozwazamy relacje réwnowaznosci okreslong wzo-
remx =~y < (3t # 0)(tx = y). Znajdz? selektor rodziny X/ ~.

Zadanie 6.11 Pokaz, Ze w kaZdej przestrzeni liniowej istnieje baza. Wskazowka: sko-
rzystaj z Lematu Kuratowskiego Zorna.

Zadanie 6.12 Niech (X, <) bedzie czesciowym porzqdkiem. Pokaz, Ze istnieje porzq-
dek liniowy =< na zbiorze X taki, ze < C <.



Indukcja Matematyczna

W trakcie tego wyktadu oméwimy rézne warianty indukcji matematycznej oraz ich
zastosowania do badania mocy zbioréw skonczonych. Ten dzial matematyki nazywa
si¢ Kombinatoryka Skoficzona.

Twierdzenie 7.1 (Zasada Indukcji Matematycznej) Niech p(x) bedzie funkcjq zda-
niowq okreslonq dla liczb naturalnych. Wtedy jesli p(0) oraz (¥n € N)(p(n) —
p(n+ 1)), to (Yn € N)p(n).

Dowdd. Zat6zmy, ze ¢(0) oraz (Vn € N)(p(n) — ¢(n + 1)), oraz, ze istnieje takie
n, ze ~p(n). Niech A = {& € N : =p(z)}. Zbiér A jest niepusty, gdyz n € A.
Poniewaz (N, <) jest dobrym porzadkiem, wigc w zbiorze A istnieje element naj-
mniejszy. Niech nim bgdzie liczba a. Wtedy a # 0, gdyz zdanie ¢(0) z zatozenia jest
prawdziwe. Zatem a > 0. Niech b = a — 1. Wtedy b ¢ A, gdyz a jest najmniejszym
elementem zbioru A. A wigc zdanie ¢(b) jest prawdziwe. Lecz wtedy, na mocy zato-
zenia o ¢ zdanie ¢(b+ 1) réwniez prawdziwe. Lecz b+ 1 = a, wigc zdanie ¢(a) jest
prawdziwe, co jest sprzeczne z tym, ze a € A. O

(e @~O0—~0—~>0~0-0-0-0-0-0~-0-0

(=) ©-0-60-60-0-0-0-0-0-0-0-0

Z Zasady Indukcji Matematycznej mozna wyprowadzi¢ szereg jej form pokrew-
nych. Na przyktad, “jesli p(a) oraz (¥n € N)(p(n) = ¢(n+ 1)), to (Vn > a)p(n)”
lub “jesli ¢(0) A (1) oraz (Vn € N)(¢(n) = ¢(n+ 2)), to (VYn € N)p(n)”. A
oto inna forma Zasady Indukcji Matematycznej: “jesli ¢(0) oraz (Vn € N)((Vk <
n)p(n) = ¢(n)), o (Vn € N)p(n)”.

Zdarzaja si¢ rozumowania oparte o jeszcze bardziej skomplikowany schemat: “je-
$li (0, 0) oraz z prawdziwosci zdania p(n, m) wynika prawdziwo$¢ zdan ¢(n+1, m)

oraz p(n,m+ 1), to wtedy dla wszystkich liczb naturalnych n, m zdanie ¢(n, m) jest
prawdziwe”.

7.1 Definicje rekurencyjne

Duza klasg funkcji o dziedzinie réwnej N definiuje si¢ za pomoca nastgpujacego sche-
matu:

79
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1. okreslamy warto$¢ funkcji dla liczby n = 0,

2. zakladajac, ze wyznaczone sg juz wartosci f(0),... f(n) okreSla si¢ metode
wyznaczenia wartosci f(n + 1).

Przyktadem takiej funkcji jest silnia. Zdefiniowaé ja mozemy mianowicie nasteg-
pujaco: przyjmujemy, ze 0! = 1 oraz okre§lamy (n + 1)! = n!- (n + 1). Rozwazmy
inny przyktad. Ciggiem Fibonacciego nazywamy ciag (F},),>1 okreslony nastepu-
jaco: Fy = Fy = loraz F,, = F,_o + F,_;. Liczby F,, nazywamy liczbami
Fibbonacciego. Wz6r ten pozwala nam wyznaczy¢ wartosci F), dla kazdego kon-
kretnego n. Naprzyktad Fo = Fy+ Fi1 =1+ 1=2 Fs =N+ F,=1+2=3,
Fy = Fy 4+ F5 = 2+ 3 = 5 itd. Zauwazmy, ze w pierwszym przypadku do wyzna-
czenia wartosci f(n + 1) wystarczata nam znajomos¢é wartosci f(n). W drugim za$
przypadku potrzebowaliSmy znajomos$¢ wartosci f(n) oraz f(n — 1).

Przypomnijmy, ze przez (2* oznaczamy zbiér wszystkich skoriczonych ciggéw
elementéw zbioru 2. Sformulujemy teraz i udowodnimy twierdzenie, ktére gwaran-
tuje nam poprawnos¢ tego typu definicji.

Twierdzenie 7.2 Niech A oraz B sq niepustymi zbiorami. Niech f : A — B oraz
g: A x B* x N — B. Wtedy istnieje doktadnie jedna funkcja h : A x N — B taka,

N (Moo = S0
ha,n+1) = g(a,(h(a,0),...,h(a,n)),n)

Dowéd. Oznaczmy przez F rodzing ztozonag wszystkich funkcji = o nastgpujacych
wtlasnosciach:

1. dom(x) C A x N,

2. rng(x) C B,

3. (a,n) € dom(z) — (Vk < n)((a, k) € dom(x)),

4. (a,0) € dom(z) — z((a,0)) = f(a),

5. (a,n+1) € dom(z) = z((a,n + 1)) = g(a, (z(a,0),...,z(a,n)),n).

Indukcja wzglgdem n przy ustalonym a € A pokazemy najpierw, ze (Va €
A)(Vn € N)(Fz € F)((a,n) € dom(x)). Ustalmy bowiem ¢ € A. Wtedy
{((a,0), f(a))} € F. Zatézmy teraz, ze istnieje x € PS taki, ze (a,n) € dom(x).
Niechy = = [ ({(a,0),...,(a,n)}). Wtedy y € F oraz

yU{(a,n+1),9(a,(z(a,0),...,2(a,n)),n)} € F.

Zatem w zbiorze F istnieje taki element z, ze (a,n + 1) € dom(z).

Indukcja wzgledem n przy ustalonym a € A pokazujemy nastepnie, ze jesli z,y €
Foraz (a,n) € dom(x) Ndom(z) to z(a,n) = y(a,n). Ustalmy zatem a € A. Teza
jest oczywiscie prawdziwa dla n = 0. Zatézmy nastepnie, ze teza jest prawdziwa
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dla wszystkich liczb ¢ < n. Niech (a,n + 1) € dom(z) N dom(y). Wtedy (a,i) €
dom(x) N dom(y) dla wszystkich ¢ < n. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze

z(a,n+1) = g(a, (z(a,0),...,z(a,n)),n) =

g(a, (y(a7 0)7 e vy(aan))’ n) = y(a7n +1)

Z drugiej wlasnosci rodziny F wynika, ze h = | J F jest funkcja a z pierwszej wiasno-
$ci, ze dom(h) = A x N. Ponadto h spetnia wtasnosci (3) i (4), a wigc jest szukang
funkcja.

Jednoznaczno$¢ wynika zas z tego, ze jesli h; i ho sa funkcjami spetniajacymi
warunki twierdzenia, to h; € F i hy € F, a wigc zachodzi dla nich druga z udowod-
nionych wtasnosci rodziny (F'). 0

Przyklad 7.1 Niech S : N — N bedzie nastgpnikiem, czyli funkcjq okreslong wzorem
S(n) = n+ 1. W nastepujacy sposéb mozna zdefiniowacé dodawanie w liczbach
naturalnych:

1. a+0=a,
2. a+(n+1)=S(a+n)

Funkcja ta (dodawanie) powstaje wedtug schematu oméwionego wyzej. Funkcjq f
jest Idy. Funkcja g jest zdefiniowana wzorem g(a, (xq, ..., 2y),n) = S(xy,).

Przyklad 7.2 W nastgpujqcy sposob mozna zdefiniowaé mnozenie w liczbach natu-
ralnych:

1. a-0=0,
22a-(n+1l)=a-n+a

Funkcja ta (mnoZenia) rowniez powstaje wedtug schematu oméwionego wyzej. Fun-
kcjq f jest stale rowna zeru. Funkcja g jest zas zdefiniowana wzorem

g(a, (xgy...,xpn),n) =z, + a.

Przyklad 7.3 W nastepujacy sposéb mozna zdefiniowac potegowanie w liczbach na-
turalnych:
1. a® =1,

2. a"tl=q"-q

Uogolnienie powyzszych przykladéw prowadzi do w naturalny sposéb do kon-
strukcji rodziny funkcji pierwotnie rekurencyjnych, ktére sa najprostszymi funkcjami
obliczalnymi. Badaniem ich wtasno$ci zajmuje si¢ Teoria ObliczalnoSci.
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7.2 Zbiory skonczone

W rozdziale tym zajmowac si¢ bedziemy zbiorami skoficzonymi. Rozpoczniemy od
wprowadzenia pojecia réwnolicznosci.

Definicja 7.1 Mowimy, Ze zbiory A i B sq réwnoliczne, co zapisujemy jako |A| =
| B|, jesli ismieje bijekcja f : A — B.

Rownoliczno$¢ dwéch zbioréw jest formalizacja pojecia “posiadanie takiej samej
ilodci elementéw”. Zauwazmy, ze kazdy zbidr jest réwnoliczny z samym soba, gdyz
identyczno$é¢ Idy = {(x,x) : © € A} jest bijekcja. Jesli |A] = |B], to istnieje
bijekcja f : A — B. Wtedy funkcja f~! : B — A jest réwniez bijekcja, a wiec
|B| = |A|. Przypomnijmy, ze zlozenie bijekcji jest bijekcja, a wigc jesli |A| = |B|
oraz |B| = |C] to |A| = |C]. Tak wigc pojecie réwnolicznosci posiada te same
wtlasnosci, co relacja rownowaznosci: jest zwrotne, symetryczne i przechodnie. Nie
jest jednak relacja z powodu twierdzenia Russela (patrz Twierdzenie 2.T).

Bedziemy moéwili, ze zbidr A jest skorficzony, jesli istnieje liczba naturalna n oraz
elementy ay,...,a, takie, ze A = {aq, ..., a,}. Bardziej formalnie ujmuje to nastg-
pujaca definicja.

Definicja 7.2 Mdowimy, Ze zbidr A jest mocy n € N, co zapisujemy |A| = n, jesli
istieje bijekcja f : {0,...,n — 1} %) A.

W szczegdlnosci, zdanie |A] = 0 jest réwnowazne temu, ze A = (). Podobnie,
|A] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnicje element a taki, ze A = {a}. Zbiér A
nazywamy skonczonym, jesli |A| = n dla pewnej liczby naturalnej n a liczbe n na-
Zywamy jego moca.

Warto zauwazy¢, ze jesli |A| = n oraz istnieje bijekcja g : A — B, to réwniez
|B| = n. Rzeczywiscie, jesli f : {0,...,n} — A jest bijekcja, to superpozycja
go f:{0,...,n} — B jest réwniez bijekcja.

Lemat 7.1 Zatéimy, zen € N, |A| = noraz, Ze B C Ai B # A. Wtedy ismieje
liczba naturalna k < n taka, Ze |B| = k.

Dowéd. Dla liczby n = 0 rozwazane zdanie jest prawdziwe, gdyz zbidr pusty nie po-
siada wlasciwych podzbioréw. Zatézmy zatem, ze zdanie jest prawdziwe dla zbioréw
n elementowych i rozwazmy dowolny zbiér A = {ay,...,a,}. Niech B C A oraz
B # A.Jedlia, ¢ Bto BC {1,,...,a,—1}1teza wynika tatwo z zatozenia induk-
cyjnego. Jesli a,, € B to zalozenie indukcyjne nalezy wykorzysta¢ do pary zbioréw
{ag,...,an—1}oraz B' = An{ag,...,an_1}. m

Whniosek 7.1 W kazdym skoriczonym czesciowym porzqdku istniejq elementy mini-
malne i maksymalne.

Dowéd. Udowodnimy tylko pierwsza czgs¢ tezy, czyli pokazemy ze w kazdym skoriczo-
nym czeSciowym porzadku istnieje element minimalny. Dowdd drugiej czgsci tezy
jest podobny do przedstawionego dowodu czgSci pierwszej. Dla zbioréw jednoele-
mentowych teza jest oczywiscie prawdziwa. Zalé6zmy zatem, ze teza jest prawdziwa
dla wszystkich porzadkéw na zbiorach k-elementowych dla wszystkich £ < n. Roz-
wazmy czesSciowy porzadek < na zbiorze A mocy n + 1. Niech a € A. Jesli a jest
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elementem <-minimalnym to teza jest prawdziwa. Zat6zmy zatem, ze a nie jest ele-
mentem <-minimalnym. Rozwazmy obcigcie porzadku < do zbioru A’ = {z € A :
x < a}. Wtedy a ¢ A, wigc zbiér A’ ma co najwyzej n elementéw. W porzadku
(A’, <) istnieje wigc element minimalny. Jest on oczywiscie elementem minimalnym
w porzadku (A4, <). 0

Whiosek 7.2 W kazdym skoriczonym liniowym porzadku istniejq elementy najmniej-
sze i najwigksze.

Dowéd. Teza wynika z poprzedniego wniosku oraz z tego, ze w liniowym porzadku
elementy minimalne i najmniejsze oraz maksymalne i najwigksze pokrywaja sie. [

Whiosek 7.3 (O sortowaniu topologicznym) Niech (X, <) bedzie skoriczonym czg-
Sciowym porzadkiem. Istnieje wtedy liniowy porzqdek < na zbiorze X taki, 7e < C
<.

Dowdd. Twierdzenie to jest prawdziwe dla czg$ciowych porzadkéw jednoelemento-
wych, gdyz na nich istnieje tylko jeden porzadek czgsciowy, ktdry jest jednoczesnie
porzadkiem liniowym. Zalézmy wigc, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla wszy-
stkich porzadkéw n - elementowych i niech (X, <) bedzie czgsciowym porzadkiem
takim, ze zbiér X ma n + 1 elementéw. Niech a bedzie <-minimalnym elementem
zbioru X oraz niech Y = X\ {a}. Wtedy zbiér Y ma n-elementéw. Istnieje wigc po-
rzadek liniowy <y rozszerzajacy <[ Y. Szukanym liniowym porzadkiem na zbiorze
X jest

<X ={a} xY)U=y. 0

Twierdzenie uogdlni¢ mozna na dowolne, réwniez nieskoficzone, czgsciowe po-
rzadki. Przed przystapieniem do sformulowania i udowodnienia nastgpnego twier-
dzenia zauwazmy, ze jesli |A| = norazb ¢ Ato |AU {b}| = n + 1. Rzeczywiscie,
jesli £ : {0,...,n — 1} — A jest bijekcja, to funkcja g = f U {(n,b)} jest bijekcja
pomiedzy zbiorami {0, ...,n} oraz AU {b}.

Twierdzenie 7.3 Zatéimy, ze A i B sq zbiorami skoriczonymi.

1. JesliANB={(to|AUB| = |A|+|B|,

2. |Ax B|=|A]-[B],
3. |AP| = |A]1P,
4. |P(A)| =24l

Dowéd. Dowody punktéw (1), (2) i (3) przeprowadzimy indukcja wzglgdem mocy
zbioru B. Jesli B = (to |AU B| = |A| = |A] + 0 = |A| + | B|. Zal6zmy, ze réwnos¢
|A U B| = |A| + |B| zachodzi dla wszystkich zbioréw B mocy n roztacznych ze
zbiorem A. Niech B bedzie zbiorem roztacznym z A takim, ze | B| = n + 1. Ustalmy
element b € B oraz niech B’ = B\ {b}. Wtedy |B’| = n oraz

JAUB| = |AU(B'U{b})| =[(AUB)U{b}|=|(AUB)|+1=

(Al +1B') +1=[Al+ (IB"| + 1) = A + |B].
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Zatem, na mocy Zasady indukcji matematycznej, wzér |AU B| = |A|+|B| jest praw-
dziwy dla wszystkich roztacznych par zbioréw skoriczonych A i B.

Zauwazmy, ze |A x ()] = |0] = 0, a wigc wzor |A x B| = |A| | B] jest prawdziwy
jesli | B| = 0. Zatézmy wigc, ze |A x B| = |A| - | B| dla wszystkich zbioréw B mocy
n. Niech |B| = n + 1. Ustalmy element b € B oraz niech B’ = B\ {b}. Wtedy

AxB=Ax (B U{b})=(AxB)U(Ax {b}).
Zbiory A x B’ oraz A x {b} sa roztaczne oraz |A x {b}| = | A|. Zatem
|AXx B|=|Ax B'|+|Ax{b}|=|A] - n+|A =|A]-(n+1)=|A]-|B|.

Udowodnimy teraz réwnosé |AB| = |A|lP|. Zauwazmy najpierw, ze

08 — {0} :B=0
0 :B#£0

Zatem dowodzony wzér jest prawdziwy, jesli A jest zbiorem pustym (przypomnijmy,
7e 0 = 1). Mozemy wigc zaktadaé, ze A jest zbiorem niepustym. Jesli B jest zbiorem
pustym, to A = {0}, wiec wtedy |AB| = 1, co jest zgodne z tym, ze n® = 1 dla
dowolnej liczby naturalnej n.

Zatézmy wiec, ze réwnosé |AP| = |A|lP! jest prawdziwa dla wszystkich zbioréw
B mocy n. Niech |B| = n + 1. Ustalmy element b € B iniech B = B\ {b}.
Zdefiniujemy odwzorowanie v : AP — AB" x A wzorem

(f) = (f 1 B, f(b)).

Zauwazmy, ze jesli ¢ (f) = ¥(g) to f = g. Rzeczywiscie, zatézmy, ze ¥ (f) = 1(g)
i rozwazmy dowolny element z € B. Jesli x = b to z réwnosci (f | B, f(x)) =
(9 I B',g(z)) wynika, ze f(x) = g(x). Jesli za§ x # b to wtedy « € dom(f | B’)
oraz f | B'(z) =g | B'(z), wigc f(z) = g(x). Zatem f = g. Odwzorowanie g
jest wiec injekcja. Pokazemy, ze ¢ jest réwniez surjekcja. Niech (o, a) € A8 x A.
Potézmy f = a U {(b,a)}. Wtedy f € AB oraz ¥(f) = (a,a). Zatem 1 jest bi-
jekcja. Widzimy wigc, ze |AB| = |[AB x A| = |AB'|.|A| = | A" |A] = |A|" T = | A|IBI.

Ostatni punkt twierdzenia udowodnimy indukcja matematyczna wzglgdem ilosci
elementéw zbioru A. Jesli A = () to P(A) = {0} wiec wtedy |[P(A)| =1 =2° =
2141 zatézmy wigc, ze teza jest prawdziwa dla dowolnego n-elementowego zbioru
A.Niech [A]=n+1,a € Aoraz A’ = A\ {a}. Wtedy

PA)={XePA):aceX}U{XePA):a¢ X}=

(X U{a}: X € P(A)}UP(A).

Zbiory {X U {a} : X € P(A")} i P(A’) sa roztaczne oraz [{X U {a} : X €
P(AN)}| = |P(4)]. Zatem | P(A)] = | P(A)|+|P(A)] = 24 42147 = 2141+ =
2141, co koriczy dowéd twierdzenia. 0



ROZDZIAL 7. INDUKCJA MATEMATYCZNA 85

7.3 Permutacje

Permutacjq zbioru A nazywamy dowolng bijekcje f : A — A. Zbidér wszystkich per-
mutacji zbioru A oznaczamy symbolem Sym(A). Latwo mozna pokazaé, ze jesli A i
B sa zbiorami skoficzonymi o tej samej ilo$ci elementéw, to réwniez zbiory Sym(A)
i Sym(B) sa tej samej mocy. Rozwazania zbioru permutacji dla zbioréw skoriczo-
nych mozna wiec ograniczy¢ do badania permutacji zbioréw postaci {1,...,n} dla
liczb naturalnych n.

Kazda permutacje 7 € Sym({1,...,n}) mozemy jednoznacznie przedstawi¢ w
postaci ciagu (7(1),7(2),...,7(n)). W ciagu tym kazda liczba ze zbioru {1, ...,n}
wystepuje doktadnie jeden raz.

Twierdzenie 7.4 Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest réwnos¢

|Sym({1,...,n})| =nl.

Dowdd. Réwnosé |Sym({1,...,n})| = n! jest oczywiScie prawdziwa dla liczby n =
1. Zat6zmy wigc, ze jest ona prawdziwa dla liczby n. Rozwazmy dowolng permutacije
m € Sym({1,...,n}). Liczbg n+1 mozemy wstawi¢ do ciagu (7 (1), 7(2),...,m(n))
doktadnie na n + 1 sposobéw: (n+ 1,7(1),...,7(n)), (x(1),n+1,...,7(n)),...,
(r(1),...,m(n),n+ 1). Zatem

[Sym({1,...,n+1})| = [Sym({1,....,n})| - (n+ 1) =n!-(n+1) = (n+1)H

Funkcja silnia jest bardzo szybko rosnaca. W wielu zastosowaniach konieczne
jest oszacowanie wartosci n!. Przydatna do tego celu jest formuta Stirlinga:

n! ~\2mn <E>
e

Dowdd tej formuly przeprowadzié mozna §rodkami analitycznymi. Nie bedzie oma-
wiany w tej ksiazce. Pewna przyblizona postaé tej formuty moze by¢é wyprowadzona
stosunkowo elementarnymi §rodkami.

7.4 Symbol Newtona

Symbolem Newtona nazywamy wyrazenie

(1) = m

gdzie k,n € N oraz k < n. Bezposrednio z definicji wynika, ze (g) = (Z) = 1 oraz
() =(,",) orazze (}) = (,",) = n. Jedna z najwazniejszych wlasnosci symbolu

Newtona jest nastgpujaca rownos¢, zwana réwnoscia Pascala:

(1) ()= G)

ktdra jest prawdziwa dla dowolnych k < n. Oto jej dowdd:

<Z> * <k:j—1> = k!(nni PIRRCE 1)!(2!_ T
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n! 1 n 1 _ n! n+1 _
En—k—-D!'\n—k k+1) kln—k-1! (n—k)(k+1)

(n+1)! _(n+1
(k+D)(n—k)! (k—i—l)'

Przyjrzyjmy si¢ teraz nieco doktadniej podzbiorom danego zbioru skoniczonego.
Dla dowolnym zbioru A oraz liczby naturalnej & niech

[A]* = {X € P(A) : |X| = k).

Méwiac inaczej, zbiér [A]¥ jest rodzing wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru
A.

Twierdzenie 7.5 Niech A bedzie zbiorem skoriczonym,

Wtedy
= (7).

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy indukcja wzglgdem ilosci elementéw zbioru A. Dla

A| = n oraz niech k < n.

zbioru pustego oczywiscie mamy [[A]°] = [{#}| = 1 = ({). Zal6zmy zatem, ze
dowodzony wzor jest prawdziwy dla wszystkich zbior6w A mocy n. Rozwazmy do-
wolny zbiér A mocy n + 1. Zauwazmy, ze |[A]"T!| = [{A}| = 1. Zajmowa¢ si¢

bedziemy od tej pory tylko przypadkiem k£ < n. Ustalmy element ¢ € A i nich
B = A\ {a}. Wtedy

A ={Xc[A*:acX}U{Xc[AF :z¢ X}
Zbiory {X € [A]* : a € X}i{X € [A)* : 2 ¢ X} sa rozlaczne. Ponadto

{X € [A]F : 2 ¢ X} = [B]*. Zauwazmy nastepnie, ze {X € [A]* :a € X} =
{X U{a}: X € [B]F 1}, wige {X € [A]* : a € X}| = |[B]*7!|. Zatem

== () () = (U0,

co koficzy dowdd twierdzenia. 0

Niech A bedzie zbiorem skoriczonym mocy n. Wtedy zbiér P(A) mozemy przed-
stawi¢ jako roztaczng sume | J!-_[A]". Zatem

=0

Alternatywny dowdd tej tozsamosci oparty jest na wtasno$ciach wzoru Newtona i jest
sformutowany w ¢wiczeniach do tego rozdziatu.

7.5 Zasada Dirichleta

Zasada indukcji matematycznej moze bys sformutowana na wiele réwnowaznych spo-
sobow. Jedna z jej postaci jest tak zwana zasada szufladkowa Dirichletta. Sformutu-
jemy ja w postaci twierdzenia.
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Twierdzenie 7.6 (Zasada Dirichleta) Jesli n < m sq liczbami naturalnymi to nie
istnieje iniekcja ze zbioru {1,...,m} w zbior {1,...,n}.

Dowéd. Zauwazmy, ze wystarczy pokazal, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie
istnieje injekcja ze zbioru {1,...,n 4+ 1} w zbiér {1,...,n}. Zdanie to bedziemy
dowodzi¢ indukcja wzgledem liczby naturalnej n. Dla n = 1 teza jest oczywista.
Zalézmy, ze jest ona prawdziwa dla liczby n. Niech f : {1,...,n+2} — {1,...,n+
1} oraz niech a = f(n + 2). Okre§lmy funkcje g : {1,...,n+1} — {1,...,n} za
pomoca wzoru
sy~ [FB =1 1) >a
f (k) f(k) <a

Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze istnieja z,y € {1,...,n + 1} takie, ze x # y
i g(z) = g(y). Rozwazmy cztery przypadki. Jesli f(x), f(y) < a to wtedy g(x) =
F(x) oraz g(y) = f(y), wiee f(z) = £(y). Jesli f(x). f(y) > ato g(z) = f(z) —
1 oraz g(y) = f(y) — 1, wigc ponownie mamy f(z) = f(y). Trzeci przypadek
f(z) < a, f(y) > a jest niemozliwy, gdyz wtedy mielibySmy g(z) = f(z) < a <
f(y) — 1 = g(y). Podobnie niemozliwy jest przypadek przypadek f(x) > a, f(y) <
a. Zatem we wszystkich mozliwych przypadkach okazato sig, ze funkcja f nie jest
réznowartosciowa. O

Uwaga. Zasada Dirichletta nazywana jest czasem “zasadq gotebnika”, gdyz mozna ja sformu-
towac nastepujaco: ,jesli n+1 gotebi wejdzie do n gotebnikow, to w pewnym gotebniku znajdq
sig co najmniej dwa gotebie”.

Uwaga. Z Zasady Dirichletta mozna wywnioskowaé, ze we Wroctawiu istnieja dwie osoby,
ktére maja taka sama ilo$¢ wloséw na glowie. Ta stosunkowo tatwa do udowodnienia obserwa-
cja jest niezwykle trudna do bezposredniej weryfikacji.

Przyklad 7.4 Zatéimy, e A C P({1,...,n}) jest zbiorem mocy wigkszej od 2"~
Pokazemy, Ze istniejq dwa rozne zbiory X, Y € A takie, 7e X C Y. Niech f : A —
P({1,...,n — 1}) bedzie funkcja okreslong wzorem f(X) = X N{1,...,n —1}.
Istniejq wiec dwa rézne elementy X,Y € A takie, ze f(X) = f(Y). Wtedy X C Y
wbY C X, gdyz zbiory X i 'Y rozniq sie tylko na elemencie n.

Nieskoriczony wariant Zasady Dirichleta brzmi nastepujaco: ,,jesli suma skoriczo-
nej ilosci zbioréw jest nieskoriczona, to jeden ze sktadnikow sumy jest nieskoriczony”.

7.6 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 7.1 Niechh : N x N — N bedzie funkcjq okreslong wzorem:

h(z,0) = 1
By +1) = e

Wyznacz wartosci h(3,3), h(4,4) oraz h(5,5).

Cwiczenie 7.2 Niech F,, bedzie n-tym wyrazem ciqgu Fibbonacciego. Pokaz, Ze

F_l 1+\/5n+1 17\/5n+1
"5 2 a 2
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Cwiczenie 7.3 Pokaz, ze w kazdym skoriczonym czesciowym porzqdku istnieje ele-
ment maksymalny.

Cwiczenie 7.4 Pokaz, ze dla dowolnych dwdch zbiorow skoriczonych A i B zachodzi
rownosc¢

|AUB| =|A|+|B|—-|ANB|.

Uogdlnij ten wzor na trzy i cztery zbiory.

Cwiczenie 7.5 Niech A = {A € P({1,...,10}) : 2 < |A| < T}. lle jest elementéw
minimalnych oraz ile jest elementéw maksymalnych w czesciowym porzadku (A, C)?

Cwiczenie 7.6 Pokaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y oraz dla dowolnej
liczny naturalnej n > 0 zachodzi rownosé

n
n n k, n—k
T+ = T ,
(z+y) kE:O ( k) y

zwana wzorem dwumianowym Newtona.

Cwiczenie 7.7 Korzystajqc ze wzoru Newtona wyznacz nastepujqce sumy:
" /n - (N LN " /n
Y i :
% () 2o () x2 () 20)
Wskazowka: do wyznaczenia ostatniej sumy skorzystaj z tego, ze (’Z) = ( " )

n—t

Cwiczenie 7.8 Pokaz, ze jesli skoriczony porzadek ma tylko jeden element maksy-
malny, to jest on elementem najwigkszym.

Cwiczenie 7.9 Za pomocq formuly Stirlinga oszacuj liczbe ([Z]), gdzie [x] oznacza
2
czesS¢ catkowitq liczby x.

Cwiczenie 7.10 Pokaz, ze jesli f : {1,...,n} = {1,...,n} jest injekcjq, to funkcja
f jest rowniez surjekcjq.

Cwiczenie 7.11 Pokaz, zejesli f : {1,...,n} — {1,...,n} jest surjekcjq, to funkcja
f jest rowniez injekcjaq.

Cwiczenie 7.12 Pokaz, ze Jjesli w trdjkqcie réwnobocznym o boku 2 rozmiescimy do-
wolnie pigé punktow, to dwa z nich sq odlegte nie wigcej niz o 1.

Cwiczenie 7.13 Pokaz, ze w kazdej szostce liczb ze zbioru {1, ...,10} istniejq dwie
liczby ktorych suma jest nieparzysta.

Cwiczenie 7.14 Udowodnij nieskoriczony wariant Zasady Dirichleta.

Cwiczenie 7.15 Zatozmy, Ze kazdy punkt pltaszczyzny ma kolor czerwony lub biaty.
Pokaz, Ze istnieje prostokqt ktorego wszystkie wierzchotki majq ten sam kolor.
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Cwiczenie 7.16 Niech Z1,...,ZTn bedzie ciggiem liczb catkowitych. Pokaz, Ze suma
pewnej liczby kolejnych wyrazow tego ciqgu jest podzielna przez liczbe n.

Cwiczenie 7.17 Czy szachownice z usunietymi naprzeciwlegtymi naroznikami mozna
pokryc kostkami domina o powierzchni rownej dwoém kwadratom szachownicy?

Cwiczenie 7.18 Wyznacz liczbe przekatnych w n-kqcie wypuktym.

Cwiczenie 7.19 Ile Jjest relacji zwrotnych, symetrycznych, stabo antysymetrycznych
na zbiorze n elementowym?

Cwiczenie 7.20 Pokaz, ze istniejq dwie potegi liczby 3 ktorych roznica dzieli sig przez
1997. Pokaz, zZe istnieje potega liczby 3, ktorej rozwinigcie dziesigtne koriczy sig cy-
frami 001.

Cwiczenie 7.21 Ile Jest relacji ktore sq jednoczesnie zwrotne i symetryczne na zbiorze
{1,2,...,n}?

Cwiczenie 7.22 Relacje R nazywamy antysymetryczng, jesli (Yo, y)((z,y) € R —
(z,y) ¢ R). Ile jest relacji antysymetrycznych na zbiorze n - elementowym?

Cwiczenie 7.23 Relacje R nazywamy Zatosng, jesli (Vx,y)((z,y) € R — x = y).
1le jest relacji zatosnych na zbiorze n - elementowym?

Cwiczenie 7.24 Niech S = {X C {1,...,9} : |X|jest liczbq parzystq}. Jaka jest
moc rodziny zbioréw S ?

Zadanie 7.1 Pokaz, ze
(¥(2) A (¥r) (% (n) = P(2n)) A (Yn > 2)(¢(n) = ¢(n — 1)) = (Yn > 2)¢(n)

Zadanie 7.2 Uogdlnij wzor |AU B| = |A| + |B| — |A N B| na dowolnq skoriczonq
liczbe zbiorow.

Zadanie 7.3 Niech ¥ = {a,b}. Niech s,, oznacza liczbe ciqgéw z ™ w ktdrych nie
wystepujq dwie kolejne litery a, czyli takich w ktorych nie wystepuje ciqg aa. Wyznacz
liczby s,

Zadanie 7.4 Korzystajgc z Zasady Indukcji Matematycznej pokaz, ze (N, <) jest do-
brym porzaqdkiem.

Zadanie 7.5 Korzystajqc z tego, ze Inn! = Y1 Ini oraz ze wzoru [Inzdr =
x(Inx — 1) + C wyznacz samodzielnie przyblizenie liczby n!.

Zadanie 7.6 Funkcjq Ackermana nazywamy funkcje A okreslong wzorem:
n+1 :m =20
A(m,n) =< A(m —1,1) n=0
Am—1,Almyn—1)) :n>0Am>0
Wyznacz wartosci funkcji Ackermana dla matych wartosci n i m. Pokaz, Ze definicja

tej funkcji jest poprawna, czyli, Ze mozna w skoriczonej liczbie krokow wyznaczyé
wartosé A(n, m) dla dowolnych liczb naturalnych ni m.
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Zadanie 7.7 Funkcjq McCarthy’ego nazywamy funkcje fo1 okreslong wzorem:

For(m) = n— 10 :n > 100
o1im) = fgl(fgl(n+11)) nSlOO

Pokaz, Ze dla kazdej liczby naturalnej n funkcja fo1(n) jest okreslona i wyznacz war-
tosci funkcji fo1(n) dla dowolnego n € N.

Zadanie 7.8 Niech A C {1,2,...,2n} bedzie zbiorem o mocy |A| > n. Pokaz, Ze
istniejq dwie rozne liczby a,b € A takie, Ze a dzieli b.

Zadanie 7.9 Niech x1,...,ZTmnt1 bedzie ciggiem liczb rzeczywistych. Pokaz, Ze z
ciqgu tego mozna wybraé podciqg rosnqcy dtugosci m + 1 lub podciqg malejqcy dlu-
goscin + 1.

Zadanie 7.10 Niech A C P({1,...,n}) \ {0} bedzie takq rodzing zbioréw, ze |A| >
5. Pokaz, Ze istniejq wtedy dwa rdzne zbiory A, B € A takie, Ze ~(A C B) AN—=(B C
A).



Teoria mocy

W poprzednim wyktadzie wprowadziliSmy pojecie réwnolicznosci (patrz Definicja
oraz mocy zbioru skonczonego. W tym wyktadzie rozwazania z poprzedniego
wyktadu uogélnimy na dowolne zbiory. Zauwazmy na wstepie, ze zbiory N oraz
N\ {0} sa réwnoliczne. Jedna z bijekcji pomigdzy tymi zbiorami jest funkcja f :
N — N\ {0} okreslona wzorem f(n) = n + 1. Zbidr nieskoriczony moze by¢ wigc
réwnoliczny ze swoim podzbiorem wlasciwym. Spostrzezenie to pewnie by zdziwito
Euklidesa, lecz znat je juz Galileusz.

Rozpoczniemy od sformutowania kilka ogélnych twierdzen o wiasnosciach poje-
cia réwnolicznosci.

Twierdzenie 8.1 Zatoimy, ze |A| = |C|, |B| = |[D|, ANB =0 orazCND = 0.
Wtedy |AU B| = |C U B|.

Dowéd. Niech f : A — C oraz g : B — D beda bijekcjami. Wtedy f U g jest
bijekcja pomigdzy AU BiC U D. N

Twierdzenie 8.2 Zaldimy, ze |A| = |C

B| = |D|. Wredy |A x B| = |C x B.

s

Dowéd. Niech f : A — C oraz g : B — D beda bijekcjami. Dla (z,y) € A x B
okreslamy ¥ ((x,y)) = (f(z), g(x)). Wtedy v jest bijekcja pomiedzy zbiorami A x B
oraz C' x B. 0
Twierdzenie 8.3 Zatoimy, e |A| = |B|. Wtedy |P(A)| = |P(B).

Dowdd. Niech f : A — B bedzie bijekcja. Wtedy odwzorowanie ¢(X) = f[X] jest
bijekcja pomigdzy zbiorami P(A) i P(B). m
Twierdzenie 8.4 |P(A)| = |{0,1}%].

Dowdd. Dla kazdego zbioru X C A niech xx oznacza funkcje¢ charakterystyczna
zbioru X (patrz Rozdzial. Odwzorowanie 1 : P(A) — {0,1}* okreslone wzo-
rem (X)) = xx jest szukang bijekcja. m

Twierdzenie 8.5 Zatozmy, ze |A| = |C

B| = |D|. Wredy |AZ| = |CP|.

»

Dowéd. Niech f : A — C oraz g : B — D beda bijekcjami. Dla funkcji z € AP
kladziemy ¢(z) = g oz o f~1. Wtedy ¢ jest bijekcja pomigdzy zbiorami AP i C'15

Twierdzenie 8.6 Zatozmy, Ze zbiory B i C sq roztqczne. Wtedy dla dowolnego zbioru
A mamy |ABYC| = |AB x AC|.

91
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Dowéd. Dla kazdej funkcji € APYC kiadziemy
Y(z) = (z B,z |C).
Odwzorowanie 1) jest bijekcja pomiedzy zbiorami ABYC i AB x AC. 0

Zauwazmy, ze twierdzenie to jest uogélnieniem wzoru a’*¢ = aba®, ktéry prawdziwy
jest dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, gdzie a > 0.

Twierdzenie 8.7 Dla dowolnych zbioréw A, B i C mamy |(AB)C| = |AB*C|.
Dowéd. Dla kazdej funkcji x € (AP)¢ ktadziemy

(@) = {(b, ), 2()(B)) s (b,¢) € B x C.
Odwzorowanie 1) jest bijekcja pomigdzy zbiorami (AZ)¢ oraz AB*C. 0

Ostatnie twierdzenie jest uogélnieniem tozsamosci (a’)¢ = a® prawdziwej dla
dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, o ile a > 0.

8.1 Twierdzenia Cantora
Zajmiemy si¢ teraz pordwnywaniem ilosci elementéw dowolnych zbioréw.

Definicja 8.1 Mdéwimy, e moc zbioru A jest mniejszej lub réwnej od mocy zbioru B,
co zapisujemy jako |A| < | B, jesli istnieje injekcja f : A — B.

Oczywiscie, jesli |A| = |B| to |A] < |B|. Zatem, w szczeg6lnosci, |A| < |A|
dla dowolnego zbioru A. Z tego, ze ztozenie injekcji jest injekcja wynika, ze jesli
Al <[BJi[B| < |Cltwo[A] < |C].

Definicja 8.2 Mdéwimy, Ze zbior A jest mocy mniejszej od zbioru B, co zapisujemy
jako |A| < |B|, jesli |A| < |B| oraz —|A| = |B|.

Twierdzenie 8.8 (Cantor) Dla kazdego zbioru A prawdziwa jest nierownos¢
[P(A)].

Dowéd. Odwzorowanie f : A — P(A) okreslone wzorem f(x) = {x} jest injekcja,
a zatem |A| < |P(A)|. Rozwazmy teraz dowolne odwzorowanie F' : A — P(A).
NiechT = {z € A:x ¢ F(x)}. Wtedy T € P(A). Zatézmy, ze T = F(a) dla
pewnego a € A. Lecz wtedy

Al <

aceT+ac€F(a)<a¢ Fla)<a¢T.
OtrzymaliSmy sprzecznos$¢, ktéra pokazuje, ze T’ ¢ rng(F'). Zatem F nie jest surjek-
cja. 0

Doktadniejsza analiza powyzszego dowodu pokazuje, ze dla dowolnego zbioru A
nie istnieje surjekcja F': A — P(A).

Z Twierdzenia 8.8 wynika, ze [N| < |[P(N))| < |P(P(N)))| < ....Istnieje wigc
nieskonczenie wiele nieskonczonych i r6znych pod wzgledem mocy zbioréw. Istnieje
wiec nieskonczenie wiele nieskonczonosci.
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Przyklad 8.1 Metoda wykorzystana w dowodzie twierdzenia Cantora nosi nazwe ,, ro-
zumowania przekgtniowego”. Aby zdac¢ sobie sprawe z tego dlaczego nosi ona takq
nazwe zastosujemy jq do zbioru N. Niech f : N — P(N) bedzie dowolng funkcjq.
Rozwazmy nastepujgcy zbior diag(f) = {(n,m) € N x N : m € f(n)} i niech
A = {(n,n) € NxN: (n,n) € diag(f)}. Zbior A sktada si¢ z tych elemen-
tow przekatnej Idy ktore nalezq do zbioru diag(f). Zbior T zbudowany w dowodzie
Twierdzenia Cantora, ktdry nie naleZy do obrazu funkcji f, jest réwny w rozwazanym
przypadku zbiorowi {n € N : (n,n) ¢ A}. Funkcja charakterystyczna tego zbioru
spetnia nastepujqcq tozsamosc

XT(n) =1- Xdiag(f) (na ’I’L)

Przyklad 8.2 Oto jeszcze jeden przyktad rozumowania przekqtniowego. Pokazemy
mianowicie, 7e |[N| < |NN|. Nierownosé N| < |NN| jest tatwa do zauwazenia, gdyz:
odwzorowanie ktore przyporzqdkowuje liczbie naturalne n funkcje stale réwng n jest
injekcjq. Zatéimy teraz, 7e F : N — NY. Niech g € NN bedzie funkcjq okreslong
wzorem

g(n) = F(n)(n) + 1.

Wiedy g # F(n) kazdegon € N, gdyz g(n) # F(n)(n), a wigc g ¢ rng(F).

Kolejnym celem naszych rozwazan jest twierdzenie Cantora - Bernsteina. Przed
jego sformutowaniem udowodnimy pomocniczy lemat, ktéry ma zastosowania w wielu
innych rozwazaniach.

Lemat 8.1 (Banach) Niech f : A — Big: B — A bedq injekcjami. Wtedy istniejq
zbiory A1, As, By, By o nastgpujacych wtasnosciach:

I. A1UA2:A,A10A2:®,
2. B1UB2:B,BlﬂB2:®,
3. f[Al] = Bl, g[BQ] = AQ.

Dowéd. Niech f : A — Big: B — Abegda injekcjami. Rozwazmy odwzorowanie
¥ : P(A) — P(A) okre§lone wzorem

P(X) = A\ g[B\ fIX]].

Niech (A;)¢c7 bedzie dowolng rodzing podzbioréw zbioru A. Z réznowartosciowosci
odwzorowania g wynika, ze

oIl Ad = A\g[B\ FIJ Adl = A\ g[B\ | flAd] =

ANg[((B\ flA]) = A\ () 9B\ flAd] =
A\ glB\ flA) = | w(An).

Rozwazmy teraz zbiér Q = QU (0)U(1p(0))U. . .. Z udowodnionej wyzej wiasnosci
odwzorowania i) wynika, ze

() =»(0) U (0) (¥ (v @) U... = Q.



ROZDZIAL 8. TEORIA MOCY 94

Niech Al = Q, A2 =A \ Al, Bl = f[Al] i BQ =B \ Bl. Wtedy
A =9(A1) = A\ g[B\ f[Ai]] = A\ g[B\ Bi] = A\ g[B2]

wiec
Ay = A\ Ay = A\ (A\ g[B2]) = g[B2],

co konczy dowdd twierdzenia. 0

Twierdzenie 8.9 (Cantor-Bernstein) Jesli |A| < |B| oraz |B| < |A| to |A| = |B].

Dowéd. Zatézmy, ze |A| < |B| oraz |B| < |A|. Niech f : A — Borazg: B — A
beda injekcjami. Z Lematu Banacha wynika, ze istnieja rozbicia {A;, A2} zbioru A
i {B1, Bz} zbioru B takie, ze f[A1] = Bj oraz g[Bs] = As. Zatem |A;| = |By] i
|Aa| = | Bs|, a wigc na mocy Twierdzenia[8.1] otrzymujemy teze. m

8.2 Zbiory przeliczalne

Najmniejsza nieskoriczonoscia jest ta ktora posiadaja liczby naturalne. Bedziemy mé-
wili, ze zbiér A jest mocy Vg jesli |A| = |N|.

Uwaga. Symbol R jest pierwsza litera alfabetu jezyka hebrajskiego. Wymawia si¢ ja “alef”.

Przyktad 8.3 Zbior liczb catkowitych jest mocy N, czyli |Z| = Ro. Jedna z bijek-
¢ji pomigdzy zbiorami N oraz Z jest funkcja f : N — Z zadana wzorem f(n) =
(1) [2L], gdzie [x] oznacza czesé catkowitq liczby x. Oto tabelka z kilkoma po-
czatkowymi wartosciami funkcji f:

n (0] 121345 ]6]7
fm) |0 112233 ]4

Twierdzenie 8.10 [N x N| = X,

Dowéd. Niech f : N x N — N bedzie funkcja okreslong wzorem f((n,m)) =
2"(2m + 1) — 1. Zauwazmy, ze jesli f((n,m)) = f((n’,m')) to 2"(2m + 1) =
27" (2m’ + 1), wige 2" = 2" oraz 2m 4+ 1 = 2m’ + 1, a wigc funkcja f jest ré6zno-
warto$ciowa. Rozwazmy teraz dowolna liczbg naturalna a. Istnieja wtedy takie liczby
naturalne n i m, ze a + 1 = 2"(2m + 1). Wtedy f((n,m)) =2"2m+1) —1 =
(a+1) — 1= a. Zatem f jest bijekcja pomigdzy zbiorami N x N oraz N. 0O

Inna bijekcje pomigdzy zbiorami N x N oraz N mozna zobaczy¢, jesli przyjrzy si¢
nastgpujacemu rysunkowi:
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Definicja 8.3 Zbior A nazywamy przeliczalnym jesli A = 0 lub istnieje surjekcja ze
zbioru N na zbior A.

Oczywiscie kazdy zbiér mocy Ny jest przeliczalny. Zbior pusty jest z samej defi-

nicji przeliczalny. Jesli za§ A = {ay, . .., a,} to funkcja
ar, :k<n
k =
F (k) {an k>n

przeksztatca zbidr liczb naturalnych na zbiér A. Tak wigc kazdy zbidr skoriczony jest
przeliczalny. Pokazemy, ze prawdziwa jest réwniez odwrotna implikacja.

Twierdzenie 8.11 Zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest skoviczony
lub ‘A| = No.

Dowéd. Zatézmy, ze f : N =% A oraz, ze A nie jest zbiorem skoficzonym. Niech
ko = 0oraz ky,y1 = min({m € N : f(m) ¢ {f(k;) : i < n}). Poprawnos¢
definicji ciagu (kp)nen wynika z tego, ze A jest zbiorem nieskoriczonym. Niech
g(n) = f(ky). Wtedy g : N — A jest szukang surjekcja. 0

Whiosek 8.1 Jesli A i B sq zbiorami przeliczalnymi, to A x B jest zbiorem przeli-
czalnym.

Dowdd. Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze zbiory A i B sa niepuste. Niech f : N — A
ig:N — B begda surjekcjami. Niech F' : N x N — A x B begdzie funkcja okreslong
wzorem F'((n,m)) = (f(n),g(m)). Funkcja ta jest oczywiscie surjekcja na A x B.
Niech nastepnie 1 : N — N x N bedzie bijekcja, ktdrej istnienie wykazaliSmy w
Twierdzeniu [8.10} Wtedy F' o 1 jest surjekcja ze zbioru N na zbiér A x B. 0
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Pokazemy teraz, ze suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych jest zbio-
rem przeliczalnym.

Whniosek 8.2 Jesli (Ay,)nen jest rodzing zbioréw przeliczalnych, to |, c\ An jest
zbiorem przeliczalnym.

Dowdd. Niech (A,,)nen bedzie rodzing zbioréw przeliczalnych. Mozemy zatozy¢ ze
kazdy z tych zbioréw jest niepusty. Niech f, : N — A,, beda surjekcjami. Niech
F : N x N = [J,cn An bedzie funkcja zdefiniowana wzorem F(n,m) = fn(m).
Jest jasne, ze D jest surjekcja. Niech nastgpnie v : N — N x N bedzie bijekcja Wtedy
F o) jest surjekcja ze zbioru N na zbior | J,, oy, An- O

Zauwazmy, ze jesli A jest zbiorem przeliczalnym i istnieje surjekcja ze zbioru A
na zbidr B, to B jest réwniez zbiorem przeliczalnym.

Przyklad 8.4 Zbiory Z oraz N sq przeliczalne. Zatem, na mocy wniosku ich
iloczyn kartezjariski Z x N jest rownieZ przeliczalny. Funkcja f : Z x N — Q
okreslong wzorem f(k,n) = n_’f_l jest surjekcjq. Zatem zbior liczb wymiernych Q jest
przeliczalny.

Whiosek 8.3 Jesli ) jest zbiorem przeliczalnym, to zbior stow Q* jest rownie? zbio-
rem przeliczalnym

Dowdd. Niech (2 bedzie zbiorem przeliczalnym. Dla kazdego n € N niech

" — Q{O,...,n—l}.

Na mocy Wniosku 8.1 kazdy ze zbioréw Q" jest przeliczalny, przeliczalna jest wiec i
ich suma Q* = J, ¢, ™. 0
Przyklad 8.5 Liczbe rzeczywistq a nazywamy liczbq algebraicznag, jesli istnieje wie-
lomian w[z] o wspdtczynnikach catkowitych, ktdry nie jest tozsamosciowo réwny zeru,
taki, ze w(a) = 0. Na przykiad, liczba /2 jest algebraiczna, gdyz jest ona pierwiast-
kiem nietrywialnego wielomianu w(x) = x2+0-2—2 0 wspdtczynnikach catkowitych.
Zbidr Z* jest przeliczalny. Dla kazdego ciqgu a = (ag, - . ., a,) € Z* niech

-1 1
We () = apx™ + ap—12™ "+ ...+ a1z +ag

oraz Z, = {x € R : we(z) = 0}. Jesli a nie jest ciggiem tozsamosciowo réwnym
zero, to wielomian w, ma tylko skoriczenie wiele pierwiastkow, czyli zbior Z, jest
skoriczony dla takich ciqgow. Niech D oznacza zbior tych ciqgow ze zbioru Z* dla
ktorych wielomian w, nie jest tozsamoSciowo réwne zeru. Zbior D jest oczywiscie
zbiorem przeliczalnym. Tak wigc zbior | wep Za jest rowniez przeliczalny. Pokazali-
Smy wigc, Ze zbior wszystkich liczb algebraicznych jest zbiorem przeliczalnym.

8.3 Zbiory mocy continuum

Zbiér A nazywamy zbiorem mocy continuum (|A| = c), jesli jest réwnoliczny ze
zbiorem liczb rzeczywistych. Zauwazmy, ze jesli a,b € Ria < b to odcinek (a, b)
jest rownoliczny ze zbiorem R. Jedna z funkcji ustalajacych taka réwnolicznos¢ jest

funkcja f(r) = tan(r3=2 — ), gdzie tan(z) oznacza funkcje tangens.
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Twierdzenie 8.12 |P(N)| = ¢

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze |R| < |P(N)|. Z Twierdzenia[8.3| wynika, ze wystar-
czy pokazaé¢ prawdziwos$é nieréwnosci |R| < |P(Q)|. Szukanym zanurzeniem jest
odwzorowanie f okreslone wzorem f(x) = {q¢ € Q : ¢ < z}. Jego réznowartoscio-
wos¢ wynika z gestosci zbioru liczb wymiernych w liczbach rzeczywistych.
Pokazemy teraz, ze istnieje injekcja f : {0,1} — R, co na mocy Twierdzenia
pokaze, ze | P(N)| < |R|. Jest nia mianowicie funkcja

1=0

Jest ona dobrze okreslona, gdyz dla dowolnego a € {0,1}™ zachodzi nier6wnos¢

Sco ag(,f) < > 3e = 5. Zatézmy, ze a,b € {0,1}™ oraz a # b. Niech n =
min{k € N : a(k) # b(k)}. Mozemy zatozyé, ze a(n) = 01 b(n) = 1. Niech

c=Y"0 40 Weedy

fla) =c+ Z %SH Z %=c+l~i<c+i<f(b).

i=n+1 i=n—+1

Zatem odwzorowanie f jest réznowartosciowe. PokazaliSmy wigc, ze |R| < |P(N)|
oraz |P(N) < |R|. Z Twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, ze |R| = [P(N)|. O

Whiosek 8.4 (Cantor) |N| < |R|

Dowdd. Z Twierdzenia Cantora wynika, ze [N| < |P(N)|. Z poprzedniego twierdze-
nia mamy zas |P(N)| = |R|. O

Powyzszy wniosek mozemy zapisaé w postaci Ny < c.

Przyklad 8.6 W poprzednim rozdziale pokazalismy, Ze zbior liczb algebraicznych jest
przeliczalny. W tym rozdziale pokazalismy, ze zbior liczb rzeczywistych jest nieprzeli-
czalny. Istniejq wigc liczby rzeczywiste, ktore nie sq liczbami algebraicznymi. Liczby
takie nazywamy liczbami przestepnymi. Pokazac¢ mozna, jednak zupetnie innymi tech-
nikami, Ze sq nimi state 7 oraz e.

Whiosek 8.5 (Cantor) |R| = |R x R|
Dowdd. NiechZ~ = {z € Z : © < 0}. Wtedy
IRl = {0, 13 = [{0, 1}%] = |({0, 13" | = [{0, 13" x {0,1}* | =
{0, 13" x {0, 1} = IR x R O

Uwaga. Udowodnione wlasnie twierdzenie mozna sformutowaé nastgpujaco: na ptaszczyZnie
istnieje tyle samo punktéw co na prostej rzeczywistej. Obserwacja ta wzbudzita wiele kontro-
wersji wsréd matematykow pod koniec XIX wieku.

Uwaga. Bijekcje pomigdzy prosta i ptaszczyzna mozna stosunkowo tatwo skonstruowac, bez
korzystania z zadnych pomocniczych twierdzen.

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze zbidr wszystkich ciagéw rzeczywistych
|RN| jest mocy continuum. Z twierdzenia Cantora - Bernsteina wynika, ze |R| =
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IR?| = |R?| = ... = |RN|. Warto réwniez zauwazy¢, ze |[RKX| > |{0,1}%| = |P(R)| >
|R|, a wigc moc zbioru wszystkich funkcji z liczb rzeczywistych w liczby rzeczywiste
jest wigksza od continuum.

8.4 Algebra mocy

Pojecie réwnoliczno$ci zbioréw zostalo wprowadzone w Definicji Stwierdzilis-
my tam, Ze pojecie te posiada te same wlasnosci, co relacja réwnowaznosci, czyli
jest zwrotne, symetryczne i przechodnie. Nie jest jednak relacja, gdyz jej polem jest
klasa wszystkich zbioréw, ktéra nie jest zbiorem. Sytuacja z réwnolicznoScia staje si¢
znacznie prostsza, jesli prawdziwy jest Aksjomat Wyboru, gdyz wtedy kazda moc jest
jednoznacznie wyznaczona przez pewne obiekty, ktére nazywaja si¢ liczbami kardy-
nalnymi. Pojecie to zostanie oméwione w Dodatku B.

Do tej pory zajmowaliSmy si¢ tylko ograniczong kolekcja mocy. Byly nimi liczby
naturalne, R, oraz c. W rozdziale tym zajmowac si¢ bedziemy rodzina mocy, ktére
mozemy zdefiniowaé z wymienionych mocy za pomoca operacji dodawania, mnoze-
nia i potggowania.

Definicja 8.4 Niech k i \ bedq mocami oraz niech | X| = ki |Y| = \. Wtedy

L s+ 2= (X x{0}H) Uy x{1})

5

2k A=|XxY

3. kN =XV

Z twierdzen sformutowanych na poczatku tego wyktadu wynika, ze definicje te sa
poprawne, czyli, ze nie zaleza od wyboru zbioréw X i Y do reprezentowania rozwa-
zanych mocy.

Rozwazymy teraz kilka przyktadéw, ktérych celem jest pokazanie w jaki sposob
mozna przeprowadzaé obliczenia na mocach.

Przyktad 8.7 Rozwazimy zbior Z— = {x € Z : © < 0}. Wredy |Z| = Ro. Zatem
Ro+Rg = |Z7UN| = |Z| = Rg. Ztwierdzenia|S8.10|wynika, 7e Ro-Rog = |[NxN| = R.
Zatem Ny + Ng = Ny oraz Ng - Ng = Ng.

Przyklad 8.8 ZTwierdzen’orazwynika, zec=|P(N)| = [{0,1}N] =2%0. Z
Twierdzenia Cantora otrzymujemy zas nieréwnosé Ro < c. Wniosek[8.5|mozemy zas
zapisa¢ w postaci ¢ - ¢ = ¢. Zauwazimy nastepnie, Ze

CNO — (2N0)N0 — 2N0-N0 — 2N0 = c.
Zauwazmy tez, ze ¢ < ¢+ ¢ < ¢ - ¢ = ¢. Z twierdzenia Cantora - Bendixona otrzymu-
Jjemy rownos¢: ¢ + ¢ = c. Jest jasne, Ze ¢ < ¢ + Xg < ¢+ ¢ = ¢. Ponownie stosujgc

twierdzenie Cantora - Bendixona otrzymujemy rownosé ¢ + Xg = ¢.

Przyklad 8.9 Niech f = 2. Z Twierdzenia Cantora wynika, ze £ > ¢. Zauwazmy, Ze

¢c = (2%) = Noe = 9f = f,
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zatem liczba kardynalna f jest mocq rodziny wszystkich funkcji z liczb rzeczywistych
w liczby rzeczywiste. Zauwazimy nastepnie, ze

f.-f=2°.2¢=2tc —9° —f
Z nieréwnosci f < £+ £ <f-f wynika zas, 7ze f +f =f.

Niech Jy = N orazE] 3,41 = 272 dla wszystkich liczb naturalnych n. Za-
uwazmy, ze 31 = c. Z Twierdzenia Cantora wynika, ze ciag mocy J,, jest ostro
rosnacy, czyli, ze

:0:N0<:1:C<:2<:3<:4<...

Niech teraz X, beda takimi zbiorami, ze | X,,| = 3,,. Rozwazmy zbiér Y = J,, ¢, (Xn x
{n}). Latwo mozna sprawdzié, ze dla kazdego n € N zachodzi ostra nieréwnos$¢
3, < |Y|. Widzimy, ze hierarchia mocy nie wyczerpuje si¢ liczbami 3,,. Moc tak
zdefiniowanego zbioru Y oznaczamy przez J,,. Startujac od liczby 3, mozemy za
pomoca podobnej konstrukcji zbudowac kolejny rosnacy cigg mocy:

o< <...<u<y1<Tpgo <...

W miejscu tym nasuwa si¢ naturalne pytanie: czy zdefiniowany ciag mocy (3, ) nen
jest w jakim$ sensie zupelny? W szczegdlnosci mozna si¢ pytac, czy istnieje zbior A
taki, ze Jy < |A| < 34, czyli taki, ze Ry < |A] < ¢?

Aksjomat 8.1 Hipotezq Continuum nazywamy zdanie
(VA)(A CR = (JA] <R V [4] = c)).

Hipotezy Continuum nie mozna udowodnié ani tez nie mozna udowodnic jej ne-
gacji na gruncie standardowe;j teorii zbioréw. O zdaniach takich méwimy, Ze sg nie-
zalezne od teorii zbioréw. Innym przyktadem takiego zdania jest Aksjomat Wyboru.
Zagadnienia te beda szerzej oméwione w Dodatkach do tej ksiazki.

8.5 Funkcje obliczalne

Wyobrazmy sobie komputer z jezykiem programowania, ktérego jedynym typem zmie-
nnych jest zmienne ktére moga przyjmowaé dowolne wartosci ze zbioru liczb natu-

ralnych. W popularnym jezyku programowania C przyblizeniem tego typu jest unsi-

gned int, z tym, ze w naszym komputerze nie naktadamy zadnych ograniczeri na ich

rozmiar. W jezyku tym wystepuja stale, podstawienia, petle. Do konstrukceji wyrazen

arytmetycznych mozesz postugiwaé si¢ operatorami +, —, *, /, z tym ze dzielenie

oznacza dzielenie calkowito-liczbowe, czyli

(c=a/b) < Fk)0<k<bAha=c-b+k).

W naszym jezyku programowania istnieja instrukcje czytania wartoSci zmiennych
(read(x)) oraz wyswietlania warto$ci zmiennych (write(x)). Zaktadamy ponadto, ze
kazdy program napisany w tym jezyku programowania wszystkie instrukcje czytania
wykonuje na poczatku swojego dzialania, oraz, ze po wykonaniu instrukcji zapisania

ISymbol 3 jest druga litera alfabetu hebrajskiego, wymawiana jako “bet”.
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warto$ci dowolnej zmiennej konczy swoje dzialanie.

Uwaga. Z bardziej precyzyjna definicje modelu obliczen czytelnik zapozna si¢ wykladach ze
Z}ozonosci Obliczeniowej lub z Teoretycznych Podstaw Informatyki.

Definicja 8.5 Funkcja f taka, ze dom(f) C N* oraz rng(f) C N jest obliczalna
Jjesli istnieje program ‘P o nastgpujqcych wtasnosciach:

1. na poczqtku dziatania czyta on wartosci zmiennych x1, . .., Ty,
2. jesli (nq,...,ng) € dom(f), to po skoriczonej liczbie krokéw obliczeri program
P zwraca warto$¢ f(nq,...,ng);

3. jesli (nq,...,ng) ¢ dom(f), to program P nigdy nie zatrzymuje sig.

Przyktadem funkcji obliczalnej jest, na przyktad, funkcja f(z,y) = = + y, gdyz
oblicza ja nastgpujacy program

read(x1);
read (x2) ;
y = x1+x2;
write(y);

Moéwiac mniej precyzyjniej, funkcja f jest obliczalna, jesli istnieje program, ktéry
ja wyznacza. Niech ¥ bedzie zbiorem wszystkich znakéw ktére mozemy uzy¢ do
pisania programéw w naszym jezyku. Zbiér X jest zbiorem skoriczonym.

Twierdzenie 8.13 Zbior wszystkich funkcji obliczalnych jest zbiorem mocy Ny.

Dowéd. Zauwazmy, ze kazdy program jest skoficzonym ciagiem elementéw ze zbioru
3, czyli jest elementem zbioru ¥*. Na mocy wniosku mamy |2*| = Ng. Zatem
zbidr wszystkich programéw jest mocy Ng. Tak wigc i zbidr wszystkich funkcji obli-
czalnych jest mocy . 0O

Funkcje f : N¥ — N nazywamy nieobliczalna, jesli nie jest funkcja obliczalna.

Whiosek 8.6 Istnieje nieobliczalna funkcja f : N — N.

Dowéd. Przypomnijmy, ze [NN| = NN =¢. Z poprzedniego twierdzenie wynika, ze
zbiér {f € NN : f jest obliczalna} jest przeliczalny. Z nieréwnosci Ry < ¢ wynika,
ze zbidr

NN\ {f € NN : f jest obliczalna}

jest niepusty. O
Warto tutaj podkreslié, wigkszos$¢ funkcji ze zbioru N w zbidr N jest nieobliczalna.

Wynika to z tego, ze jesli zbiér A ma moc continuum za§ B C A jest zbiorem przeli-
czalnym, to [A\ B| =c.
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8.6 Cwiczeniaizadania

Cwiczenie 8.1 Znajd? bijekcje pomiedzy nastepujacymi parami zbiorow:

1. (—7/2,7/2) iR,
2. (0,1) i (2,5),

3. (0,00) iR

4. [0,1]i[0,1).

Cwiczenie 8.2 Pokaz, ze kazdy niezdegenerowany odcinek prostej rzeczywistej jest
mocy continuum.

Cwiczenie 8.3 Pokaz, ze zbior punktow ptaszczyzny o obu wspétrzednych wymier-
nych jest zbiorem przeliczalnym.

Cwiczenie 8.4 Pokaz, ze dowolna rodzina parami roztqcznych odcinkow liczb rzeczy-
wistych jest przeliczalna. Wskazowka: skorzystaj z tego, Ze liczby wymierne sq geste
w zbiorze liczb rzeczywistych oraz, Ze zbior liczb wymiernych jest przeliczalny.

Cwiczenie 8.5 Pokaz, ze dowolna rodzina parami roztqcznych niepustych kotek na
plaszczyinie jest przeliczalna.

Cwiczenie 8.6 Pokaz, ze n - Ry = (Ro)™ = Ny dla kazdej liczby naturalnej n > 0.
Wyznacz liczbe N§ 0,

Cwiczenie 8.7 Jaka Jjest moc zbioru wszystkich ciqgow liczb rzeczywistych zbieznych
do zera? Jaka jest moc zbioru wszystkich ciqgow liczb catkowitych zbieznych do zera?

Cwiczenie 8.8 Pokaz, ze zbidr wszystkich funkcji ciqgtych z liczb rzeczywistych w
liczby rzeczywiste jest mocy continuum. Wskazowka: pokaz, ze jesli f,g : R — R sq
takimi funkcjami ciqgtymi, 7e f [Q = g [Qto f = g.

Cwiczenie 8.9 Pokaz, ze zbidr wszystkich bijekcji ze zbioru liczb naturalnych w zbior
liczb naturalnych jest mocy continuum.

Cwiczenie 8.10 Jaka moze by¢ moc zbioru A\ B jesli A i B sq zbiorami mocy g ?
Jaka moze byé moc zbioru A\ B jesli A i B sq zbiorami mocy c?

Cwiczenie 8.11 Niech f : N — N. Pokaz, ze [rng(f)| = Ro lub istnieje taka liczba
naturalna n, ze | f~1(n)| = V.

Cwiczenie 8.12 Pokaz, ze jesli |A| = | B| to |Sym(A)| = |Sym(B)|.

Cwiczenie 8.13 Jaka jest moc zbioru {X C N : |X| < No}? Jaka jest moc zbioru
{X CR:|X| < Ro}? Jaka jest moc zbioru {X C R: |X| < Ng}?

Cwiczenie 8.14 Pokaz, ze funkcja f : N x N — N okreslona wzorem f(x,y) = a2V
Jjest obliczalna.
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Cwiczenie 8.15 Niech D, 0znacza n-tq liczbe pierwszq. Pokaz, Ze funkcja f(n) = py,
Jjest obliczalna.

Cwiczenie 8.16 Niech f N — N bedzie funkcjq obliczalng. Pokaz, ze zbior progra-
mow obliczajqcych funkcje f jest mocy Ny.

Cwiczenie 8.17 Pokaz, ze zbior nieobliczalnych funkcji f : N — N jest mocy contin-
uum.

Zadanie 8.1 Jaka jest moc zbioru {(z,y) € Q% : 22 +y* = 1}?

Zadanie 8.2 W ktorym miejscu dowodu tego, Ze suma przeliczalnej rodziny zbiorow
Jjest przeliczalna, korzysta sig 7 Aksjomatu Wyboru ?

Zadanie 8.3 Wyznacz wartosci 3, + 3,,, 3y, - 3, oraz :l%’" dla wszystkich liczb
naturalnych n i m.

Zadanie 8.4 Ile mozna narysowac parami roztqcznych liter "L na plaszczyznie?. Ile
mozna narysowac parami roztqcznych liter ”T” na ptaszczyZnie?

Zadanie 8.5 Niech f : R — R bedzie funkcjq monotoniczna. Pokaz, Ze zbior punktow
nieciqgtosci funkcji f jest przeliczalny.

Zadanie 8.6 Jak duzej mocy moze by¢ rodzina A C P(N) taka, ze (VA, B € A)(A C
BV B C A)?.

Zadanie 8.7 (Cantor) Liniowy porzadek (L, <) nazywamy gestym, jesli
(Va,be L)(a<b— (3c€ L)(a < c<b)).

Pokaz, Ze kazdy przeliczalny liniowy gesty porzadek bez elementu najwigkszego i naj-
mniejszego jest izomorficzny z porzadkiem (Q, <).

Zadanie 8.8 Niech (A,)nen bedzie dowolng rodzing zbioréw mocy Rg. Pokaz, ze
istnieje rodzina nieskoriczonych, parami roztqcznych zbioréw (By,)nen taka, Ze By, C
A, dla wszystkich n.

Zadanie 8.9 Niech (Ap)new bedzie dowolng rodzing nieskoriczonych podzbioréw
zbioréw N. Pokaz, Ze istnieje taki podzbior S zbioru N, Ze

(Vn € N)(|A, N S| = |4, \ S| = Ro).

Zadanie 8.10 Niech {f, : n € N} bedzie dowolnq rodzing funkcji ze zbioru N™.
Znajd? takq funkcje g € N takq, ze (Yn)(V°k)(fn(k) < g(k)) (kwantyfikator ¥>°
zostat zdefiniowany w zadaniu[3.3).

Zadanie 8.11 Dla zbioréw A, B € P(N) okreslamy relacje A C* B + |A\ B| <
No. Pokaz, ze C* jest preporzadkiem. Zatézmy, ze (Ap)nen jest takq rodzing nie-
skoriczonych podzbioréw N, ze (Yn € N)(A,+1 C* A,). Pokaz, Ze istnieje taki
nieskoriczony podzbior B zbioru liczb naturalnych, e (Vn € N)(B C* A,,).
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Zadanie 8.12 Pokaz, Ze istnieje rodzina A nieskoriczonych podzbioréw zbioru liczb
naturalnych mocy continuum taka, Ze dla dowolnych dwéch réznych A, B € A prze-
kroj AN B jest skoriczony.

Zadanie 8.13 Pokaz, korzystajqc 7z Aksjomatu Wyboru, Ze jesli A jest zbiorem nie-
skoriczonym (czyli, Ze (Vn € N)(=|A| = n)), to istnieje injekcja f : N — A.

Zadanie 8.14 (twierdzenie Ramseya) Niech R C N2 bedzie relacjq symetryczng.
Pokaz, Ze istnieje nieskoriczony podzbior A zbioru N taki, ze (Vx,y € A)(z # y —
(z,y) € R) lub istnieje nieskoriczony podzbior A zbioru N taki, ze (Vx,y € A)(x #
y = (2.y) ¢ B).

Zadanie 8.15 Niech S bedzie nieprzeliczalng rodzing zbioréw skoriczonych. Pokaz,
Ze istnieje skoriczony zbidr A oraz nieprzeliczalna podrodzina T C S taka, Ze (Vx,y €

Tz #y—zNy=A).

Zadanie 8.16 (Peano) Pokas, ze istnieje funkcja ciggta surjekcja f : [0,1] — [0,1]2



Drzewa i Relacje Ufundowane

W rozdziale tym rozwaza¢ bedziemy trzy wazne klasy czgSciowych porzadkow: rela-
cje ufundowane, systemy przepisujace oraz drzewa. .

9.1 Relacje Ufundowane
Relacje ufundowane sg naturalnym uogélnieniem pojgcia dobrego porzadku.

Definicja 9.1 Binarng relacje E C X x X nazywamy ufundowangq jesli dla dowol-
nego niepustego zbioru A C X istnieje takie a € A, e (Vx € A)(—(xFa)).

Zauwazmy, ze jesli (X, <) jest dobrym porzadkiem oraz zdefiniujemy

r<ye (<Y AT Fy),

to relacja < jest ufundowana. Od relacji ufundowanej nie wymagamy aby byla li-
niowym porzadkiem. Nie wymagamy nawet aby byta ona czgs§ciowym porzadkiem.
Relacje ufundowane nazywane sa réwniez czasami relacjami noetherowskimi.

Twierdzenie 9.1 Niech E bedzie relacjq na zbiorze X. Wtedy nastepujqce zdania sq
rownowazne:

1. relacja FE jest ufundowana;
2. nie istnieje ciqg (an)nen elementow zbioru X taki, Ze

(Vn € N)(ap+1FEay) .

Dowéd. (1) — (2). Zatézmy, ze (A, )nen jest takim ciggiem elementéw zbioru X
ze, (Vn € N)(an+1Fay). Niech A = {a, : n € N}. Rozwazmy dowolny element
a € A. Jest takien € N, ze a = a,. Lecz wtedy a,,+1 € A oraz a,+1Fa, co jest
sprzeczne z zatozeniem.

(2) — (1). Niech teraz A C X oraz A # (). Zatézmy, ze (Va € A)(Fb € A)(bEa).
Niech C' : A — A bedzie taka funkcja, ze (VYa € A)(C(a)Fa). Niech ag € A.
Indukcja wzgledem n € N definiujemy a,,+1 = C(ay,). Wtedy (an,)nen jest takim
nieskoriczonym ciagiem elementéw zbioru A takim, ze (Vn € N)(apn41Fa,,). Otrzy-
maliSmy sprzeczo$¢ z zatozeniem. O

W drugiej czgsci powyzszego dowodu wykorzystaliSmy Aksjomat Wyboru. W
wielu konkretnych przypadkach, na przyktad, gdy zbiér X jest przeliczalny, mozna
go wyeliminowac.

Nastgpujace kryterium jest czgsto wykorzystywane w praktyce do pokazywania,
ze dana relacja jest ufundowana.
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Twierdzenie 9.2 Niech E bedzie relacjq na zbiorze X. Zatoimy, Ze istnieje dobry
porzqdek (K, =) funkcja f : X — K taka, Ze

(V,y € X)(yEz — f(z) < f(z)) .
Wtedy relacja E jest ufundowana.

Dowéd. Niech A bedzie dowolnym niepustym podzbiorem zbioru X. Wtedy f[A]
jest niepustym podzbiorem zbioru K, zatem ma najmniejszy element. Niech m =
min<(f[A]). Wezmy a € A takie, ze f(a) = m. Wtedy (Vz € A)(—zEa), gdyz,
gdyby istniat € A taki, ze zFEa, to element f(x) bytby elementem zbioru f[A]
<-mniejszym od elementu m, co nie jest mozliwe. 0

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne do powyzszego twierdzenia: jesli
relacja F na zbiorze X jest ufundowana, to istnieje dobry porzadek (K, <) oraz funk-
cjaf: X — K taka, ze (Vz,y € X)(zEy — f(z) < f(y)). Jednakze dowdd
tego twierdzenia wymaga uzycia aparatu indukcji pozaskoriczonej i z tego powodu
nie bedziemy go tutaj podawali (patrz Zadanie [D.22)).

9.2 Systemy Przepisujace
Systemy przepisujace stuza jako prototyp wielu formalnych modeli obliczefi.

Definicja 9.2 Systemem przepisujqcym nazywamy pare (X, —) takq, ze — jest rela-
cjq na zbiorze X.

Ciag xo, x1, . . . ¢}, elementéw systemu przepisujacego (X, —) taki, ze
g —> 1 —> T2 —> ... > Tk

nazywamy skoriczonym obliczeniem. Ciag (x,,)nen nazywamy nieskoriczonym obli-
czeniem, jesli dla kazdego n € N mamy z,, — x,41 Element z € X nazywamy
elementem koricowym, jesli nie istnieje y € X taki, ze x — y.

Definicja 9.3 Mdwimy, Ze system przepisujacym (X, —) ma wiasnos¢ stopu jesli ze
relacja — " jest ufundowana.

T Twierdzenia 0.1] wynika, ze system przepisujacy ma wlasnos¢ stopu, jesli nie
ma w nich nieskoriczonych obliczeri. Niech (X, —) bedzie systemem przepisujacym.
Funkcje f : X — N nazywamy funkcjq kontrolng systemu, jesli f : X — N oraz

(Va,y € X) ((z = y) = (f(2) > f(y)) -

Z Twierdzenia [9.2] wynika, ze jesli system przepisujacy ma funkcje kontrolna, to ma
wlasno$¢ stopu.

Przyklad 9.1 Niech Q) bedzie ustalonym alfabetem. Okreslmy
R = {(zaay,zy) : z,y € A" Na € Q}.
Para (Q*, R) jest systemem przepisujgcym. Zauwazmy, Ze funkcja f(x) = |x| jest

Jjego funkcjq kontrolnq. Zatem system ten ma wtasnosS¢ stopu. System ten moze stuzy¢
do modelowania procesu usuwania duplikatow z ciqgu znakow.
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Przyktad 9.2 Niech Q) bedzie ustalonym alfabetem zawierajacym symbol _. Niech
R={(z_y,zy) 2,y e X" JU{(zr,z) 12 € X} U{(z_,x) : x € O}

Para (2, R) jest systemem przepisujacym. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie
Sunkcja f(x) = |x| jest jego funkcjq kontrolng. Zatem system ten ma wiasnosé stopu.
System ten modeluje proces usuwania zbednych spacji z ciqgu znakow.

Ustalmy system przepisujacy (X, —) oraz rozwazmy relacje —T zdefiniowana
nastepujaco:
(r —7T y) < istnieje obliczenie od x doy .

Eatwo zauwazyé, ze relacja — jest najmniejsza relacja przechodnia (patrz Def.
zawierajacg relacje —.

Definicja 9.4 1. System przepisujacy (X, —) jest stabo konfluentny jesli
Vz,y,2)(x =y Ax — 2) = Gw)(y =T wAz =1 w))
2. System przepisujqcy (X, —) jest konfluentny jesli
Vo, y, 2)((x =T yAz =1 2) = Cw)ly =T whAz =1 w))

Twierdzenie 9.3 (Newman) Zalézmy, ze system R = (X, —) przepisujqacy ma wia-
snoS¢ stopu. Wtedy R jest stabo konfluentny wtedy i tylko wtedy, gdy jest konfluentny.

Dowdd. Rozwazmy zbiér A = {z € X :} Jesli A = X, to twierdzenie jest udowod-
nione. Zat6zmy zatem, ze zbiér X \ A jest niepusty oraz niech b bedzie O

Definicja 9.5 Niech R = (X, —) bedzie systemem przepisujacym. Funkcje zda-
niowq () o dziedzinie X nazywamy niezmiennikiem systemu R jesli

(V,y € X)(((x = y) = (e(z) < ©(y))) -

Zauwazmy, ze jeSli p(x) jest niezmiennikiem systemu R oraz xg, x1, . .. Tj jest
obliczeniem w R, to ¢(x) <> ©(y).

Przyklad 9.3 (Grecka Urna). W urnie znajduje si¢ 150 czarnych oraz 75 biatych kul.
Wybieramy z urny dwie kule: jesli sq one tego samego koloru, to do urny wktadamy
czarnq kulg; jesli sq rozne, to do urny wktadamy biatq kule. Proces powtarzamy tak
dtugo jak sig da.

Proces ten mozemy wymodelowaé jako system przepisujqgcy. Niech X = {1,2,3, ..
Niech (x,y) € X. Liczbe x interpretujemy jako liczbe czarnych kul zas y jako liczbe
biatych kul w urnie. Proces wyjmowania i wktadania kul mozemy wymodelowac jako
nastepujqca relacje:

= ={(zy),(@-1,9)) 2 =2 U{((z,y), (z,y - 2)) : y = 2}U
{((xvy)v(z_lay)):xz lAyZ 1}

Niech f : X — N bedzie funkcjq okreslong wzorem f(x,y) = = + y. Latwo spraw-
dzié, Ze jest to funkcja kontrolna systemu (X, —). Zatem system ten ma wlasnos¢
stopu. Stanami koricowymi sq pary (1,0) oraz (0,1). Zatem kazde nieporzedtuzalne
obliczenie musi zakoriczy¢ sie w jednym z tych stanow.

32



ROZDZIAL 9. DRZEWA I RELACJE UFUNDOWANE 107

Niech p((x,y)) = (2|y). Kazde przeksztatcenie nie zmienia liczby biatych kul
lub zmniejsza jq o 2. Zatem @ jest niezmiennikiem naszego systemu. Jesli (a,b) jest
stanem koricowym obliczenia zaczynajqcego sig od pary (150,75), to o((a,b)) =
©((150,75). Lecz T5 jest liczbq nieparzystq. Zatem i liczba b musi by¢ nieprzysta.
Czyli stanem koricowym musi by¢ para (0,1). Zatem na koricu zostanie jedna biata
kula.

9.3 Drzewa

Zajmiemy si¢ teraz klasa czg¢$ciowych porzadkdéw, ktére stuza do modelowania wielu
obiektéw matematycznych oraz informatycznych. Rozpoczniemy od ogdlnej defini-
Cji.

Definicja 9.6 Drzewem nazywamy czesciowy porzadek (T, <) z elementem najmniej-
szym w ktérym dla dowolnego a € T zbior {y € T : y < a} jest skoriczonym zbiorem
liniowo uporzadkowanym przez relacje <.

Przyktad drzewa znajduje si¢ na nastgpujacym rysunku:

Elementem najmniejszym, zwanym korzeniem w tym drzewie jest element a. Ele-
menty drzewa nazywamy sa wierzchotkami. W naszym przyktadzie wierzchotkami sa
elementy zbioru {a, b, c,d, e, f}. Jesli T jest drzewem oraz x € T, to elementy € T
nazywamy nastgpnikiem elementu x jesli * < y oraz nie istnieje element u € T
taki, ze # < uw < y. Nastepniki nazywamy réwniez dziecmi. Zbiér dzieci elementu
x € T oznaczamy przez scc(x). W powyzszym przyktadzie mamy sce(a) = {b, ¢},
sce(b) = {d, e} oraz scc(c) = sce(d) = sce(e) = (0. Element  drzewa T nazywamy
lisciem jesli scc(xz) = 0. W naszym przyktadzie 1i§émi sg elementy ¢, d, e i f. Ele-
menty drzewa, ktore nie sa liSciami nazywamy wierzchotkami wewngtrznymi drzewa.

Wysokoscia elementu ¢ € T' nazywamy liczbe
ht)={zeT z<t}.

Zauwazmy, ze lh(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z jest korzeniem. Niech n € N.
Wtedy n-tym pietrem drzewa T nazywamy zbiér T,, = {x € T : lh(z) = n}.
Liczbe (h(T) = sup{n : T,, # 0} nazywamy wysokoScia drzewa T". Jesli zbior
{n : T,, # (0} jest nieograniczony, to méwimy, ze T jest drzewem o nieskoriczonej
wysokoSci. Zauwazmy, ze

T = U T, .

n>0
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Przyktad 9.4 Drzewem stow na zbiorze 2 nazywamy taki niepusty podzbior T' C QF,
ze jesli w € T oraz v € Q* i v jest prefiksem w, to v € T. Kazde drzewo stow jest
drzewem. Niech T bedzie drzewem stow na zbiorze ). Korzeniem drzewa T jest stowo
puste . Zauwazimy, Ze scc(w) = {wa : a € QAwa € T} dlaw € T. Wysokosciq
wezta w € T jest dlugosé ciqgu w.

Funkcje f : N — T nazywamy nieskoriczonq gatezig drzewa T jesli (Vn €
N)(f(n) € Ty) oraz (vn € N)(f(n) < f(n+ 1)).

Przyktad 9.5 Niech T = {0,1}*. Wtedy T jest drzewem stéw na zbiorze ) oraz
kazda funkcja f € {0,1}N jest jego nieskoriczonq gatezia.

Twierdzenie 9.4 (Konig) Kazde drzewo nieskoriczone o skoriczonych pigtrach ma
nieskoriczonq gatqz.

Dowéd. Niech T bedzie drzewem spetniajacym zalozenia twierdzenia. Niech f(0)
bedzie jego wierzchotkiem. Indukcyjnie zdefiniujemy wartosci funkcji f(n) w taki
sposéb, aby zbiér {z € T : f(n) < x} byt nieskoriczony oraz aby f(n) € T,. Z
nieskoriczonosci drzewa T wynika, ze element f(0) ma tg wlasno$é. Zatézmy zatem,
ze f(n) ma réwniez t¢ wlasno$é. Ze skoriczonosci pigtra 7T),+1 wynika, Ze element
f(n) ma skoriczenie wiele dzieci. Ponadto

{zeT:f)>a}={fm}u |J {zeT:fn) <z}

a€sce(f(n))

Istnieje wigc a € sce(f(n)) takie, ze zbiér {x € T : a < z} jest nieskoriczony.
Ustalamy takie a oraz ktadziemy f(n+1) = a. 0

Przyklad 9.6 Niech Q@ = N oraz niech T = {e} U {n0™ : n € N}, gdzie przez
0™ oznaczamy ciqg diugosci n ztozony z samych zer. Wtedy T jest nieskoriczonym
drzewem stow bez nieskoriczonej gatezi, czyli [T] = 0. Jednak dla kazdego n € N
istnieje element w € T taki, ze rnk(w) > n. Zatem T jest drzewem o nieskoriczonej
wysokoSci. Przyktad ten pokazuje, Ze zatoZenie skoriczonosci pigter w twierdzeniu
Koniga jest potrzebne.

Drzewa Binarne

Zajmowac si¢ bedziemy teraz tylko drzewami skoficzonymi.

Definicja 9.7 1. Drzewem binarnym nazywamy drzewo w ktorym kazdy wierz-
chotek ma co najwyzej dwaojke dzieci

2. Petnym drzewem binarnym nazywamy drzewo w ktorym kazdy wierzchotek ma
zero lub dwajke dzieci.

3. Doskonatym drzewem binarnym jest peine drzewo binarne w ktérym kazdy lis¢
na taka samq wysokosc.

Przyktadem doskonatego drzewa binarnego wysokosci n jest zbiér {w € {0,1}* :
|w| < n}. Niech T bedzie dowolnym drzewem doskonatym o wysokosci n. Wtedy
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|Ty| = 1orazjeslii +1 < n,to |Ti11| = 2 |T;|. A z tego wynika, ze |T},| = 2% dla
wszystkich k € {0, ...,n}. Zatem drzewo T' ma 2" lisci. Nastepnie

n

=3 m =Y 2 — 2 o1,
1=0

i=0
wigc drzewo doskonate o wysokosci n ma 2"+ — 1 wierzchotkéw.

[=] Drzewo dwojkowe [=] Petne drzewo dwojkowe [=] Doskonate drzewo dwojkowe

Twierdzenie 9.5 Jesli T jest petnym drzewem binarym to T ma % (|T| + 1) lisci oraz
5(IT| — 1) weztéw wewnetrznych.

Dowéd. Twierdzenie to udowodnimy indukcja matematyczng. Zauwazmy, Ze jest ono
prawdziwe jesli |T'| = 1. Zal6zmy teraz, ze jest ono prawdziwe dla wszystkich takich
drzew T, ze |T'| < n. Rozwazmy drzewo T takie, ze |T| = n > 1. Niech a, b beda
dzieémi korzenia drzewa T'oraz T, = {z € T :x > a}iTy, = {x € T : > b}.
Wtedy |T,| < n oraz |T| < n. Do drzew Ty, i T, mozemy wigc stosowaé zatozenie
indukcyjne. Niech L, i L, oznaczaja zbiory liSci w drzewach Ty, i T,. Wtedy, na
mocy zatozenia indukcyjnego, |Lo| = 2 (|T,| + 1) oraz |L,| = 1(|T}| + 1). Ponadto
Lo N Ly = (). Niech L oznacza zbiér liSci w drzewie T. Wtedy L = L, U L. Zatem

1 1 1
1Ll = Lol + || = 5 (1Tl + 1) + 5(1 T + 1) = S(ITo] +T5] +2) -
Zauwazmy, ze |T'| = |To| + |Tp| + 1, wigc
1 1
L= ST+ [T +2) = (7] +1).

Pierwsza czg$¢ twierdzenia zostata wigc pokazana. Liczba weziéw wewnetrznych
drzewa T jest réwna

[T~ 1Ll = T] — 51T+ 1) = 2 @IT| ~ (1T] + 1)) = 51T 1),

co koniczy dowdd. O

Rozwazania tego rozdzialu zakoficzymy twierdzeniem wykorzystywanym, mig-
dzy innymi, w Teorii Informacji do badania optymalnych metod kodowania.
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Twierdzenie 9.6 (Kraft) Niech L1, ..., Ly bedq wysokosciami lisci w drzewie bi-
narnym. Wtedy

o

) <1. ©.1)
L;

=2

Odwrotnie, jesli liczby naturalne Ly, .. ., Ly, spetniajq nieréwnosé (9.1), to istnieje
drzewo binarne T, ktore ma liscie o rzedach L, . . ., Ly.

Dowéd. (1) Zatézmy, liczby L, ..., Ly sa wysokoSciami lisci w drzewie dwdjko-
wym T. Niech L = max{Li,...,Lr}. Rozszerzmy drzewo T' do doskonatego
drzewa binarnego wysokosci L. Ponizej liScia o rzgdzie L; dodaliSmy zbiér Z; li-
$ci w drzewie 77 mocy 25~Li. Ponadto, jesli i # j to Z; N Z; = (. Oczywiscie
|Z1U...U Zy| <2F. Zatem

k

ZQLfL,; < 2L ,

i=1

czyli Zle 2-Li < 1.

(2) Zatézmy teraz, ze liczby Ly, ..., Ly, spetniaja nieréwnos¢ (9.1). Mozemy za-
tozyé, ze L1 < ... < Lj. Niech, podobnie jak poprzednio, L = max{L1,..., Ly}
Rozwazmy doskonate drzewo binarne 7" wysokosci L. Niech 77 = T' ZnajdZzmy ele-
ment x; w drzewie 77 o wysoko$ci L i usufimy z drzewa 17 wszystkie elementy
mniejsze od x1. Otrzymane drzewo oznaczmy przez T». Powtérzmy ten proces dla
t = 2,...,k. Jesli uda na si¢ ten proces, czyli jesli dla kazdego ¢ = 2, ...,k znaj-
dziemy choéby jeden element w drzewie T}, to twierdzenie jest udowodnione. Za-
16zmy wigc, ze a < k oraz, ze znalezliSmy juz elementy x4, ...,x,_1. W oryginal-
nym drzewie T na poziomie L, znajduje si¢ 2%+ elementéw. Z drzewa T usungliSmy

z poziomu L,
a—1
E 9La—Li
i=1

elementéw. Zauwazmy, ze > o, =+ < 1, czyli 1 > Za_l L4 z%a czyli 2L >

1 i=1 2T; i=1 2L;
S B 1 wiee

a—1
22%*” < 9La
1=1

Zatem w drzewie T, istnieje element rzedu L,, czyli nasza konstrukcja jest prawi-
dlowa. 0O
9.4 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie 9.1 Pokaz, ze kazde petne drzewo binarne ma nieparzystq liczbe wierz-
chotkow.

Cwiczenie 9.2 Niech T bedzie drzewem binarnym wysokosci h. Pokaz, Ze h + 1 <
|T| <20+ — 1.

Cwiczenie 9.3 Niech T bedzie drzewem binarnym. Pokaz, zelog,(|T|)—1 < Ih(T) <
IT].
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Cwiczenie 9.4 Pokaz, ze system przepisujqcy z przyktadu ma witasnos¢ stopu.

Cwiczenie 9.5 (Grecka Urna). W urnie znajduje sie 150 czarnych oraz 75 biatych
kul. Wybieramy z urny dwie kule: jesli sq one tego samego koloru, to do urny wkta-
damy czarnq kulg; jesli sq rozne, to do urny wktadamy biatq kule. Proces powtarzamy
tak dtugo jak sie da. Wymodeluj ten proces jako system przepisujqcy, pokaz, Ze ma on
wtasnos¢ stopu oraz wyznacz kolor ostatniej kuli.



10 Teoria Kategorii

The language of categories is
affectionately known as ,,abstract
nonsense”, so named by Norman
Steenrod. This term is essentially
accurate and not necessarily
derogatory: categories refer to
,.nonsense” in the sense that they are
all about the ,,structure,” and not
about the ,,meaning”, of what they
represent.

Paolo Aluffi, Algebra: Chapter 0

W dodatku tym oméwimy podstawowe pojecia Teorii Kategorii. Teoria ta jest
dzialem matematyki ktérych podstawowymi sa morfizmy, bedace uogélnieniem po-
jecia funkcji. Koncentruje si¢ na wlasnosciach ztozenia morfizméw. Unika odwoly-
wania si¢ do wartoSci morfizméw w konkretnych punktach. Tyle na razie. Za chwilg
stanie si¢ bardziej jasne czym si¢ zajmuje ta teoria.

Jako uzupetniajaca lekture do tego rozdzialu proponujemy ksiazke B. Pierce’a
[9] pt. ,.Basic Category Theory for Computer Scientists”. Klasyczna literatura jest
ksiazka MacLane’a [6]], jednego z gtéwnych twércéw tej teorii, pt. ,,Categories for
the Working Mathematician”. Godng polecenia jest rowniez dostepna on-line ksigzka
B. Mitoszewskiego [8] pt. ,,Category Theory for Programmers”.

10.1 Pojecie kategorii

Definicja 10.1 Kategoriq nazywamy strukture C = (C, M, dom,cdom, o) sktada-
Jaca sie z
e klasy obiektow C = Obj(C)

e kiasy M = Hom(C) kolekcji morfizméw; kazidemu elementowi f € hom(C)
przyporzadkowane sq dwa obiekty dom(f) € C oraz cdom(f) € C A; dla
A,B € 0Obj(C) przez Home (A, B) oznaczamy klase tych wszystkich morfi-
zmow f, ze dom(f) = A oraz cdom(f) = B; wyrazZenie f : A — B oznacza,
ze dom(f) = A oraz cdom(f) = B

e dla kazdego A € Obj(C) istnieje wyrézniony morfizm 14 : A — A

o jesli f: A — Boraz g: B — C, to okreslony jest morfizmgo f : A — C

112
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e zloZenie o jest tqczne, czylijesli f : A — B, g: B — Corazh : C — D to
(hog)of=ho(gof)

e dla dowolnego f : A — Bmamy fols= forazlgo f=f.

Zaczniemy od podania kilku przyktadéw kategorii.

Przyklad 10.1 Obiektami kategorii Set sq wszystkie zbiory. Morfizmami f : A — B
sq wszystkie funkcje przeksztatcajqce A w zbior B. Operacja o jest ztoZeniem funkcji.
Morfizmem 1 4 jest identyczno$¢ na zbiorze A, czyli 14 = {(x,x) : x € A}

Przyktad 10.2 Obiektami kategorii Grp sq wszystkie grupy. Morfizmami f : A — B
sq wszystkie homomorfizmy z grupy A w grupe B. Operacja o jest ztozeniem homo-
morfizmow. Morfizmem 1 4 jest identycznosé na zbiorzez A.

W podobny sposéb konstruujemy kategorig pierscieni ((Rng)) ciat (F1d), przes-
trzeni wektorowych nad ustalonym cialem K. A oto kilka kategorii innego rodzaju.

Przyklad 10.3 Strukture (X, =) nazywamy pre-porzadkiem na zbiorze X jesli re-
lacja = jest zwrotna i przechodnia, na zbiorze X. Zauwaz, Ze od czeSciowego po-
rzadku rézni si¢ ona brakiem stabej antysymetrii. Niech (X, <) bedzie ustalonym
pre-porzqdkiem. Strukture te moZemy traktowac jako kategorig. Obiektami tej kate-
gorii sq elementy zbioru X. Morfizmami sq wszystkie pary (x,y) elementow X takie,
ze x < y. Zauwazamy, Ze dla dowolnych elementéw v,y € X mamy |hom(z,y)| < 1.

Przyklad 10.4 Strukture M = (X, e,-) nazywamy monoidem jesli - jest operacjq
taczng na X zas e jest elementem neutralnym dziatania -. Przyktady monoidow:
(N,0,4), ([0,1],1,-), dowolna grupa.

Z ustalonego monoidu (X, e, -)mozemy stworzy¢ kategorig w nastepujqcy sposob:
ma ona tylko jeden obiekt { X }; morfizmami sq wszystkie elementy zbioru X ; ztozenie
morfizméw a,b € X okreslamy nastepujgco: a ob = a - b. Identycznosciq jest,
oczywiscie, element e.

Definicja 10.2 Niech C = (X, Arr,dom, cdom) bedzie ustalong kategoriq. Ele-
menty A, B € X sq izomorficzne jesli istniejq morfizmy f : A — Borazg: B — A
takie, Ze go f =14 oraz fog = 1p.

Chcemy teraz pokazac, ze element g w powyzszej definicji wyznaczony jest jed-
noznacznie. Zatézmy, ze f : A — B, g1,92 : B — A satakie, ze g1 o f = 14,
fogr =1pigaof =14, fogs = 1p. Zréwnosci g1 o f = 14 wynika, ze
(g1 0f)oga = 1aogs, czyli g1 o (f og2) = go, Wiec g1 0 1p = g, a wigc
g1 = g1. Mozemy wiec wprowadzi¢ oznaczenie g = f~!. Podobnie, pokaza¢ mozna
jednoznaczno$c¢ element f.

10.2 Wyréznione elementy

Definicja 10.3 Niech C = (X, Arr,dom, cdom) bedzie ustalong kategoriq. Obiekt
E € X nazywamy obiektem poczatkowym kategorii C jesli dla dowolnego obiektu
A € X istnieje doktadnie jeden morfizm i : E — A.
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Przyklad 10.5 W kategorii Set obiektem poczqtkowym jest zbior pusty (). W katego-
rii grup Grp elementem poczqtkowym jest grupa jednoelementowa.

Ustalmy pre-porzqdek (X, <)i potraktujmy go jako kategorie. Wtedy element
x € X jest obiektem poczatkowym wtedy i tylko wtedy, gdy jest on elementem =<-
najmniejszym.

Bezposrednio z definicji obiektu poczatkowego wynika, ze jesli E jest obiektem
poczatkowym, to jedynym morfizmem ¢ : £ — E jest 1.

Twierdzenie 10.1 W dowolnej kategorii elementy poczatkowe sq izomorficzne.

Dowéd. Niech F; i Fs beda elementami poczatkowymi. Niech ¢ : Ey — Fs oraz
j:Ey— Ey. Wtedy joi: By — Ej, wigc j o7 = 1g,. Podobnie pokazujemy, ze
10j = 1g,. Zatem E; i Ey sa izomorficzne. O

Definicja 10.4 Niech C = (X, Arr,dom, cdom) bedzie ustalonq kategorig. Obiekt
E € X nazywamy obiektem koricowym kategorii C jesli dla dowolnego obiektu A €
X istnieje doktadnie jeden morfizm i : A — E.

Przyklad 10.6 W kategorii Set obiektem koricowym jest dowolny zbior jednoelemen-
towy {a}. W kategorii grup Grp elementem koricowym jest dowolna grupa jednoele-
mentowa.

Ustalmy pre-porzadek (X, )i potraktujmy go jako kategorie. Wtedy element x €
X jest obiektem koricowym wtedy i tylko wtedy, gdy jest on elementem <-najwigkszym.

Naszym bezpoSrednim celem jest pokazanie, ze obiekty koricowe, jesli istnieja,
to sa izomorficzne. Zamiast jednak modyfikowaé dowdd Twierdzenia [10. 1| przepro-
wadzimy rozumowanie w stylu bardziej kategoryjnym. W tym celu wprowadzimy
pojecie kategorii dualnej.

Definicja 10.5 Niech C = (X, Arr,dom, cdom, o) bedzie ustalong kategorig. Ka-
tegoriq dualnq do kategorii C nazywamy kategorig C°? = (X, Arr,dom’, cdom’, o’)
zdefiniowanq nastepujqco:

1. dom’ = cdom
2. cdom’ = dom
3. folg=gof

Latwo mozemy sprawdzi¢, ze kategoria dualna do ustalonej kategorii jest ka-
tegoria. Cato$¢ dowodu tego prostego faktu zostawimy czytelnikowi. Pokazemy
tylko jedna wtasnos$¢ zwiazana ze sktadaniem odwzorowan. Ustalmy kategorig C =
(X, Arr,dom, cdom, o). Niech

CPuf:X=>Y, g:X—->U, h:U—=Z

Wtedy
C:f:Y=>X, g:U=Y, h:Z->U
Zatem
C:ho(gof)=(hog)of
wiec

C i (f o' g) o' h=fo (g’ h)
PokazaliSmy wigc, ze ztozenie o’ w kategorii C°P jest taczne.
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Lemat 10.1 Ustalmy kategorig C oraz obiekt a € Obj(C). Wtedy:

1. a jest obiektem poczatkowym w kategorii C wtedy i tylko wtedy, gdy a jest
obiejktem koricowym w kategorii C°P.

2. ajest obiektem koricowym w kategorii C wtedy i tylko wtedy, gdy a jest obiektem
poczatkowym w kategorii C°P.

Dowdd tego lematu jest bardzo prosty: wystarczy napisaé definicje elementu po-
czatkowego/koricowego i1 zmieni¢ w niej kierunek strzalek. A oto interpretacja tego
faktu: pojecia obiektéw poczatkowych i koficowych sa dualne wzgledem siebie.

Wnhiosek 10.1 W dowolnej kategorii elementy koricowe sq izomorficzne.

Dowdd. Niech a,b € ObjC beda elementmi koficowymi w kategorii C. Wtedy a, b
sa elementami poczatkowym w kategorii C°P. Zatem a, b sa izomorficzne w kategorii
C°P. Sa wigc izomorficzne w kategorii C. 0O

Kategoryjna charakteryzacja liczb naturalnych

Omoéwimy teraz jedno proste zastosowanie Teorii Kategorii do charakteryzacji liczb
naturalnych.

Rozwazmy kategorie N zlozona ze wszystkich tréjek (X e, o) takich, ze X jest
zbiorem, e € X oraz o : X — X. Przez morfizm f : (X,e,0) — (Y, a,s) rozu-
miemy dowolng take funkcje f : X — Y, ze f(e) = aoraz (Vx € X)(f(o(x)) =
S(f(2))).

Przyktadem obiektu z AV jest struktura (N, 0, scc), gdzie sce(n) = n+ 1. Okazuje
sig, ze jest to obiekt poczatkowy w tej kategorii. Rozwazmy bowiem dowolny obiekt
(X,e,0). Indukcyjnie definiujemy morfizm f : (N,0, scc) — (X,e,0): f(0) = e
oraz f(n+ 1) = o(f(n)).

Zalézmy, ze g : (N, 0, scc) — (X, e, o) jest morfizmem. Indukcja matematyczna
pokazemy, ze g = f. Rzeczywiscie, g(0) = e = f(0) oraz jesli g(n) = f(n), to
g(n+1) = a(g(n) = a(f(n)) = f(n+1).

Zatem (N, 0, scc) jest obiektem poczatkowym w N. Z Twierdzenia wynika
jego jedynosé (z doktadnoscia do izomorfizmu) w kategorii V.

10.3 Komutujace diagramy

Ustalmy kategori¢ C. Niech A, B, C, D beda obiektami tej kategorii. Zat6zmy, ze
a:A—B,f:B—=D,v:A— Cid:C — D samorfizmami w C. Fakt ten
mozemy zobrazowac nastgpujacym diagramem:

A—=5 B

ol

c 24D

Méwimy, ze powyzszy diagram komutuje jesli 5 o o = § o . Oto najprostszy komu-
tujacy diagram:
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A*>B

N b

Lacznos¢ ztozenia morfizméw mozemy wyrazié tak: nastgpujacy diagram

A—>B

SOV

c-—-"%D

komutuje.

Przyklad 10.7 Ustalmy zbior Q. Niech C : P(Q2) — P(Q) bedzie okreslone wzorem
C(A) = Q\ A. Okreslamy U, I : P(Q) x P(Q2) — P(Q2) wzorami U(A,B) = AUB
oraz I(A, B) = ANDB. NiechC xC : P(2x P(Q) — P(Qx P() bedzie okreslone
wzorem (C x C)(A, B) = (2\ A,Q\ B). Wtedy nastepujqcy diagram

Ox0 Y50

oo e

ax0 1= 0
komutuje. Jest to prawo de Morgana zapisane w jezyku kategoryjnym.

Nastepujace twierdzenie przydaje si¢ czgsto w rozwazaniach dotyczacych przemien-
nosci ztozen réznych funkcji.

Twierdzenie 10.2 Zafoimy ze wewnetrzne kwadraty w nastepujacym diagramie

A%B%C

S

X Ity sz

komutujq (czyli Bo f = hoa orazyo g = r o (3). Wredy komutuje réwniez caty
diagram, czyliyogo f=rofof=rohoa.

Dowéd. Dowdd wynika z nastgpujacego ciagu réwnosci:

vogof=(yoglof=(rof)of=rofof=
ro(fof)=ro(hoa)=red O

10.4 Produkty i ko-produkty

Zajmiemy si¢ teraz wyrazeniem klasycznego pojecia iloczynu kartezjanskiego w je-
zyku teorii kategorii. Ustalmy dwa zbioru A oraz B. Wtedy A x B = {(a,b) : a €
AND€ B}. Niechmy : Ax B — Abedzie rzutem z A x B na A zadanym wzorem
7wa((a,b)) = a. Podobnie, niech 75 ((a,b)) = b.

Rozwazmy teraz dowolny zbiér C' oraz parg funkcji f : C — Aig: C — B.
Niech h : C — A — B bedzie okreslone wzorem h(c) = (f(c),g(c)). Wtedy
h: C — A x B oraz nastgpujacy diagram komutuje:
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I

f/ Ax B

Zwréémy uwage na to, ze h jest jedyna funkcja z C' do A x B dla ktdrej powyzszy
diagram komutuje. Wtasnosci te sa podstawa do abstrakcyjnego zdefiniowania pojecia
produktu w dowolnej kategorii.

Definicja 10.6 Niech C bedzie kategoriq oraz niech A, B bedqg obiektami kategorii C.
Trojke (X, ma, ) nazywamy produktem obiektow A i B jeslima : X — Ainp :
X — B sq morfizmami kategorii C oraz dla dowolnego obiektu Y oraz morfizmow
f:Y > Aig:Y — B istnieje dokladnie jeden morfizm h : Y — X taki, zZe
diagram

Y
h
i/ ox N
/R
TA
A B

komutuje.

Zauwazmy, ze jesli w definicji produktu za obiekt Y weZmiemy X, za$ za odwzo-
rowania f i g weZmiemy w4 oraz mpg, to otrzymamy jedyny morfizm h : X — X
taki, ze 14 = ma o himp = mp o h, zatem tym jedynym morfizmem jest Idx !!!
Uwaga ta jest podstawa nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 10.3 Jesli produkt dwdch obiektow istnieje to jest on jednoznaczny z
doktadnosciq do izomorfizmu.

W kategorii Set istnieja produkty dowolnych dwéch obiektow; jest to oczywis-
cie trjka (A x B,ma,m). Ale nie w kazdej kategorii istniejg produkty dowolnych
elementow.

Przyklad 10.8 Rozwazimy kategorie Field ktorej obiektami sq ciata zas morfizmami
sq homomorfizmy ciat. Przypomnijmy, Ze dowolny homomorfizm ciat jest monomorfi-
zmem. Niech C oznacza ciat liczb zespolonych. Pokazemy, zZe w kategorii Field nie
istnieje produkt C i C.

Zatozmy, Ze (F, 1, 72) jest produktem C i C. Niech h : C — F bedzie jedynym
homomorfizmem takim, Ze w1 o h = Id¢ oraz o o h = Idgc. Homomorfizmy w1 i 71
sq surjekcjami, a wigc sq izomorfizmami.

Rozwazimy teraz pare (C, w1, 77). Jest homomorfizm hy taki, Ze m1 = m o hy oraz
71 = 71 o hy. Z pierwszej rownosci otrzymujemy

-1 -1
m, - om =7, omohy,

z czego wynika, ze h1 = Idp. Z drugiej rownosci otrzymujemy T = 1, co jest
niemozliwe.
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Dualnym pojgciem do pojgcia produktu jest pojecie ko-produktu.

Definicja 10.7 Niech C bedzie kategoriq oraz niech A, B bedq obiektami kategorii C.
Tréjke (X, wa, mp) nazywamy ko-produktem obiektow Ai B jeslitg: A — Xinp :
B — X sq morfizmami kategorii C oraz dla dowolnego obiektu Y oraz morfizmow
f:A—=Y ig: B — istnieje doktadnie jeden morfizm h : X — Y taki, Ze diagram

Y
d
i/ X\
ﬁ ’:B\
A B

komutuje.

Przyklad 10.9 Rozwazimy kategoriq Set. Ustalmy zbiory A i B. Niech
X =(Ax{0})u (B x{1})

orazniechmy : A — X g : B — X bedq okreslone wzorami 7wa(x) = (x,0) i
m(y) = (y,1). Pokaimy, Ze tréjka (X, ma, wp) jest ko-produktem zbioréw A i B.

Niech Y bedzie dowolnym zbiorem oraz niech f : A — Y ig: B — Y. fatwo
sprawdzié, Ze nastepujqce odwzorowanie

spetnia warunek z definicji ko-produktu.

Whiosek 10.2 W kategorii Set dla dowolnych dwdch zbioréow A i B istnieje ich pro-
dukt oraz ich ko-produkt.

10.5 Funktory

Funktorami nazywamy odwzorowania z jednej kategorii do drugiej zachowujace zto-
zenia i morfizmy tozsamos$ciowe. Oto precyzyjna definicja tego pojecia.

Definicja 10.8 Niech C oraz D bedq kategoriami. Pare¢ F' = (F,, F,,) nazywamy
Junktorem kowariantnym 7 kategorii C w kategorie D jesli F, jest odwzorowaniem z
0bj(C) w Obj (D) oraz F,, jest odwzorowaniem z hom(C) w hom(D) o nastepujq-
cych wtasnosciach:

1. jesli f € Home(X,Y), to F,(f) € Homp(Fo(X), F,o(Y))
2. Fy(idx) = idp,(x) dla kazdego X € Ob(C)
3. jesli f € Home(X,Y) ig € Home(Y, Z), to

Fn(go f)=Fn(g)o Fo(f).
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Uzywac begdziemy skréconej nazwy funktor na funktor kowariantny. Pod koniec
tego rozdzialu wprowadzimy réwniez pojecie funtora kontrawariantnego.

Trywialnym przyktadem funktora jest funktor identycznos$ciowy Id¢: jego dziata-
nie na obiektach jest okreslone wzorem Id¢(X) = X za$ na morfizmach Id(f) = f.

Innym przyktadem trywialnego funktora jest funktor staly. Ustalmy dwie kate-
gorie C i D oraz obiekt D € D. Niech C(X) = D dla oraz C(f) = idp kazdego
X € Obj(C) oraz f € Home. Bez trudu sprawdzamy, ze jest to funktor.

Podamy teraz przyktady kilka mniej trywialnych funktoréw

Przyklad 10.10 (kategoria Set) Dla zbiorow X oraz funkcji f : X — Y okreslamy
S(X) =X xXoraz S(f) = f x f, ezyli S(f)(x1,22) = (f(z1), f(22)). Spraw-
dzimy teraz e S : Set — Set jest funktorem.

L Jeslif: X —-YtoS(f): X xX—->Y =Y.
2. S(de)(l'l,l'g) = (de(.’bl),ldx(l'g)) = (1'1,1’2) = idXXX(Il,SﬂQ)
3. Niechf: X —>Yig:Y — Z. Wtedy
S(go (@1, m2) = (9(f(21)), 9(f (x2)) =
S(9)(f(z1), f(22)) = S(g) o (S(f) (21, 72)) ,
wigc S(g o f) = 5(g) o S(f).

Przyklad 10.11 (kategoria Set) Dla zbioréw X oraz funkcji f : X — 'Y okreslamy
L(X) = U, X™ = (X*) (zbior wszystkich skoriczonych ciqgow elementéw zbioru
X, czyli otoczka Kleene’go zbioru X ) oraz

L) ([wn, s wnl) = [F(@1), s flan)]

Sprawdzimy Ze L : Set — Set jest funktorem.

1 Jeslif: X > Y toL(f): X* = Y™

2. L(idx)([x1,-..,25]) = [idx(21),...,idx(xn)] = [21, ..., Tn) = idx+[(z1, - ..

3. Niechf: X —>Yig:Y — Z. Wtedy

L(go Ny, wn]) = [9(f(@1)), -, g(f(2n)] =
L(g)([f (1), .- f&n)]) = Lg) o (L(f)([x1, .., 2n])

wigc L(go f) = L(g) o L(f).

10.6 Odwzorowania naturalne

Definicja 10.9 Niec F, G : C — D bedq funktorami. Przyporzqdkowanie ) : Obj(C) —

Hom(D) nazywamy naturalnym odwzorowaniem z F do D jesli
1. (VX € 0bj(C))(n(X) € Homp(F(X), G(X)))

2. dla dowolnych X,Y € Obj(C) oraz dowolnego morfizmu f € Home(X,Y)
nastepujqcy diagram

»xz])
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Fx) 29 py)

J{n(X) J{n(Y)

ax) Y% a

komutuje.

Lemat Yonedy



Algebry Boole’a

Algebry Boole’a sq klasq struktur matematycznych ktére znajdujq zastosowanie w
wielu dziedzinach matematyki oraz informatyki: w logice matematycznej, w rachunku
zbiorow, w teorii miary, w projektowaniu sieci elektrycznych.

Przed zdefiniowaniem algebr Boole’a dokonamy kilka ustaleri. Dziataniem binar-
nym na zbiorze A nazywamy dowolng funkcje f : A x A — A. Dziataniem unarnym
nazywamy zas dowolne odwzorowanie g : A — A. Strukturq algebraiczng nazywamy
zbior z ustalonymi dziataniami oraz wyrozinionymi elementami. Przektadem struktury
Jest pierscien liczb catkowitych (Z,+,-,0, 1), ciato liczb rzeczywistych (R, +,-,0,1)
oraz grupa permutacji (Sym(n), o) zbioru {1,...,n} ze sktadaniem.

Definicja A.1 Strukture A = (A, V, A, —,0,1) nazywamy algebrq Boole’a jesli 0,1 €
A, 0 # 1, AiV sq dziataniami binarnymi na zbiorze A, — jest dziataniem unarnym
na zbiorze A oraz

la. xVy=yVzx 1b. xANy=yAzx

2a. zV(yVz)=(xVy Vz 2b. zA(yAz)=(xAy) Az

3a. (xVyY)ANz=(xA2)V(yAz) 3b. (zAy)Vz=(xVz)A(yV=z)
4a. zV0=z 4. zANl==x

S5a. xzV(—z)=1 5. A (—x)=0

dla dowolnych x,y, z € A. Zbiér A nazywamy uniwersum algebry A

Widzimy, Ze jesli (A, V, A, —,0,1) jest algebrq Boole’a to dziatania \ i N sq prze-
mienne, tqczne oraz wzajemnie rozdzielne. Dziatanie V nazywamy sumaq, N - iloczy-
nem zas — nazywamy dopetnieniem.

Przyklad A.1 Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Wtedy struktura
P(A) = (P(4),U,N,%0,4)

Jjest algebrq Boole’a. Zerem tej algebry Boole’a jest zbior pusty zas jedynkq - zbior
A

Przyktad A.2 Struktura B = ({0,1},V, A, —,0,1), gdzie O oraz 1 oznaczajq war-
tosci logiczne “fatsz” i “prawda’, zas V, N\ i — sq standardowymi spdjnikami logicz-
nymi, jest algebrq Boole’a.

Przyklad A.3 Na zbiorze {0,1}" = B X ...B n definiujemy dziatania boolowskie
pochodzqce 7 dziatari w algebrze By:

(xlw"vxn)\/(ylv"'vyn) = (xl\/yla'“?xn\/yn)?

121
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(1o s ) A WY1y yn) = (TLAYL, - T AYn)
oraz
—(z1,. .y xn) = (CT1, ..., Ty).
Za zero przyjmujemy cigg 0 = (0, ..., 0) zas za jedynke cigg 1 = (1,...,1). Struk-
tura B, = ({0,1}",V, A, 0, 1) jest algebrq Boole’a mocy 2".

Przyklad A.4 Niech L oznacza zbior wszystkich zdan Rachunku Zdan. Na zbiorze
tym okreslamy relacje rownowaznosci:

(p ) o (v ).

Na elementach przestrzeni ilorazowej okreslamy dziatania:

o [P A[Y] =lend]

o (@] V[] =[e V]

o —[p] =[]
Poprawnos¢ tych okresleri wynika z tautologii, ktore omawialismy w pierwszym wykta-
dzie. Za zero przyjmiemy klase abstrakcji 0 = [po A (—po)] (moglismy tutaj wziqd tutaj
dowolnq antytaulogig) zas za jedynke wezZmiemy klase abstrakcji 1 = [pg V (—po)].
Struktura

(,C/N7 \/7 /\7 ) 07 1)

Jjest algebrq Boole’a, zwanq algebrq Lindenbauma.

Twierdzenie A.1 Niech (A,V, A, —,0,1) bedzie algebrq Boole’a. Wtedy dla dowol-
nych a,b € A mamy:

lI. aVa=a,a/Na=aq,
2.aV1i=1L,aN0=0,
3. avVb=b+aNnb=a.

Dowdéd. Bezposrednio 7 aksjomatow algebry Boole’a wynika, Ze
a=aV0=aV(ah—a)=(aVa)A(aV—-a)=(aVa)Al=aVa.
Podobnie
a=alNl=aAN(aV—a)=(aNa)V(aN—a)=(aVa)VO=aAa,
co koriczy dowod rownosci (1). Nastepnie
aVli=aV(aV—-a)=(@Va)V—-a=aV—-a=1

oraz
anNO=aA(aAN—a)=(aNa)N—a=aA—a=0,

co koriczy dowod rownosci (2).
Zatozimy teraz, ze a NV b = b wtedy

aNb=aAN(aVb)=(aNa)V(aAb)=aV(aNb)=(aAN1)V(aAD) =
aA(lVd)=aArl=a.
Jeslizasa Nb = a, to
aVb=(aAb)Vb=(aVb)ADVD) =(@@VbAb=(aVb)AOVD) =
(an0)Vb=0Vb=0.
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O

W kaZdej algebrze Boole’a mozna w naturalny sposob zdefiniowac czgsciowy po-
rzqdek.

Definicja A.2 Niech (A,V, A, —,0, 1) bedzie algebrq Boole’a. Kladziemy
a<b<alAb=a. (A.1)

Z ostamiego twierdzenia wynika, ze a < b <+ aVb = b. Z Twierdzenia2.2|wynika,
Ze w algebrach Boole’a postaci P(X) relacja ta pokrywa sig 7 relacjq inkluzji obcigtej
do rodziny podzbioréw zbioru X.

Twierdzenie A.2 Relacja < na algebrze Boole’a (A,V, A, —, 0, 1) zdefiniowana wzo-
rem [A]] jest czgsciowym porzqdkiem na zbiorze A. Najmniejszym elementem w tym
porzadku jest 0, zas najwigkszym element jest 1.

Dowadd. Nieréwnosé¢ a < a wynika z rownosci a \ a = a. Zatézmy teraz, Ze a < b
orazb < a. Wtedy a Nb = a oraz a Nb = b wigc a = b. Zatem relacja < jest
stabo-antysymetryczna. Zatozmy teraz, Ze a < b oraz b < ¢ Wtedy

anhc=(aAb)ANc=aAn(bNc)=aAb=a,

Zatem relacja < jest przechodnia. Poniewaz 0 A a = 0 dla dowolnego a € A, wigc
0 jest <-najmniejszym elementem A. Z réwnosci a N1 = a wynika, Ze 1 jest <-
najwigkszym elementem zbioru A. O

Bezposrednio z definicji relacji < w algebrze Boole’a wynika szereg jej dodatko-
wych wlasnosci. Na przyktad, bez trudu mozemy pokazac pewien wariant monoto-
nicznosci. Mianowicie jesli a < boraz c < dto aNc < bAd. Rzeczywiscie, zatoZenie
mozna zapisaé w postaci aANb = a i cAd = ¢, wige (aAc)A(bAD) = (aAb)A(cAd) =
a A cawigcac<b<d Podobnie, 7 nierownosci a < boraz c < d wynika, Ze
aVe<bVd.

Whiosek A.1 Niech (A,V, A, —,0, 1) bedzie algebrq Boole’a. Wtedy dla dowolnego
a € A mamy

(Vee A)(z=—-a+ (aVe=1)A(aNz=0)).

Dowdéd. Implikacja w jednq strong jest oczywista, gdyz wynika bezposrednio z okre-
Slenia algebry Boole’a. Zatozmy zatem, e x € A, aVx = lorazaNz = 0. Z

pierwszej réwnosci wynika, ze (a A —a) V (x A —a) = —a, czyli, Ze ¢ A —a = —a,
wigc —a < x. Z drugiej réwnosci wynika, ze (a V —a) A (x V —a) = —a, czyli
xV —a = —a, cyli, Ze x < —a. Ze stabej antysymetrii relacji < wynika rownos¢
x = —a, ktora koviczy dowad. 0

Whiosek A.2 Niech (A, V, A, —,0,1) bedzie algebrg Boole’a. Wtedy dla dowolnych
a,b € A mamy:

1. —(—a)=aq,
2. —(aVb)=(—a)A(=b),
3. —(aAb)=(—a)V (=)
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Dowdd. Zauwazimy, Ze zaréwno a jak i element — — a spetniajq formute (—a V x =
1) A (—a Az = 0). Z poprzedniego wniosku wynika wigc, Ze a = —(—a).
Zauwazimy nastgpnie, Ze

(—a) A (=) A (a V) = (—a) A (=b) Aa) V ((—a) A (=b) AbB) =0V 0=0.

Podobnie, bez trudu pokazujemy, ze ((—a) A (=b)) V (a V b) = 1, co na mocy po-
przednio wniosku pokazuje, ze —(a V b) = (—a) A (=b).
Ostatniq rownos¢ pokazuje sie podobnie jak poprzedniq. 0

Ostatnie dwie rownosci ostatniego wniosku nazywajq sie, oczywiscie, prawami de
Morgana algebr Boole’a.

Definicja A.3 Niech A = (A,V, A, —,04,14) oraz B = (B, +, -, —,05,18) bedq
algebrami Boole’a. Bijekcje f : A — B nazywamy izomorfizmem algebr A i B jesli

flevy) = fl@)+ fly), fleny) = @) fly), f(—x) = —f(z), [(04) =08

oraz f(14) = 15,

Przyklad A.5 Latwo sprawdzié, Ze dowolna dwuelementowa algebra Boole’a jest
izomorficzna z algebrq By z Przyktadu[A.2)

Widzimy wigc, Ze z doktadnosciq do izomorfizmu istnieje doktadnie jedna dwuelemen-
towa algebra Boole’a.

Przykltad A.6 Algebra B, jest izomorficzna z algebrq P({1,...,n}).

Definicja A.4 Niech (A,V, A, —,04,14) bedzie algebrq Boole’a. Element a € A
nazywamy atomem jesli a > 0 oraz nie istnieje element b € A taki, Ze 0 < b < a.

Latwo mozna sprawdzié, Ze element a jest atomem wtedy i tylko wtedy gdy jest
elementem minimalnym w czesciowym porzadku (A \ {0}, <). W algebrach postaci
P(X) atomami sq oczywiscie singletony {a} elementow a € X. Jednakze nie wszyst-
kie algebry Boole’a posiadajq atomy. Jest jasne, zZe przyktadow algebr bez atomow
nalezy szukac¢ wsrod algebr nieskoriczonych, gdyz w kaidym skoriczonym porzqdku
ponizej dowolnego elementu istnieje element minimalny.

Przykltad A.7 Niech S bedzie rodzing wszystkich podzbioréw odcinka [0, 1) postaci
[ao, bl) U...u [an, bn)

gdzie 0 < a9 < bg < ... < a, < b, < 1. Do rodziny tej zaliczamy row-
niez zbior pusty. Rodzina ta jest zamknigta na przekroje i dopetnienia. Struktura
(S,U,N,%,0,[0,1)) jest wigc algebrq Boole’a. Algebra ta nie posiada atoméw.

A.1 Ciala zbiorow

Omowimy teraz pewnq klase rodzin zbiorow, ktore odgrywajq istotng role nie tylko
w badaniach algebr Boole’a, lecz sq rowniez podstawowymi obiektami badan teorii
miary oraz probabilistyki.

Definicja A.5 Rodzing S C P(X) nazywamy ciatem podzbioréw zbioru X jesli S #
horaz AUB € Si A € 8 dla dowolnych A, B € S.
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Z praw de Morgana rachunku zbioréw wynika, Ze jesli S jest ciatem, to jest ono
zamknigte na operacje mnozenia zbiorow, czyli z tego, ze A, B € S wynika, 7e ANB €
S. A z tego zas bezposrednio wynika, Ze {0, X} C S dla dowolnego ciata podzbioréw
zbioru X. Oczywiscie {0, X'} jest najmniejszym w sensie inkluzji ciatem podzbioréw
zbioru X, zas P(X) jest najwigkszym ciatem podzbioréw zbioru X.

Twierdzenie A.3 Przekrdj dowolnej rodziny ciat podzbiorow zbioru X jest ciatem
podzbiorow zbioru X.

Dowdd. Niech (St)ieT bedzie rodzing ciat podzbioréw zbioru X. Dla kazdego t €
T zachodzi inkluzja {0, X} C S, zatem {0, X} C (\,cp St a wigc (,cp St jest
zhiorem niepustym. Zatoimy teraz, ze A,B € (,cp Si. Wtedy dla kaidego t &
T mamy A,B € S;. Zatem AU B € S; oraz A¢ € Sy dla kazdegot € T, co
oznacza, ze AU B € (\,cp St oraz A° € (N, St Tak wige (), St jest rodzing
zbioréw zamknigta na operacje sumy oraz dopetnienia do zbioru X. Zatem (,cp S
Jest ciatem podzbiorow zbioru X. O

Z udowodnionego twierdzenia wynika, Ze dla dowolnej rodziny A podzbioréw
ustalonego zbioru X istnieje najmniejsze ciato podzbiorow zbioru X ktore zawiera
rodzing A. Jest nim bowiem ciato

(A, X) = ﬂ{S C P(X): A C S AS jest ciatem podzbioréw X },
ktore nazywamy ciatem generowanym przez rodzing A.

Przyklad A.8 Niech A C X. Wtedy ciatem generowanym przez rodzing {A} jest
{0,4,4°, X}

Definicja A.6 Niech A = (Ai,...,A,) bedzie indeksowanq rodzing podzbioréw
zbioru X. Dla o € {0,1}" okreslamy

A, = ﬁ A?(i)7
i=1

gdzie A = X \ A; oraz A} = A,. Zbiory postaci A, nazywamy sktadowymi rodziny
A

Niech A = (A1,...,A,) bedzie rodzing podzbioréw zbioru X oraz zalézmy, ze
o,n € {0,1}" oraz o # n. Ustalmy i € {1,...,n} takie, ze o (i) # n(i). Wtedy

Ay N A, CATD A ATD g,

Widzimy wigc, Ze rozne sktadowe sq roztqczne. Ustalmy teraz x € X. Dla kazdego
i € {1,...,n} prawdziwa jest réwnos¢ AY U A} = X. Zatem dla kaidego i €
{1,...,n} istnieje o (i) takie, 7e x € Af(l). Wtedy x € A,. Pokazalismy wigc, ze
U{As : 0 € {0,1}"} = X. Rodzina wszystkich sktadowych { A, : o € {0,1}"} jest
wigc rozbiciem zbioru X. Pokazemy teraz, jak za pomocq sktadowych mozna podac
opis ciata zbiorow generowanego przez skoriczone rodziny zbiorow.

Twierdzenie A.4 Niech A = (A4, ..., A,) bedzie indeksowanq rodzing podzbioréw
zbioru X. Wtedy

c({A1,..., 4.}, X) ={|J 4, : S e P({0,1}")}

ceSs
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Dowéd. NiechC = {{J,cq Ao : S € P({0,1}")}. Zauwazimy, Ze jesli S jest ciatem
podzbioréw X takim, ze { A1, ..., An} C S, toC C S. Wystarczy wigc pokazad, ze C
Jjest ciatem zbioréw zawierajqcym rodzing zbiorow {Aq, ..., Ap}.

Zauwazimy najpierw, ze

A = J{As 10 €{0,1}" Ao(i) =1},

wigc {A1,..., A} CC. Niech S, T C {0,1}"™. Latwo sprawdzié, ze

UavlJ4a4= J 4.

€S o€T ceSUT
oraz
( U AU)C - U Ag,
ceS ce{0,1}\S
wigc C jest ciatem podzbioréw zbioru X, co koriczy dowdd. 0

Definicja A.7 Rodzing zbiorow A = (A, ..., A,) nazywamy niezaleing, jesli kazda
Jjej sktadowa jest niepusta.

Jesli A = (A, ..., Ay) jest niezalezng rodzing podzbioréw zbioru X, to wiedy
ciato s(A) ma 2% elementow.

Opis ciat generowanych przez nieskoriczone rodziny zbiorow jest z reguly znacznie
bardziej skomplikowany. W niektorych przypadkach mozna jednak podaé peten ich
opis.

Przyklad A.9 Niech X bedzie zbiorem nieskoriczonym oraz niech A = {A € P(X) :
|[A] < Ro}. Wredy c(A, X) ={AC X :|A| <NoVI|X\ A <N}

Zauwazimy, zZe jesli S jest ciatem podzbioréw niepustego zbioru X, to struktura
(S,U,n,c, 0, X) jest algebrq Boole’a. W algebrach tej postaci nieréwnosé < po-
krywa sig, podobnie jak w algebrach postaci P(X), z inkluzjq obcigtq do rodziny
zbioréw S. W dalszej czesci tego wyktadu pokazemy, Ze kazda algebra Boole’a jest
algebrq tej postaci.

W wielu dziedzinach matematyki wazinq role odgrywajq ciata zbioréw, ktére za-
mknigte sq na przeliczalne sumy.

Definicja A.8 Ciato A podzbioréw zbioru X nazywamy o-ciatem jesli dla dowolnego
ciagu (An)newn elementow ciata A mamy |, An € A.

Z twierdzenia de’Morgana wynika, Ze jesli A jest o-ciatem oraz {A,, : n € N} C
A to ,en An € A. Rzeczywiscie, jesli {A, : n € N} C A C P(X), to rownie?
{A¢ : n € N} C A (dopetienia bierzemy do przestrzeni X ). Zatem |, .,  AS, € A,

wigc rowniez
(A= ( 45) €A

neN neN

neN

Podobne rozumowanie do tego, ktore przeprowadzilismy w dowodzie Twierdzenia
[A3 pokazuje, ze przekrdj dowolnej rodziny o ciat podzbioréw ustalonego zbioru X
jest réwniez o-ciatem. A z tego wynika, Ze dla kazdej rodziny zbioréow A C P(X)
istnieje najmniejsze o-ciato podzbioréw X, ktdre zawiera rodzing A. Jest nim

o(AX) = ﬂ{S C P(X): AC S AS jest o — ciatem podzbioréw X }.
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Ciato to nazywamy o-ciatem generowanym przez rodzing zbioréw A.

Rozwazmy rodzing O = {(a,b) : a,b € R} wszystkich odcinkéw otwartych liczb
rzeczywistych. Niech B(R) = o(O,R). Ciato B(R) nazywamy o-ciatem podzbioréw
borelowskich prostej rzeczywistej, zas jego elementy nazywamy podzbiorami borelow-
skimi prostej rzeczywistej.

A.2 Idealy i filtry

Pojecia ideatu oraz filtru zastosowane do rodzin zbioréw precyzujq pojecie “matego
zbioru” oraz “wielkiego zbioru”. Wykorzystywane sq one w wielu dziedzinach mate-
matyki.

Definicja A.9 Niech (A,V, A, —,0,1) bedzie algebrq Boole’a. Zbior I C A nazy-
wamy ideatem jesli jest niepusty oraz

1. Ve )(Vy)(y <z —yel),
2. Ve,ye((zelnyel)—azVyel).

Niech (A,V, A, —,0,1) bedzie algebrq Boole’a. Oczywiscie caly zbior A jest ide-
atem w tej algebrze. Ten ideat nazywamy ideatem niewtasciwym. Latwo zauwazydé, ze
ideat I jest ideatem niewtasciwym wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € I. Ideat nazywamy
wtasciwym jesli nie jest ideatem niewtasciwym. Niech teraz a € A. Oznaczmy przez
I, zbior {x € A:x < a}. Wedya € I,. Jesliy <z € I,t0y < x < a, wigc
y€ly JeslizaSx € Iyorazy € Iytox < aiy < a wigcxVy <acpylizxVy € I,.
Zbior 1, jest wigc ideatem. Nazywamy go ideatem gtownym wyznaczonym przez ele-
ment a. ldeat 1, jest wtasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy a # 1. Nie kazdy ideat jest
ideatem gtownym.

Przyklad A.10 Niech [N]<N = {X C N : |X| < Ro}. Wredy [N]<N0 jest ideatem
w algebrze P(N). Nie jest on ideatem gtéwnym. Warto zauwazyé, Ze kazde jego
rozszerzenie do ideatu wiasciwego jest ideatem niegtownym.

Twierdzenie A.5 Kazdy ideat w skoriczonej algebrze Boole’a jest ideatem gtownym.

Dowad. Niech I bedzie ideatem w skoriczonej algebrze Boole’a. Wtedy I jest zbiorem
skoriczonym. Niech I = {a1,...,a,} 0oraza = a1V ...V a,. Wtedy a € I oraz
x < a dla dowolnego elementu x € I. Zatem I = I,. O

Definicja A.10 Niech (A,V, A, —,0,1) bedzie algebrq Boole’a. Zbiér F C A nazy-
wamy filtrem jesli jest niepusty oraz

1. Yz e F)(Vy)(x <y—yeF),
2. Vz,ye F)(x ANy € F).

Pojecie filtru jest dualne do pojecia ideatu w nastepujqcym sensie:

o jesli I jest ideatem w danej algebrze Boole’a, to zbior F = {—a : a € I} jest
filtrem w tej algebrze

o jesli F jest filtrem w danej algebrze Boole’a, to zbior I = {—a : a € F} jest
ideatem w tej algebrze
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Pojecia “ideal wtasciwy”, “ideat gtowny” majq swoje dualne odpowiedniki dla fil-
tréw. Filtr F jest wiasciwy jesli 0 ¢ F. Filtr F jest filtrem gtownym, jesli istnieje taki
elementa € A, ze F = {x € A : a < x}. Filtr ten oznaczany symbolem F,.

Definicja A.11 Niech A = (A,V, A, —,0,1) bedzie algebrq Boole’a. Filtr F alge-
bry A nazywamy ultrafiltrem jesli jest filtrem witasciwym oraz kaZdy filtr istotnie go
rozszerzajqcy nie jest wltasciwy.

Alterantywnq nazwq na ultrafiltr jest okreslenie “filtr maksymalny”. Filtr gtowny
F, jest ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, co tatwo sprawdzi¢, gdy a jest atomem.

Twierdzenie A.6 Kazdy witasciwy filtr mozna rozszerzy¢ do ultrafiltru.

Dowdd. Niech F' bedzie wiasciwym filtrem w algebrze Boole’a o nosniku A. Roz-
wazmy rodzing

H={G C A:F CGAG jest filtrem wlasciwym}.

Pokazemy, ze (H, C) spetnia zatoZenia Lematu Kuratowskiego-Zorna. Zatéimy bo-
wiem, ze S C H jest liniowo uporzqdkowany przez inkluzje. Pokazemy, Ze |JS jest
elementem H.

Jasne jest, ze F C |JS oraz, e 0 ¢ |JS. Zatéimy, e x € |JS oraz x < y. Istnieje
wredy G € S taki, Ze x € G. Lecz G jest filtrem, wigc y € G, a zatemy € | J S.
Zatozmy teraz, Ze x,y € |JS. Istniejq wtedy takie filtry G1,Gs € S, Ze x € Gy oraz
y € Ga. Rodzina S jest liniowo uporzadkowana przez inkluzje, wiec G1 C G lub
Go C G1. Wpierwszym przypadku x,y € Go, wigc xVy € Go, awigcxNVy € S. W
drugim przypadku x© \V y € G1, a wigc réwniez x V y € S. Pokazalismy wigc, ze | J S
Jest elementem rodziny H.

Na mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny w rodzinie H.
Zatem istnieje ultrafiltr rozszerzajqcy F. 0

A.3 Twierdzenie o reprezentacji
RozwazZania rozpoczniemy od pewnej prostej charakteryzacji ultrafiltrow.

Twierdzenie A.7 Niech F' bedzie filtrem wltasciwym w algebrze Boole’a o uniwersum
A. Wtedy nastepujqce zdania sq réownowazne:

1. F jest ultrafiltrem,

2. Vo€ A)(ac FV—-acF),

3. (Va,be A)(avbe F— (ae F)V (be F)).
Dowdéd. Zatoimy najpierw, zZe prawdziwe jest zdanie (2). Zatézmy, 7e G O F jest
filtrem takim, 7e G # F. Niecha € G\ F. Wtedy a ¢ F, wigc na mocy zatozenia
mamy —a € F. Lecz wtedy a € G oraz —a € G, zatem i 0 = a A (—a) € G, wigc

G nie jest filterm wtasciwym. Zatem F jest ultrafiltrem. Pokazalismy wigc implikacje
(2) = (1).

Zatozmy teraz, Ze zdanie (2) jest fatszywe, czyli, Ze istnieje taki element a € A, Ze
a ¢ F oraz —a ¢ F. Rozwazmy nastepujqcy zbior

G={zeA:(FbeF)bra<ux)}.
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Jest jasne, Ze jesli x € G oraz x < ytoy € G. Zalézmy, ze x1 € G oraz 2 € G.
Istniejq wtedy takie elementy by,bs € F, Ze by N a < x1 oraz bo A\ a < xo. Niech
b="by ANby. Wtedy b € F orazb N a < x1 A xa, wigc x1 N\ T2 € G. Zatem G jest
filtrem. Zauwazimy, Ze jeslib € F to b A a # 0. Zatem G jest filtrem wiasciwym. Lecz
a € G. Zatem G jest wltasciwym istotnym rozszerzeniem filtru F. Zatem F nie jest
ultrafiltrem. A wigc zdanie (1) nie jest prawdziwe. Pokazalismy wigec, ze zdania (1) i
(2) sq rownowazne.

Zdanie (3) zastosowane do pary elementéw {a, —a} implikuje zdanie(2). Zatézmy
wigc, ze F jest ultrafiltrem oraz, Ze aNV b € F. Gdyby a ¢ F orazb ¢ F, to ze zdania

(2) mamy —a € Fi —b € F, a wigc (—a) A (—b) € F. Na mocy prawa de Morgana
otrzymujenty wigc —(a V' b) € F, co jest sprzeczne z tym, Ze filtr F' jest wlasciwy.

Definicja A.12 Zbiorem Stone’a algebry Boole’a A o nosniku A nazywamy zbior
st(A) = {F C A: F jest ultrafiltrem}.
Odwzorowaniem Stone’a nazywamy funkcje s : A — P(st(.A)) okreslonq wzorem
s(a) ={F € st(A) :a € F}.
Twierdzenie A.8 Odwzorowanie Stone’a posiada nastgpujqce wlasnosci:
1. s(—a) = st(A)\ s(a),

2. s(aVb) =s(a) Us(b),
3. s(aAb) = s(a) N s(b).

Dowad. Niech A bedzie nosnikiem algebry Boole’a A. Rozwazmy dowolny ultrafiltr
F € st(A). Na mocy Twierdzenia[A.7jmamy

Fes(—a)<> —a€ F <+ ~(a€F)« Fest(A))\s(a).
Wiasnos¢ (1) zostata wigc pokazana. Witasnos¢ (2) réwniez wynika z Twierdzenia[A7}
Fesavb)«<aVbe F+ (ae F)V(beF)«
F e s(a)VF €s(b) < F € s(a)Us(b)
Wiasnosé (3) wynika z tylko tego, Ze F jest filtrem:
Fes(anb)«anbeF < (ac F)AN(beF) <«
Fes(a)\NF € s(b) & F € s(a) Ns(b). n

Rozwazania o algebrach Boole’a zakoviczymy stabq wersjq twierdzenia Stone’a o
reprezentacji.

Whiosek A.3 Dla kazdej algebry Boole’a B istnieje zbior X oraz ciato S podzbioréw
zbioru X takie, Ze algebry B oraz (S,U,N,¢, 0, X) sq izomorficzne.
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Dowdéd. Niech X = st(B) oraz S = {s(b) : s(b) € B}. Pokazemy, Ze odwzorowanie
Stone’a s jest roZnowartosciowe. Zatoimy wigc, Ze a,b € B oraz a # b. Wrtedy
a—b#01lubb# a=0. Wpierwszym przypadku niech F bedzie ultrafiltream takim,
Zea—b=aAN(=b) € F. Wtedy F € s(a) oraz F ¢ s(b), zatem s(a) # s(b). W
drugim przypadku nalezy wziqc ultrafiltr F taki, Ze b — a € F. Pokazalismy wigc, Ze
s jest roznowartosciowe. A wigc s jest szukanym izomorfizmem. 0

Uwaga. Na zbiorze st(B) mozemy okresli¢ naturalng topologig ktérej bazq jest rodzina {s(b) :
s(b) € B}. Ta przestrzen topologiczna nazywa sig przestrzeniq Stone’a algebry Boole’a B.
Posiada ona szereg interesujqcych wtasnosci i zastosowan. W szczegolnosci jest ona zwartq
przestrzeniq Hausdorffa.

A.4 Cwiczenia i zadania

Cwiczenie A.1 Narysuj diagramy Hassego algebr Boole’a By, By oraz Bs. Ile ato-
mow majq te algebry?

Cwiczenie A.2 Zaloimy, ze ) # A C B C X. lle elementéw ma ciato podzbioréw
zbioru X generowane przez rodzing { A, B}?

Cwiczenie A.3 Pokaz, nie powotujqc si¢ na twierdzenie a reprezentacji, ze jedynq, z
doktadnosciq do izomorfizmu, czteroelementowq algebrq Boole’a jest P({0,1}).

Cwiczenie A4 Pokaz, e jesli |X| = |Y| to algebry P(X) oraz P(Y) sq izomor-
ficzne.

Cwiczenie A.5 Pokaz, e w dowolnej algebrze Boole’a, 7 nieréwnosci a < b oraz
¢ < d wynikajq nierownosciaN ¢ < bVdorazaNc<bAd.

Cwiczenie A.6 Cialo zbioréw S nazywamy o-ciatem jesli dla dowolnej rodziny (A ) nen
zhioréw z ciata S ich suma | J, oy An nalezy do S. Pokaz, Ze przekrdj dowolnej
rodziny o-ciat podzbiorow ustalonego zbioru X jest rowniez o-ciatem.

Cwiczenie A.7 Opisz o-ciato generowane przez rodzing jednoelementowych podzbio-
row zbioru N. Opisz o-ciato generowane przez rodzing przeliczalnych podzbiorow
zbioru R.

Cwiczenie A.8 Pokaz, ze filtr gtowny F, jest ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy a
Jjest atomem.

Cwiczenie A.9 Pokaz, ze Jjesli A = (Ay,..., A,) jest niezalezng rodzing podzbioréw
zhioru X, to ciato s(A) ma 22") elementow.

Cwiczenie A.10 Dia kazdej liczby naturalnej n znajdZ n- elementowq rodzing zbio-
row niezaleznych.

Cwiczenie A.11 Pokaz,ze nastepujgce podzbiory prostej rzeczywistej R sq zbiorami
borelowskimi: [0,1], [0,1] U (1, 2],{1}, dowolny podzbior przeliczalny R, Q R\ Q.
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Zadanie A.1 Pokaz, Ze jesli algebry P(X) oraz P(Y) sq izomorficzne, to | X| = |Y|.

Zadanie A.2 Pokaz, e metoda dowodzenia twierdzeni postaci ® = U, gdzie ® i ¥
sq wyraZeniami zbudowanymi z operacji U,N,¢ za pomocq diagraméow Venna jest po-
prawna.

Zadanie A.3 Niech B bedzie skoriczonq algebrq Boole’a.
1. Opisz wszystkie ultrafiltry w B,
2. Wyznacz funkcje Stone’a algebry B,
3. Wyznacz moc algebry B.

Zadanie A.4 Wyznacz wszystkie ultrafiltry w ciele zbiorow
S={XCN:|X| <Ry V|N\X| <N}

Zadanie A.5 Pokaz, Ze w kaZdej nieskoriczonej algebrze Boole’a istnieje ultrafiltr
niegtowny.

Zadanie A.6 Pokaz, Ze istnieje rodzina zbiorow A C P(N) taka, Ze |A| = ¢ oraz dla
dowolnych n,m € N oraz parami réinych X1, ..., X, Y1,..., Yy € A mamy

XiNn...nX, NIN\Y))N...n(N\Y,,) #0.
Zadanie A.7 Wywnioskuj z poprzedniego zadania, Ze |st(P(N)| = 2°.

Zadanie A.8 Zbior X C R nazywamy zbiorem miary Lebesgue’a zero, jesli dla kaz-
dego £ > 0 istnieje rodzina odcinkéw ((ay,, bn))nen taka, Ze X C J{(an,bn) : n €
N} oraz ), oy 1bn —an| < e. Pokaz, Ze kazdy jednoelementowy podzbior prostej rze-
czywistej R jest miary Lebesgue’a zero. Pokaz, Ze suma przeliczalnej ilosci zbiorow
miary miary Lebesgue’a zero jest rowniez zbiorem miary Lebesgue’a zero. Wiasnos¢
tq nazywamy o-addytywnosciq zbioréw miary zero.



Kraty

W rozdziale tym omowimy dwie wazne klasy czesciowych porzqdkow: kraty oraz
drzewa. Przypomnijmy (patrz Definicja [6.6), Ze kresem gornym podzbioru A cze-
Sciowego porzqdku (X, <) nazywamy najmniejsze ograniczenie gérne zbioru A oraz,
ze kresem dolnym zbioru A nazywamy najwigksze ograniczenie dolne zbioru A. Kres
gorny zbioru A, nazywany réwniez supremum zbioru A, oznaczanmy symbolem sup(A).
Kres dolny zbioru A, nazywany réwniez infimum zbioru A , oznaczamy symbolem
inf(A).

Definicja B.1 Czesciowy porzqdek (X, <) nazywamy kratq jesli kazdy niepusty i
skoriczony podzbior zbioru X posiada kres gorny oraz kres dolny.

Stosunkowo tatwo mozna podac przyktad porzadku ktory nie jest kratq. Jednakze
wiele waznych czesciowych porzadkow jest kratami.

Przyklad B.1 Kazdy liniowy porzqdek jest kratq, gdyz kazdy skoriczony podzbior
zbioru liniowo uporzqdkowanego posiada element najwigkszy i najmniejszy.

Przyklad B.2 Kazda algebra Boole’a jest kratq. W szczegdlnoSci porzadki postaci
(P(X), Q) sq kratami.

Przyktad B.3 Struktura (N \ {0}, |) jest kratq. Kresem gornym niepustego zbioru
A C N\ {0} jest najmniejsza wspdlna wielokromos¢ elementéw zbioru A, zas kresem
dolnym - najwigkszy wspdlny dzielnik elementow A.

Niech (X, <) bedzie ustalonq kratq. Na kracie X okreslamy dwie binarne opera-

cje Vi A:

e aVb=sup{a,b},

e a Ab=inf{a,b}.
Bezposrednio z definicji wynika, ze a N b < a,b < a V b. Nastepujqce twierdzenie
opisuje najwazniejsze wtasnosci wprowadzonych operacji:
Twierdzenie B.1 Niech (X, <) bedzie kratq oraz niech a,b,c € X. Wtedy

1. aVa=a,aa=a (idempotentnosc),

2. aVb=bVa,aANb=DbA a(przemiennosé),

3 av(bVve)=(aVvb)Vean(bAc)=(aNb)A c(lgcznosé),

4. aV (aAb)=a, aN(aVDb)=a (prawo absorpcji).

132
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Dowad. Pierwsze trzy rownosci wynikajq bezposrednio z definicji operacji \ oraz M.
Pokazemy pierwszq czes¢ prawa absorpcji. Zauwazmy najpierw, Ze a < max{a,x}
dla dowolnego elementu x € X, a wigc aV (aAb) > a. Z nieréwnosci min{z, b} < x
wynika, Ze

aV(aAb)<aVa=a,

co koriczy dowad. O

B.1 Kraty zupelne

Kraty stanowiq stosunkowo obszernq klase struktur. Zajmiemy sig teraz specjalng
podrodzing krat a mianowicie kratami zupetnymi.

Definicja B.2 Czgsciowy porzadek (X, <) nazywamy kratq zupelnq jesli kazdy nie-
pusty podzbior zbioru X posiada kres gorny oraz kres dolny.

Zauwazimy, ze w kracie zupetnej istnieje element najwigkszy (jest on kresem gor-
nym wszystkich elementow), oznaczany z reguly przez 1 oraz element najmniejszy,
oznaczany przez 0. Widzimy wigc, zZe (R, <) i (N, <) sq przyktadami krat, kidre nie sq
zupetne.

Przyklad B.4 Nastepujace struktury sq kratami zupetnymi:
1. (P(X),Q)
2. ([0,1], <)
3. rodzina wszystkich wypuktych podzbiorow ustalonej przestrzeni wektorowej
4

. rodzina wszystkich podgrup danej grupy

Twierdzenie B.2 (Knaster-Tarski) Niech (L, <) bedzie kratq zupeing oraz niech f :
L — L bedzie funkcjq monotoniczng (czyli (Vx,y € L)(x < y — f(x) < f(y)))-
Wtedy funkcja | ma najmniejszy punkt staly, czyli istnieje a € L takie, Ze f(a) = a
oraz (Vb€ L)(f(b) =b— a <b).

Dowad. Rozwazimy zbior
X={xeL: f(zx) <z}
Zbior ten jest niepusty, gdyz 1 € X. Niech a = inf(X). Rozwazmy dowolny element
x € X. Wtedy a < x, a wigc z monotonicznosci funkcji f wynika, ze f(a) < f(x). Z
tego, Ze x € X wynika, zZe f(x) < x, wigc widzimy, Ze
(va € X)(f(a) < ).
Zatem f(a) jest ograniczeniem dolnym zbioru X, a wigc
fla) < a. (B.1)

Ponownie naktadajqc funkcje f na powyzszq nierownosé otrzymujemy

f(f(a)) < f(a),
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z czego wnioskujemy, Ze f(a) € X. Zatem a < f(a), co w polqczeniu z nieréwnosciq
daje nam réwnos¢ f(a) = a. Pokazalismy wigc, Ze a jest punktem statym odwzo-
rowania f.

Zatoimy teraz, ze b € L jest innym punktem statym odwzorowania f, czyli, Ze
f(b) = b. Wredy f(b) < bzatemb € X, awigc a < b. N

Uwaga. Twierdzenia o punkcie statym odgrywajq bardzo waing role w wielu dziedzinach
matematyki oraz w jej zastosowaniach. Najbardziej znanym tego typu wynikiem jest twierdzenie
Brouwera o punkcie statym, ktdre orzeka, Ze ,,dowolna funkcja ciggta f : [0,1]™ — [0, 1]™ ma
punkt staty, gdzie n jest dowolnq liczbq naturalng”. Twierdzenie to dla n = 1 ma prosty
dowaod korzystajacy z wtasnosci Darboux funkcji ciqgtych. Jednakze juz dla n = 2 jest ono
nietrywialnym wynikiem.

Podamy teraz kilka zastosowarn Twierdzenie Knastera-Tarskiego.

Przyklad B.5 (Podgrupy) Niech (G,-) bedzie grupq oraz A C G. Niech Fy :
P(G) — P(QG) bedzie funkcjq okreslonq wzorem

FA(X)=AUuXU{z-y ':2,yec X}

Najmniejszym punktem statym odwzorowania F 4 jest najmniejsza podgrupa grupy G
zawierajqca zbior A. Rzeczywiscie, jesli Fo(X) = X to A C Fu(X) = X oraz
jesliz,y € X, tox -y~ ! € Fa(X), awigcw -y~ ' € X. Zatem jesli Fa(X) = X
to X jest podgrupa zawierajqcq zbior A. Zachodzi réwniez odwrotna implikacja:
Jjesli X jest podgrupa zawierajacq zbior A, to Fa(X) = X. Zatem rodzina podgrup
zawierajqcych zbior A pokrywa sig 7 rodzing punktow statych odwzorowania Fu.
Najmniejszy punkt staty odwzorowanie F5 jest wigc najmniejszq podgrupq grupy G
zawierajqcq zbior A.

Przyklad B.6 (Podprzestrzenie) Niech E bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem al-
gebraicznym K oraz A C E. Niech Fa : P(E) — P(E) bedzie funkcjq okreslong
wzorem

FaX)=AuXU{a-z+b-y:z,ye X ANkl e K}
Najmniejszym punktem statym odwzorowania F 5 jest najmniejsza podprzestrzen li-

niowa przestrzeni E zawierajaca zbior A.

Przyktad B.7 (Dowéd Twierdzenia Banacha) Podamy teraz alternatywny dowadd twier-
dzenia Banacha (patrz Twierdzenie [8.1). Niech f : A — Big : B — A bedg
injekcjami. Definiujemy odwzorowanie F : P(A) — P(A) wzorem

F(X) = A\ g[B\ f[X]].

Bez trudu sprawdzamy, zZe F jest odwzorowaniem monotonicznym. Istnieje wigc punkt
staty odwzorowania F. Z tego punktu, w podobny sposob jak w oryginalnym dowodzie
twierdzenia Banacha, konstruujemy szukane rozbicia zbioréw A i B.

Przyklad B.8 (Tranzytywne domknigcie) Ustalmy zbior ) oraz relacje R C Q2 x €.
Niech F : P(2 x Q) — P(Q x Q) bedzie funkcjq zdefiniowang wzorem

Fr(X)=RU (X 0 X).
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Jest jasne, ze Fr jest odwzorowaniem monotonicznym. Najmniejszy punkt staty tego
odwzorowania jest najmniejszq relacjq przechodniq zawierajqcq relacje Rr. Rzeczy-
wiscie, jesli Fr(X) = X, 10 X = RU(X o X), wigc R C X oraz X o X C X,
a wigc X jest relacjq przechodniq. Relacje tq nazywamy tranzytywnym domknigciem
relacji R.

Punkty state pewnych odwzorowarni istniejq dla szerszej klasy struktur niz kraty
zupetne. Przypomnijmy, Ze podzbior A czesciowego porzadku (X, <) nazywamy tari-
cuchem, jesli (Vx,y € A)(z <yVy<uz).

Definicja B.3 Niech (X, <) bedzie czesciowym porzqdkiem. Funkcje f : X — X
nazywamy ciaglq jesli dla kazdego przeliczalnego taricucha {c, } nen dla ktorego ist-
nieje sup{c, : n € N} zachodzi réwnos¢ f(sup{c, : n € N}) = sup{f(c,) : n €
N}.

Zauwazmy, Ze kazda funkcja ciagta jest monotoniczna. Rzeczywiscie, jesli x < y
to y = sup{z,y}, zatem f(y) = sup{f(z), f(y)}, a wiec f(z) < f(y).

Twierdzenie B.3 (Kantorovitch-Tarski) Niech (X, <) bedzie czgsciowym porzad-
kiem w ktorym kazdy przeliczalny taricuch ma supremum. Niech f : X — X bedzie
Sfunkcjq ciqgtq oraz niech b € X bedzie takie, Ze b < f(b). Wtedy sup{f™(b) : n € N}
Jjest najmniejszym punktem statym wigkszym lub rownym b.

Dowéd. Z nieréwnosci b < f(b) wynika, e f(b) < f(f(b)) = f%(b). W podobny
sposob, indukcjq wzgledem liczby naturalnej n, pokazujeny, ze (Yn € N)(f"(b) <
fL(b)). Zatem {f™(b) : n € N} jest przeliczalnym taricuchem. Niech a = sup{ f"(b) :
n € N}. Z ciqgtosci odwzorowania f wynika, Ze

fla) = sup{f(f"(b)) : n € N} = sup{f"*(b) : n € N} = q,

wigc a jest punktem statym odwzorowania f. Pokazaé musimy jeszcze, Ze a jest naj-
mniejszym punktem statym odwzorowania f wigkszym lub réwnym b. Zatéimy za-
tem, Ze b > c oraz f(c) = c. Lecz wtedy (Yn € N)(f™(b) < f"(c) = ¢), wigc
a =sup{f"(b):neN} <ec 0

B.2 Tablice semantyczne

Niech L bedzie zbiorem wszystkich zdan jezyka Rachunku Zdan. Dowolny podzbior
T C L nazywamy teoriq.

Definicja B.4 (Spelnianie) Niech m bedzie waluacjq i niech T bedzie dowolng teoriq
Wtedy
(mET) < (Vo e T)(n(p) =1).

Relacje = nazywamy spetnianiem.

Teorie T' nazywamy niesprzeczng, jesli istnieje waluacja m, ktora jest jej modelem,
czyli taka, ze m |= T. Eatwo jest podac przyktady teorii sprzecznych. Jest nig na
przykiad zbior {p, —p} lub {p,—q,p — q}. Teoria {p,p V q,—q} jest niesprzeczna,
gdyz jej modelem jest dowolna waluacja 7 taka, ze w(p) = 1.
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Definicja B.5 Niech T' bedzie teoriq oraz niech o € L. Wtedy
TEe < (r)mET —nr(p) =1)

Zdanie ,,(T = ¢)” odczytujemy ,, T pociaga p”. PokaZemy teraz twierdzenie, kidre
Jjest bardzo czesto wykorzystywane w algorytmach automatycznego dowodzenia twier-
dzen:

Twierdzenie B.4 Dla dowolnej teorii T' oraz dowolnego zdania ¢ prawdziwa jest
rownowaznos¢

(T = ¢) < (teoria T U {—p} jest sprzeczna).

Dowdd. Zatézimy, ze teoria T U {—p} jest niesprzeczna. Niech m bedzie jej modelem.
Wiedy m =T oraz w(—p) = 1, wigc 7 |= T oraz w(p) = 0. Zatem nie jest prawdq,
zeT = .

Zatézimy teraz, ze T |= ¢ oraz, Ze w |= T U {—p}. Wtedy rowniez m =T, a wigc
w(p) = 1, co jest sprzeczne z tym, Ze w(—p) = 1. 0

Do zbadania tego, czy dany skoriczony zbior zdan jest sprzeczny mozna zastoso-
wac metodeg tablic zero - jedynkowych. Omowimy teraz inng technike, zwanq technikq
tablic semantycznych, czesto stosowanq w Sztucznej Inteligencji. Polega ona na zbu-
dowaniu pewnego skoriczonego drzewa stow nad zbiorem {0, 1}, ktdrego wierzchot-
kom w bedq przyporzadkowane skoriczone podzbiory A(w) zbioru zdan L.

Definicja B.6 Drzewem semantycznym nazywamy trojke (T, <, A) takq, ze (T, <)
Jjest skoviczonym drzewem stow nad zbiorem {0,1} oraz A : T — P(L). Element
w € T nazywamy zamknigtym jesli istieje zdanie « takie, Ze {o,—a} C A(t).
Element ktory nie jest zamknigty nazywamy otwartym.

Elementarnym przeksztatceniem drzewa semantycznego bedzie polegato na do-
pisaniu do jakiegos otwartego liscia jednego lub dwoch potomkow i rozszerzeniu nan
funkcji A za pomocq jednej z przedstawionych nizej elementarnych transformacji. Za-
tozmy wige (T, <, \) jest drzewem semantycznym. Niech w bedzie lisciem drzewa T.
Oto lista regut rozszerzania liscia w:

1. {w:——a} = {w0: a},
{w:anp} —{wd:a,p}
{w:aVp} = {wd:a}, {wl: s}
{w:=(aVB)} = {wl: ~a, -8}
{w:a—= B} = {wl: —a}, {wl: S}
{w:=(a = B)} » {w0:a,~5}
{w:a+ B} = {wl: o, 8}, {wl : —~a, -5}
8 {w:=(a+ B)} = {wl: -a, B}, {wl : a,-0}
Regute pierwszq nalezy odczytywad nastepujqco: jesli w jest lisciem drzewa i zdanie
——a € A(w) to lis¢ w mozemy rozszerzyé o lis¢ w0 i dla liscia w0 funkcje A(w0)
okreslamy nastgpujqco: (A(w) \ {—~—a}) U{a}, czyli zdanie =—« zastepujemy zda-
niem q.

Regute trzeciq interpretujemy nastgpujqco: jeSli w jest lisciem drzewa i zdanie

aV B e Aw) to lis¢ w mozna rozszerzyé o elementy 0 i 1; w lisciu w0 element

NS LA W
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aV (3 zbioru A(w0) zastepujemy przez o zas w lisciu w1 element oV B zbioru A(w0)
zastepujemy przez 3.

Podobnie interpretujemy pozostate reguty.

Latwo mozna zauwazyc nastepujqacq wtasnos¢ regut rozszerzania lisci: jeSli 7 jest
waluacjq, ktora jest modelem pewnego liscia drzewa T i liS¢ ten zostatl rozszerzony,
to ™ bedzie modelem przynajmniej jednego z tych rozszerzen. Prawdziwa jest row-
niez implikacja odwrotna: jesli po rozszerzeniu liscia ktorys z jego potomkow bedzie
niesprzeczny, to rowniez i ow lis¢ lis¢ jest niesprzeczny.

Definicja B.7 Tablicq semantyczna dla zbioru zdani G nazywamy drzewo seman-
tyczne (T, <, A) ktore moze zostaé zbudowane z drzewa ({€}, < {(e, G)}) za pomocq
elementarnych transformacji.

Definicja B.8 Maksymalnq tablicq semantycznq zbioru zdari G nazywamy takq ta-
blice semantyczng (T, <, \) zbioru G, Ze dla dowolnego liscial € T istnieje zdanie
a takie, Ze {a, ~a} C A(1) lub | nie moze by¢ rozszerzone za pomocq Zadnej elemen-
tarnej transformacji.

Zauwazimy, Ze kazdq tablice semantycznq dla zbioru skoriczonego G mozna rozsze-
rzy¢ za pomocq elementarnych transformacji do tablicy maksymalnej - zastosowanie
kazdej z regut ,,upraszcza” transformowane zdania. Pokazac¢ mozna, Ze dla dowol-
nego skoriczonego zbioru zdan G nastepujqce zdania sq rownowazne:

o zbidr zdan G jest sprzeczny,
e istieje maksymalna tablica semantyczna zbioru G, ktorej wszystkie liscie sq
zamknigte,

o w kazdej maksymalnej tablicy semantycznej zbioru G wszystkie liscie sq za-
mknigte.

Otwarty lis¢ | maksymalnej tablicy semantycznej musi sie sktadac z samych litera-
tow, czyli zmiennych zdaniowych lub ich negacji. Ustalmy otwarty lis¢ | maksymalnej
tablicy semantycznej. Okreslmy waluacje na zbiorze zmiennych zdaniowych wystepu-
Jacychw G: w(p) = 1 <> p € A(l). Wtedy m = A(l) i tatwo mozna pokazaé, ze
réwniez = G.

Przyktad B.9 Pokazemy za pomocq tablic semantycznych, ze {p — q,q — r} |
p—r. NiechG={p—q,qg—r,~(p—=r)}

p—=aqq—r-p—r)}

1 (6) N\ (6)
{"}7,(]—)7“,—‘(]7—)7”)} {q,q—w',—'(p—)?“)}
1 (7) 1 (7)
{-p,q — r,p,—r} {a,9 = r.p,—r}
1 (6) N\ (6)
{a,~q,p,~r} {q,r,p,—r}

Obok relacji w tqczqcych wierzchotki z potomkami zaznaczone zostaty numery zasto-
sowanych elementarnych transformacji. Wszystkie liscie tego drzewa sq zamknigte.
Oznacza to, Ze zbior zdaii {p — q,q — r,—(p — 1)} jest sprzeczny. Zatem
{p—=aqa—=rtEp—r
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Przyklad B.10 Sprawdzimy za pomocq tablic semantycznych, czy prawdziwe jest wy-
nikanie {p — q,—p} | —r. Niech G = {p — q,—p, 1}

{p = ¢,—p, =}
+ (1)
{p — 4, D, T}
1 (6) ~ (6)
{=p,—p,7} {g,~p,7}
Zbudowalismy wigc drzewo maksymalne o otwartych lisciach. Zbior zdan G jest wigc
niesprzeczny. Jednq z waluacji jest 7 taka, ze w(p) = 0 oraz w(r) = 1. Widzimy, ze
rzeczywiscie m |= {p — q, ~p} oraz —(w = r).
Metoda tablic semantyczne moze by¢ rozszerzona na rachunek kwantyfikatorow

oraz na wiele innych logik.

B.3 Cwiczenia i zadania
Cwiczenie B.1 Pokaz, ze czesciowy porzadek (N \ {0}, ) jest kratq.

Cwiczenie B.2 Niech (X, <) bedzie kratq oraz niech x,y, z € X. Pokaz, Ze min{z,y, 2z} =
zA(YAz)=(zAy)Azorazmax{z,y,z} =2V (yVz)=(zVy) V2

Cwiczenie B.3 Pokaz, ze

r+y+ |z —yl
mw@wﬁr——j;——n
. _rty—|r—y
min(z,y) = T E—

dla dowolnych z,y € R.

Cwiczenie B.4 Zatozimy, Ze (L,V, \) jest strukturq w kidrej prawdziwe sq wszystkie
wtasnosci z Twierdzenia W strukturze tej definiujemy nierownos¢ a < b <«
a/ANb=a.

1. Pokaz, Zea <b<>aVb=0
2. Pokaz, Ze (L, <) jest kratq.

Cwiczenie B.5 Pokaz, ze kazda funkcja ciggta f : [0,1] — [0,1] (w sensie analizy
matematycznej) ma punkt staty.

Cwiczenie B.6 Niech

R={((z,y), (z+ Ly)) s x,y € Z} U{((2,9), (x,y + 1)) s z,y € Z}.

Wyznacz tranzytywne domknigcie relacji R.
Cwiczenie B.7 Rozstrzygnij za pomocq tablic semantycznych, czy zbior

{_‘(p/\ _'q)vq —1rpA —|7’}

Jjest sprzeczny?
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Zadanie B.1 Krate (L, <) nazywamy dystrybutywnq, jesli (x Ay) V (x A z) = x A
(y V 2). Podaj przykiad skoriczonej kraty, ktdra nie jest dystrybutywna.

Zadanie B.2 Niech R C X x X. Definiujemy odwzorowanie F : P(X x X) —
P(X x X) wzorem F(A) = RUIds U (Ao A)U A~Y. Wyznacz najmniejszy punkt
staty odwzorowania F'.

Zadanie B.3 Niech A C P(X). Definiujemy odwzorowanie F : P(P(X)) —
P(P(X)) wzorem

FR)=AU{AUB: A, BeR}U{A°: Ae R}
Wyznacz najmniejszy punkt staty odwzorowania F'.

Zadanie B.4 Pokaz, Ze ztozenie funkcji ciqgtych pomiedzy kratami jest rownieZ fun-
kcja ciagta pomiedzy kratami.

Zadanie B.5 Pokaz, 7e metoda tablic semantycznych jest zupetna, czyli Ze zbior zdar
Jjest sprzeczny, wtedy i tylko wtedy, gdy procedura budowy tablicy semantycznej pro-
wadzi do drzewa o wszystkich lisciach zamknigtych.



Aksjomaty teorii mnogosci

Set theory is the finest product of
mathematical genius and one of the
supreme achievements of purely
intellectual human activity.

D. Hilbert

W dodatku tym omowimy aksjomaty teorii mnogosci Zermelo - Fraenkela ktorq
oznaczaé bedziemy skrotem ZF. Jezyk tej teorii jest zbudowany z symbolu €, spojni-
kow logicznych, nawiasow, kwantyfikatorow 3 oraz ¥ oraz symbolu rownosci.

C.1 Aksjomaty
Aksjomat 1 (Ekstensjonalnosci)
Vz)(Vy)(Vz)(z €x > z€y) 2 =1y)

Aksjomat ten interpretujemy nastepujqco: dwa zbiory sq rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy majq te same elementy. Po wprowadzeniu oznaczenia x C y < (Vt)(t € x —
t € y) aksjomat ten mozna zapisac¢ w postaci (Vz)(Vy)((x Cy) A (y Cz) = = =
y). Implikacja odwrotma, czyli zdanie (Vz)(Vy)(zx =y — (V2)(z € © < z € ¥)
Jjest prawdziwa z powodow logicznych, gdyz jednym z aksjomatow logiki z rownosciq
Jjest postulat ,,rowne obiekty majq te same witasciwosci” (jest to tak zwana , zasada
Leibnitz’a”).

Aksjomat 2 (Zbioru pustego)

(32)(Vy)(~(y € z))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie zbioru pustego. Z Aksjomatu Ekstensjonalnosci
wynika, Ze istnieje tylko jeden zbidr pusty. Oznaczamy go, oczywiscie, symbolem (.

Aksjomat 3 (Pary)
Vz)(Vy)(3z)(Vt)(t €z > (t=axVi=1y))

Aksjomat ten gwarantuje nam istnienie pary nieuporzqdkowanej dla dowolnych dwoch
zbiorow. Z Aksjomatu Ekstensjonalnosci wynika jednoznaczos¢ pary. Oznaczamy jq
symbolem {x,y}. Wprowadzamy réwniez oznaczenie {x} na pare nieuporzqdkowanq
{z, z}, czyli na zbidr kidry zawiera tylko element z.

140
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Definicja C.1 (Kuratowski) (z,y) = {{z},{z,y}}.

Aksjomat Pary implikuje istnienie pary uporzqdkowanej (x,y) dla dowolnych obiek-
tow x iy.

Aksjomat 4 (Sumy)
(Vx)(Fy)(VE)(t ey <> (F2)(z €z At € 2))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnego zbioru. Z Aksjomatu Ekstensjo-
nalnosci wynika jednoznacznos¢ tej operacji. Sume zbioru x oznaczamy symbolem
\J . Dla danych zbioréw x i y definiujemy x Uy = | J{z, y}.

Aksjomat 5 (Zbioru potegowego)
(Vo) 3y) (V) (t € y ¢ £ C )

Aksjomat ten gwarantuje istnienie zbioru potegowego dowolnego zbioru x, ktory oznaczmy
symbolem P(x). Zauwaimy, Ze jesli x,y € z to {x,y} € P(z) oraz (x,y) €
P(P(z)).

Aksjomat 6 (Wyrézniania) Niech ¢ (x,y1,...,yn) bedzie dowolng formulq teorii
mnogosci. Wtedy nastepujqce zdanie jest aksjomatem:

(VO)(Vy1) ... Vyn)(3s)(Vz)(x € s & (x €LAY(T, 91, ,Yn))) -

Zbidr s ktdrego istnienie postuluje Aksjomat Wyrdzniania oznaczany jest przez {x €
s (X, Y1y .- Yn))}. Zbior aksjomatow {Al, A2, A3, A4, A5, A6} umozliwia zde-
finiowanie wigkszosci obiektow ktore sq potrzebne do uprawiania matematyki. Mo-
Zemy teraz zdefiniowac podstawowe operacje mnogosciowe:

DefinicjaC.2 . zNy={t€x:tecy},
22 z\y={tex:t¢y}
Jaezxy={te P(P(xUy)): (Fu)(Fv)(uczAhveyAt=(u,v))}
4 Ne={telUz: Vyex)tecy)l
Aksjomat Ekstensjonalnosci gwarantuje nam jednoznacznosé wprowadzonych ope-
racji. W definicji iloczynu kartezjariskiego skorzystalismy z uwagi sformutowanej po

Aksjomacie zbioru potegowego. Majqc zdefiniowane pojecie iloczynu kartezjariskiego
mozemy zdefiniowac pojecie relacji, funkcji, dziedziny i obrazu relacji.

Definicja C.3 1. rel(x) = (Jy)(F2)(x C y x 2),
2. dom(z) ={seJUx: (3t)((s,t) € 9:)}
3. rng(x) ={s e YUz : 31)((¢,5) € z)},
4. fnc(z) =rel(x) A (Yu)(V2) (V) (((u, 2) € z A (u,v) € ) = 2z = ).

W definicji dziedziny skorzystalismy z nastgpujacej obserwacji: jesli {x,y} € a to
x,y € Ja. Zatem jesli (x,y) € atox,y € JJa

Wprowadzimy teraz pewien skrot, ktory upraszcza niektore z rogzwazanych w dal-

szej czesci formut: (Ja)(x) = (32) (b(2) A (V) (b(y) = y = 2)).
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Aksjomat 7 (Zastgpowania) Niech o (x,y, z1,. .., z,) bedzie dowolnq formutq teo-
rii mnogosci. Wtedy nastgpujqce zdanie jest aksjomatem:

(V) (VZ)(Vz € 5)(3y)p(z,y, Z) = B)(Wy)(y € t & (B € s)i(z,y, 7)) -

Zauwazmy, Ze jesli formuta (x,y) posiada wilasnos¢ (Vxz)(3ly)y(x,y), to znaczy,
Ze definiuje ona jednoznaczne przyporzadkowanie: kazdemu obiektowi x przyporzad-
kowuje ona doktadnie jeden obiekt y taki, Ze 1 (x,y). Nazwijmy formute i o takiej
witasnosci przyporzadkowaniem funkcyjnym. Aksjomat Zastepowania mozemy wysto-
wié nastepujqco: obraz dowolnego zbioru przez przyporzadkowanie funkcyjne jest
zbiorem. Aksjomat ten ogrywa role w dosy¢ subtelnych rozumowaniach. Postuzymy
si¢ w nim w nastepnym dodatku, do udowodnienia istnienia liczby W;.

Zbior aksjomatow wprowadzonych do tej pory jest juz stosunkowo silny. Jego sita
odpowiada mniej wigcej sile aksjomatéw Peano arytmetyki liczb naturalnych. Nie
mozna jednak z niego wywnioskowac istnienia zbioru nieskoriczonego. Do jego istnie-
nia potrzebny jest nastepny aksjomat.

Aksjomat 8 (Nieskonczonosci)

Gr)@ ez (Vy)ly €z —yU{y} €))

Niech x bedzie zbiorem ktorego istnienie gwarantuje Aksjomat Nieskoriczonosci. De-
Siniujemy w = ({y € P(z) : 0 e y AN (Vt)(t € y — t U {t} € y)}. Pokaza¢ mozna,
Ze obiekt ten jest wyznaczony jednoznacznie (czyli, Ze nie zalezy od wyboru zbioru x).
Utozsamiamy go ze zbiorem liczb naturalnych.

Aksjomat 9 (Regularnosci)
Vo) (z £ 0 — Ftex)tnz=0))

Z Aksjomatu Regularnosci wynika, miedzy innymi, Ze nie istnieje ciqg elementow
Z1,...,Ty takich, Ze 1 € 2 € ...z, € x1. Rzeczywiscie, gdyby taki ciqg ist-
nial, to niech a = {x1,...,x,}. Zbior ten jest oczywiscie niepusty. Zauwazmy, Ze
Tn € x1 Naoraz jeslii > 1to x;_1 € x; N a. Nie istnieje wigc zbior b € a
taki, ze b a = (. W szczegdlnosci widzimy, 7e Aksjomat Regularnosci implikuje, ze
(V) (~(z € x)).

Zbior aksjomatow A1, ..., A9 nazywamy teoriq mnogosci Zermelo-Fraenkela i
oznaczmy go przez ZF. Jest to zbior nieskoriczony, gdyz Aksjomaty Wyrozniania oraz
Zastepowania nie sq pojedynczymi zdaniami, lecz sq schematami dotyczqcymi wszy-
stkich formut teorii ZF. Wiadomo, Ze nie mozna go zastqpi¢ skoriczonym zbiorem
zdar.

Ostatnim z aksjomatow omawianych w tym rozdziale jest Aksjomat Wyboru. W
celu jego wyrazenia skorzystamy z pojecia rozbicia:

Definicja C.4

part(z) = (Vy €x)(y #0) A (Vy,z € 2)(y # 2z > yNz=10)
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Aksjomat 10 (Wyboru)

(V) (part(x) — (3s)(Vy € z)(3t)(y Ns = {t}))

W teorii mnogosci ZF mozna udowodnic¢ rownowaznosé Aksjomatu Wyboru z wie-
loma innymi, tatwiejszymi do zastosowan, zdaniami. Przyktadami takich zdan sq:

1. produkt dowolnej rodziny zbioréw niepustych jest niepusty,
2. kazdy zbior mozna dobrze uporzqdkowac,
3. Lemat Kuratowskiego-Zorna.

Aksjomat Wyboru oznaczany jest przez AC. Teoriq mnogosci Z¥FC nazywamy
zbidr aksjomatéw ZF U {AC}.

C.2 O niesprzecznosci

Wszystkie formuty i zdania teorii mnogosci ZF zbudowane sq z symboli € oraz zmie-
nnych, spajnikow, kwantyfikatoréw, nawiaséw i znaku réwnosci. Znak € jest jedynym
pozalogicznym symbolem tej teorii. Specjalng klase formut stanowiq zdania. Sq to
formuty w ktorych nie ma zmiennych wolnych, czyli takich zmiennych, ktore nie sq w
zasiegu dziatania Zadnego kwantyfikatora.

Przyklad C.1 W formule vy = x3 obie zmienne xy i xs sq wolne. W formule
(3x)(x = y) zmienng wolnq jest y. Formuta (3z)(Vy)(x = y) nie ma zmiennych
wolnych, a wigc jest zdaniem.

Teoriq nazywamy dowolny zbior zdan. Aksjomaty teorii mnogosci stanowiq wigc pod-
zbior zbioru zdan. Tak wigc ZF oraz Z¥ C sq przyktadami teorii.

Niech T bedzie teoriq oraz 1 dowolnym zdaniem. Bedziemy mowili, Ze 1 jest do-
wodliwe w teorii T (T & 1)) jesli zdanie 1 moina wydedukowac ze zbioru zdan T.

Uwaga. Zdanie ) mozna wydedukowac ze zbioru zdan T jesli istnieje jego dowdd ze zbioru
zdan T, czyli skoriczony ciaqg zadan o, . . . , on taki, Ze Y, = Y oraz dla kazdego © < n zdanie
i jest tautologiq, elementem zbioru T lub jest wnioskiem logicznym z pewnych zdan ¢y, p;
takich, Ze k,l < i. Nie bedziemy dalej precyzowali tego pojecia. Czytelnik zaznajomi sig z nim
na wyktadzie z logiki matematycznej.

Mowimy, Ze zbior zdani T jest niesprzeczny, co zapisujemy jako Con(T), jesli
nie istnieje zdanie v takie, Ze T' & ) oraz T &= —). Zauwazimy, zZe jesli teoria jest
sprzeczna, to mozna z niej wywnioskowac dowolne zdanie, gdyz wyrazenie v N\ =) —
p jest tautologiq dla dowolnego zdania .

Do tej pory nie wiadomo, czy teoria mnogosci ZF jest niesprzeczna. Jej badaczom
wydaje sig jednak, Ze jest ona niesprzeczna. Zbadano bowiem dosyc szczegotowo
Jjej bardzo silne rozszerzenia i nawet w tych rozszerzeniach nie natrafiono na slad
sprzecznosci. Niestety, w chwili obecnej nie widac Zadnej rozsqdnej metody, ktorq
mozna by zastosowac do udowodnienia jej niesprzecznosci.

Definicja C.5 Niech T bedzie teoriq oraz niech 1) bedzie zdaniem. Mowimy, Ze zdanie
W jest niezalezne od teorii T jesli Con(T U {v}) oraz Con(T U {—}).
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Zauwazmy, ze jesli zdanie 1) jest niezalezne od teorii T', to —(T + 1) oraz ~(T +
—)). Gdyby na przyktad zdanie 1 bylo niezaleine od teorii T oraz T + 1 to wtedy
réwniez T U {—)} b 1), a wigc teoria T U {—} bytaby sprzeczna.

Aksjomat Wyboru jest przyktadem zdania, ktore jest niezaleine od teorii mnogosci
ZF. Prawdziwe sq bowiem nastepujqce twierdzenia:

Twierdzenie C.1 (Gddel) Con(ZF) — Con(ZF U {AC})

Twierdzenie C.2 (Cohen) Con(ZF) — Con(ZF U {-AC})

Innym stynnym przyktadem zdania niezaleznego od teorii mnogosci Z¥C jest tak
zwana Hipoteza Continuum, ktérq omowimy w nastgpnym rozdziale.

Aksjomat Regularnosci jest rowniez aksjomatem niezaleznym od pozostatych ak-
sjomatow. Niesprzeczna jest teoria mnogosci bez Aksjomatu Regularnosci ale za to
zdaniem (3z)(x € x).

C.3 Zadania
Zadanie C.1 Pokaz, ze (Vx)(Vy)(3!2)(z = x Ny) oraz (Vx)(Vy)(32)(z = = X y).

Zadanie C.2 Pokaz, Ze jesli {z,y} € ato {x,y} C |Ja oraz, ze jesli (x,y) € a to

{z,y} cUUe

Z)a)danie C.3 Pokaz, ze (Vz,y)(32)(V)(f € z & (fnc(f)Ndom(f) = xArng(f) C
Y

Zadanie C4 Pokaz, ze —=(32)(Vy)(y C ). Pokaz, ze =(3z)(Va)({a} € x).
Zadanie C.5 Z punktu widzenia teorii mnogosci kazda funkcja jest rodzing zbiorow,
gdyz jedynymi obiektami tej teorii sq zbiory. Zdefiniuj za pomocq Aksjomatu Wyroz-
niania produkt kartezjariski dowolnej funkcji.
Zadanie C.6 Pokaz, Ze nie istnieje funkcja f taka, Ze

dom(f) =wA (Yn)(f(n+1) € f(n)).
Wywnioskuj z tego, Ze nie istnieje ciqg x1, . . . , Ty, taki, ze

r1E€ET2E€...€ETy, €T .

Zadanie C.7 Pokaz, Ze zbior w jest zdefiniowany jednoznacznie.
Zadanie C.8 Pokaz w teorii ZF, ze jesli (X, <) jest liniowym porzadkiem oraz X =
(X:)ier jest dowolng rodzing parami roztqcznych, skoriczonych podzbioréw zbioru

X, to istnieje selektor rodziny X.

Zadanie C.9 Pokaz, 7e Aksjomat Pary mozna wyprowadzic z pozostatych aksjomatow
teorii ZF.
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Zadanie C.10 Pokaz, 7e dla kazdego zbioru A istnieje zbior B O A taki, 7e B x B C
B. Czy istnieje niepusty zbior A taki, 7e A x A = A?

Zadanie C.11 Rozwazimy jezyk z jednym symbolem funkcyjnym - oraz z jednq stata e.
Rozwazimy nastepujqcy zbior zdan:
TG ={(Ve,y,z)(x-(y-2)=(x-y) 2),Vz)(z-e =z Ne-x =2x),
(Vo)(Fy)(z-y=eAy-z=¢)}.
Zbior ten nazywamy, oczywiscie, teoriq grup. PokaZ, Ze zbior ten jest niesprzeczny.

Niech AB = (Vz,y)(x -y = y - x). Pokaz, Ze zdanie AB jest niezalezne od teorii
TG. Znajdz zdanie niezalezne od teorii TG U { AB}.

Zadanie C.12 Rozwaimy jezyk z jednym binarnym symbolem relacyjnym R. Roz-
wazmy nastepujqcy zbior zdan:
PO = {(Va,y,x)(R(x,y) A R(y, z) = R(z, z), (Vz)R(z, ),
(Vz,y)(R(z,y) ANR(y,z) > x=1y)} .
Zbior ten nazywamy, oczywiscie, teoriq czesciowych porzqdkow. Pokaz, Ze zbior ten

Jest niesprzeczny. Niech LIN = (Vx,y)(R(z,y) Ve = yV R(y, x)). Pokaz, Ze zdanie
LIN jest niezalezne od teorii PO.



Liczby Porzadkowe i Kardynalne

W rozdziale rozwazania bedziemy prowadzili w teorii ZFC, a zajmowac sig bedziemy
zbiorami tranzytywnymi, liczbami porzadkowymi oraz liczbami kardynalnymi. Roz-
wazania rozpoczniemy od zdefiniowana tych obiektow.

Definicja D.1 tran(z) = (Vy € z)(y C x)
Definicja D.2 ord(z) = tran(z) A (Vs,t €x)(s€tVs=tVieEs)
Definicja D.3 card(x) = ord(z) A (Vy € z)(y| < |z|)

Zbidr x nazywamy tranzytywnym jesli prawdziwe jest zdanie tran(z). Zbior x
nazywamy liczbq porzadkowq jesli prawdziwe jest zdanie ord(x). Zbidr x nazywamy
liczbq kardynalng jesli prawdziwe jest zdanie card(zx).

Zbior pusty jest tranzytywny. Latwo mozina pokazad, Ze jesli x jest zbiorem tran-
Zytywnym, to réwniez zbiory x U {x} oraz P(x) sq tranzytywne. Zbidr pusty jest
réwniez liczbq porzadkowq. Jesli x jest liczbq porzadkowq to i zbior x U {x} jest
rowniez liczbq porzadkowaq.

Przyklad D.1 Rozwazmy ciqg zbiorow
0, scf(0), scf(scf(0)), scf(scf(scf(0))),scf(scf(scf(scf()))),. ..

Elementy tego ciqgu sq liczbami porzadkowymi, gdyz 0 jest liczbq porzadkowq i
rodzina liczb porzadkowych jest zamknigta na operacje scf. Elementy tego ciqgu
utoisamiamy z liczbami naturalnymi. Zatem 0 = 0,1 = {0}, 2 = QU {0} =
{0} itd. Zwréémy uwage na to, ze dla dowolnego n prawdziwa jest réwnosé n =
{0,...,n—1}

Przyklad D.2 W rozdziale [Q zdefiniowalismy zbiér w. Byt nim najmniejszy zbior
do ktdrego nalezy () i kidry jest zamknigty na operacje * — x U {z}. Zbidr ten
Jest najmniejszq nieskoriczonqg liczba porzadkowaq i utozsamiamy go ze zbiorem liczb
naturalnych.

Twierdzenie D.1 (Vo) (VB)((ord(a) A B € o) — ord(5))

Dowdd. Niech o bedzie liczbq porzadkowq oraz niech B € . Wtedy 5 C «, wigc
relacja € liniowo porzqdkuje zbior 5. Musimy wigc pokazad, Ze 3 jest zbiorem tran-
ytywnym. Zatoimy wigc, Ze © € [ oraz, Ze t € x. Porownamy element t 7 elementem
B. Zachodzi jedna z mozliwosci: t € B, t = 5, B € t. Jeslit = Btof =1t € x € f,
co jest sprzeczne z Aksjomatem Regularnosci. Jesli B € ttot € x € B € t, co znowu
Jjest niemozliwe. Zatem t € (3. Poniewaz t byto dowolnym elementem obiektu x. wigc
x C B. Zatem [ jest zbiorem tranzytywnym.

146
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Dla kaZdej ustalonej liczby porzadkowej o okreslamy relacje
r<y+< (zeyVvVe=y)

na zbiorze a. Relacja ta jest spdjna, gdyz zdanie s € tV s =tV t € s jest rowno-
wazne ze zdaniem s <tV t < s. Pokazemy, Ze tak okreslona relacja pokrywa sig z
zawieraniem.

Lemat D.1
(Va)(Vz)(Vy)((ord(a) Nz e ahy€a) = (2 Cy+ (zeyVae=y)))

Dowaod. Zatoimy, Ze « jest liczbq porzadkowq oraz x,y € a. Zaczniemy od pokaza-
nia, Ze v Cy — (x € y Vo = y)). Niech wigc © C y. Z definicji liczby porzadkowej
wynika, Ze © € y lub x = y lub y € x. Trzecia mozliwosé, y € x, jest sprzeczna z
Aksjomatem Regularnosci. Zatem x € y lub x = y. PokaZemy teraz drugq implikacje.
Zatoimy wigc, Zex € yV x = y. Jesli x = y to x C y. Zatoimy zatem, Ze x € y. Z
Twierdzenia|D.I|wynika, Ze y jest zbiorem tranzytywnym, wigc x C y. 0

Udowodnimy teraz fundamentalne twierdzenie dla teorii mnogosci.

Twierdzenie D.2 Niech o bedzie liczbq porzadkowq. Wtedy relacja < dobrze po-
rzadkuje zbior o

Dowéd. Zwrotnosé, przechodniosé¢ oraz staba-antysymetria wynika z odpowiednich
wlasnosci inkluzji. Zatéimy wigc, Ze A jest niepustym podzbiorem liczby porzadkowej
a. Z Aksjomatu regularnosci wynika, Ze istnieje a € A takie, ze aN A = (). Pokazemy,
Ze a jest <-najmniejszym elementem zbioru A. Niech x € A. Gdyby x byt elementem
a, to wtedy przekrdj a N A bytby niepusty. Zatem a = x lub a € x, czyli a < x. 0

Zajmiemy sig teraz kolekcjq wszystkich porzqdkowych. Rozwazania rozpoczniemy
od udowodnienia pewnej wiasnosci odcinkéw poczatkowych. Niech (X, <) bedzie
porzadkiem liniowym. Zbior A C X nazywamy odcinkiem poczqtkowym, jesli

(Vz,y e X)((x € AN (y <x)) = yeA).

Lemat D.2 Niech o bedzie liczbg porzadkowq oraz niech X C « bedzie odcinkiem
poczatkowym. Wtedy X = « lub X = [, gdzie [ jest najmniejszym elementem zbioru
a\ X.

Dowod. Niech o bedzie liczbq porzadkowq oraz niech X C « bedzie odcinkiem
poczatkowym. Zatéimy, ze X # a. Niech a bedzie <-minimalnym elementem zbioru
a \ X. Z minimalnosci elementu a wynika, ze jeslit € atot € X. Odwrotnie, jesli
t>aorazt € atot ¢ X. Rzeczywiscie, gdybyt € X, toia € X, a to jest sprzeczne
ztym, Zea ¢ X. 0

Pokazemy teraz, ze dowolne dwie liczby porzadkowe sq ze sobq porownywalne.

Twierdzenie D.3 (Vz)(Vy)(ord(xz) Aord(y) = (r €yVae=yVy € z))



DODATEK D. LICZBY PORZADKOWE I KARDYNALNE 148

Dowdd. Niech i B bedq liczbami porzadkowymi oraz niech X = a0 3. Wtedy zbior
X jest odcinkiem poczqtkowym o oraz B. Zatézmy, 7e X # o« oraz X # B. Niech a
bedzie najmniejszym elementem o \ X oraz niech b bedzie najmniejszym elementem
B\ X. Z lematu wynika, ze X = a oraz X = b, co jest sprzeczne 7 definicjami
liczb aib.

Widzimy wigc, Ze « C B lub 5 C «o. W pierwszym przypadku o« = B lub o € B. W
drugim przypadku 5 = o lub § € a. N

DefinicjaD.4 1. sce(o) = (o =0) VvV (38)(ord(B) Ao = BU{S})
2. lim(a) = ord(a) A —sce(a)

Jesli prawdziwe jest zdanie scc(B), to liczbe porzadkowq B nazywamy nastepni-
kiem. Jesli prawdziwe jest zdanie lim(3), to liczbe porzadkowaq (B nazywamy liczbq
graniczng. Zbior liczb naturalnych w jest najmniejszq liczbq porzqdkowq graniczng.
Wszystkie jej elementy sq nastgpnikami. Nastgpnikiem jest rownieZ liczba w U {w}.

Lemat D.3 Zatozmy, ze « jest liczba porzadkowq. Wtedy liczba o U {a} jest naj-
mniejszq liczbq porzadkowaq wiekszq od o

Dowdéd. Oczywiscie o jest elementem zbioru o U {a}. Zatéimy, Ze v € a U {a}.
Wtedy v € a lub v = au O

Liczbq porzadkowq o U {a} oznaczad bedziemy od tej pory przez oo + 1.

D.1 Indukcja Pozaskonczona

W rozdziale tym zajmiemy si¢ rozumowaniami indukcyjnymi, ktorych dtugos¢ prze-
kracza liczbe porzadkowq w. Wprowadzimy najpierw dwa pomocnicze oznaczenia.
Niech wyrazenie (Vx € Ord)y(z) oznacza (Vx)(ord(x) — ¢¥(z)), oraz podobnie,
niech (3x € Ord)y(x) oznacza (3x)(ord(x) A Y(x)). Wyrazenie (Vx € Ord)yp(z)
traktujemy wigc jako skrot, gdyz nie istnieje zbior wszystkich liczb porzadkowych.

Twierdzenie D.4 (O indukcji pozaskonczonej) Niech)(x) bedzie dowolng formutq.
Wtedy
(Va € Ord)((VB € a)Y(B) — ¥(a)) = (Va € Ord)y(a)

Dowdd. Zatéimy, Ze prawdziwe jest zdanie (Yo € Ord)((VB € )¢ (8) — ()
oraz, Ze istnieje liczba porzadkowa « taka, ze —)(«). Niech o bedzie takq liczba.
Wtedy —~((V5 € ag)y(5). Zatem zbior

B={B¢€ar: ()}

Jjest niepusty. Niech By bedzie minimalnym elementem zbioru B. Wtedy —)(By) oraz
(Vv € Bo)v(7), z czego wynika, ze 1 (Bo). Otrzymalismy wigc sprzecznosé, ktora
koriczy dowod. 0

W rozdziale poswigconym indukcji udowodniliSmy twierdzenie o istnieniu funkcji
definiowanych rekurencyjnie. Udowodnimy teraz wzmocnienie tego wyniku.
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Twierdzenie D.5 (O rekursji pozaskonczonej) Zatoimy, ze o jest formulq takq, Ze
(Vo) (Aly)p(z,y). Wiedy

(Vo € Ord) ((3Lf)(fne(f) Adom(f) = a N (VB € a)p(f I8, £(B))))

Dowod. Zatoimy, ze p jest formulq spetniajqcq zatozenia twierdzenia. Pokazemy
najpierw, zZe jesli istnieje co najwyzej jedna funkcja f ktora spetnia warunek

dom(f) =a N (VB € a)p(f |8, f(B)).

Zatozmy bowiem, Ze istniejq dwie rozne funkcje f1 i fo spetniajace ten warunek. Niech
~y bedzie najmniejszq liczbq porzadkowq takq, zZe f1(7y) # fa(7y). Weedy f1 [v = fa |
y wige prawdziwe jest zdanie p(f1 17, f2(7)), z czego wynika, f1(7) = fa(7).

Istnienie funkcji f udowodnimy indukcjq pozaskoriczonq po parametrze o. Niech

GF(x, f) = ord(z) A func(f) A dom(f) =z N (Vy € z)o(f Ty, f(y)-
Zatozmy, ze (VB € o)(3f)GF (B, f).

Jesli a jest nastepnikiem, to o« =  + 1 dla pewnej liczby porzadkowej 3. Niech f
bedzie takq funkcja, ze GF (3, ), niech yo bedzie takim elementem, Ze zdanie o(f, yo)
Jest prawdziwe oraz niech g = f U {(8,yo)}. Wtedy dom(g) = « i zdanie GF (v, g)
Jjest prawdziwe.

Zatoimy teraz, Ze o jest liczbq graniczng. Dla kaZidej liczby € o niech fg be-
dzie takq funkcjaq, Ze zdanie GF((3, f3) jest prawdziwe. Rozumowanie podobne do
dowodu jednoznacznosci funkcji f pokazuje, Ze jesli f1 < 2 < ato fz, C fg,.
Niech f = \J{fs : B < a}. Wtedy zdanie GF (c, f) jest prawdziwe.

Pokazalismy wigc, Ze

(VB € )3N)GF(B, f) = (3f)GF(a, f).

Zatem prawdziwe jest zdanie (Vo € Ord)(3f)(GF(«, f), co koriczy dowdd twier-
dzenia. 0

Rekursja pozaskoriczona pozwala na budowanie funkcji dowolnych dtugosci po-
rzadkowych wtedy, gdy znamy jednoznaczny przepis na wyznaczenie wartosci f(«)
na podstawie wartosci (f(83))s<a. W wielu przypadkach rekursje pozaskoriczong
wykorzystuje si¢ w nastepujqcy sposob: definiuje si¢ wartos¢ funkcji dla liczby 0 i
oddzielnie definiuje sig¢ wartoSci funkcji dla nastepnikow oraz liczb granicznych.

Przyklad D.3 Dodawanie liczb porzadkowych definiujemy w nastgpujacy sposob:

a—+0 = «
a+(B+1) = (a+p8)+1
a+ A = Ua+8:8<A},  Jeslilim(N)

Latwo sprawdzic¢, Ze 1 +w = w < w + 1. Liczba porzadkowa w + w jest najmniejszq
liczbq porzadkowq graniczng wigkszq od w.
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Przyktad D.4 Mnozenie liczb porzadkowych « - 3 definiujemy w nastepujacy sposob:

a-0 = 0
a-(B+1) = (a-f)+a
a-A = U{a-B8: 8 < A} jeslilim(X)

Latwo sprawdzié, 7e2 - w=w<w- -2 =w+w < w - w.

Zdefiniujemy teraz wazngq rodzing zbioréw, za pomocq ktorej mozna uzyskac pierw-
szy, co prawda mocno przyblizony mocno przyblizony, opis struktury catego uniwer-
sum zbiorow:

Ry = 0
Ra+1 = P(Ra)
R = U{Rp: a < A} jesli lim(X)

Zbiory R, sq tranzytywne, gdyz ) jest zbiorem tranzytywnym i klasa zbioréw tran-
zytywnych jest zamknigta na operacje potegowania oraz sumy. Hierarchia ta jest ro-
snqca:

ROgR1§R2g~~~ngng+lgo”

Wszystkie inkluzje w powyzszym ciqgu sq wlasciwe.

Twierdzenie D.6 (O strukturze uniwersum) (Vz)(3a € Ord)(z € R,)

Dowdd. Zatoimy, Ze zdanie to nie jest prawdziwe. Istnieje wigc zbior a taki, ze (Vo €
Ord)(a ¢ R,). Niech

a* :{a}UaU(Ua)U(UUa)U(UUUa)U...

Zbidr a* jest tranzytywny, gdyz jesli x € y to x C |Jy. Niech b = {x € a* :
(Vo € Ord)(x ¢ Ry)}. Zbior b jest niepusty, gdyz a € b. Niech ¢ € b bedzie takim
zbiorem, ze c N b = (. Istnienie takiego elementu gwarantuje Aksjomat Regularnosci.
Z tranzytywnosci zbioru a* wynika, Ze ¢ C a*. Dla dowolnego elementu t € c istnieje
wigc o taka, Zet € R,. Rozwazmy nastepujqacq formute:

Y, y)=(x¢chy=0)V(zechordly) No € RyN(Vz €y)(x ¢ R.)).

Z definicji tej formuty wynika, ze (Vx)(3ly)v(x,y). Z Aksjomatu Zastepowania wy-
nika istnienie takiego zbioru d, ze

(Vu)(u € d + (Tt € e)(t,u)).

Widzimy wigc, ze elementami zbioru d sq liczby porzadkowe. Niech o = |Jd +
1. Wiedy (Vt € ¢)(t € Ry). Zatem ¢ C R,. A wigc ¢ € Roy1. Otrzymalismy
sprzecznosé, ktora koriczy dowaod. O

Powyzsze twierdzenie, w sposob nieco nieformalny, mozna zapisac nastgpujqco:
V= {J Ra.
ac Ord

gdzie V oznacza klase wszystkich zbioréw, zas Ord oznacza klase wszystkich liczb
porzadkowych.
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Przyklad D.5 Rozwazimy strukture (R,,, €). Elementy tej struktury mozemy opisac
Jako zbiory dziedzicznie skoviczone, czyli takie zbiory x dla ktorych zbior x* skonstru-
owany w dowodzie ostatniego twierdzenia jest skoriczony. Stosunkowo tatwo mozna
pokazad, Ze w tej strukturze prawdziwe sq wszystkie aksjomaty teorii ZFC z wyjq-
tkiem Aksjomatu Nieskoriczonosci. Wynika z tego, ze Aksjomat Nieskoriczonosci jest
potrzebny, gdyz nie mozna go wyprowadzic¢ z pozostatych aksjomatow.

Pokazemy teraz, Ze liczby porzadkowe opisujq z doktadnoscia do izomorfizmu
wszystkie dobre porzaqdki.

Twierdzenie D.7 Jesli (X, <) jest dobrym porzadkiem, to istnieje doktadnie jedna
liczba porzadkowa « taka, ze struktury (X, <) oraz («, C) sq izomorficzne.

Dowdd. Ustalmy dobry porzqdek (X, <). Niech
iso(a, f, X) = ord(a) A f € XA (Y8 < @) (f(B) = min(X \ f[B])),

oraz
P(t,a) = (t € x) A (3f)(iso(a, f, X) A f(a) =1).
Bez trudu sprawdzi¢ mozemy, ze (Vt € X)(3la)(t, o). Niech A bedzie takim zbio-
rem liczb porzadkowych, Ze
(Vy)(y € A< (3t € X)(t,y)).

Niech o bedzie najmniejszq liczbq porzadkowq wigkszq od wszystkich elementow
zbioru A. Wtedy porzadki (X, <) oraz (o, C) sq izomorficzne. Jednoznacznosé liczby
porzqdkowej o pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

Jesli liczba porzqdkowa « jest izomorficzna z dobrym porzqdkiem (X, <), to mo-
wimy, ze (X, <) ma typ porzadkowy « i zapisujemy to ot(X, <) = a.

Przyktad D.6 Niech A = {k — 2= : k,n € N}. Wredy ot(A, <) = w X w.

D.2 Funkcja Hartogsa

W rozdziale tym wprowadzimy jednq funkcje, ktora kazdemu zbiorowi przyporzadko-
wuje najmniejszq liczbe porzqdkowaq, ktorej nie mozna zanurzy¢ réZnowartosciowo w
rozwazany zbior.

Twierdzenie D.8
(Vz)Ba € Ord)(=(3f)(f : @« = x A fjest injekcjq))
Dowdéd. Niech
WO(x) = {r € P(z?) : r jest dobrym porzadkiem na swojej dziedzinie}.

Kazdemu elementowi r € WO(x) przyporzadkowujemy jego typ porzadkowy ot(r). Z
Aksjomatu Zastepowania wynika, Ze istnieje zbior A wszystkich typow porzadkowych
elementow zbioru WO(x). Niech a = ((JA) + 1. Zaldimy, Ze istnieje injekcja
fa— x Weedy zbiorr = {(f(B), f(7)) : B < v < a} bytby dobrym porzadkiem
o polu zawartym w x o typie porzadkowym «, co jest sprzeczne z tym, ze (Vx €
A)(z < o).
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Definicja D.5 Liczbq Hartogsa zbioru X nazywamy najmniejszq liczbe porzadkowq
« takq, Ze nie istnieje injekcja F' : « — X. Liczba ta oznaczana jest przez H(x).

Z ostatniego twierdzenia wynika, Ze dla kazdego zbioru X istnieje liczba porzaqd-
kowa H(x).

Twierdzenie D.9 Z Aksjomatu Wyboru wynika Zasada Dobrego Uporzqdkowania.

Dowdd. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Niech F : P(X) \ {0} — X bedzie
takq funkcjq, ze F(X) € X dla wszystkich niepustych podzbioréw X. Niech nastgpnie
k = H(X) oraz niech oo bedzie dowolnym elementem nie nalezqcym do zbioru X.
Indukcjq pozaskoriczonq dla liczb B < k definiujemy funkcje

C{ F(X\rng(f18) : X\rng(f 18)#0
f(ﬁ)‘{oo . X \rng(f 18) =0

Zauwazmy, Ze istnieje [ taka, Ze f(B) = oo, gdyz gdyby takiej liczby nie bylo, to
Sfunkcja f bytaby injekcjq liczby H(X) w zbidr X, co jest sprzeczne 7 definicjq funkcji
Hartogsa. Niech [y bedzie najmniejszq liczbq porzadkowa taka, zZe f(Bp) = oo.
Wtedy funkcja h = f | Bo jest bijekcjq pomiedzy liczba By a zbiorem X. Na zbiorze
X mozemy wigc zdefiniowac dobry porzqdek wzorem {(h(z),h(y)) : <y < Bo}.

Przy okazji pokazemy, ze z Aksjomatu Wyboru wynika Lemat Kuratowskiego -
Zorna.

Twierdzenie D.10 (ZF) Z Aksjomatu Wyboru wynika Lemat Kuratowskiego-Zorna.

Dowdd. Niech (X, <) bedzie czesciowym porzadkiem spetniajacym zatoZenia Lematu
Kuratowskiego - Zorma. Niech F : P(X)\{0} — X bedzie takq funkcjq, ze F(X) €
X dla wszystkich niepustych podzbioréw X. Niech nastgpnie k = H(X) oraz niech
00 bedzie dowolnym elementem nie nalezacym do zbioru X. Indukcjq pozaskoriczong
dla liczb B < k definiujemy funkcje

£(8) = { F{z: (W< B> f()} + Gy <B)(z> ()
00 2 2(3F2)(Vy < B) (@ > f())

Zauwazmy, Ze istnieje [ taka, Ze f(B) = oo, gdyz gdyby takiej liczby nie bylo, to
Sfunkcja f bytaby injekcjq liczby H(X) w zbidr X, co jest sprzeczne 7 definicjq funkcji
Hartogsa. Niech [y bedzie najmniejszq liczbq porzqdkowq taka, Ze f(By) = oo.
Zauwazmy, Ze By nie moze by¢ liczbq graniczng, gdyz wredy {f(y) : v < Bo} bytby
taricuchem, a wigc {x € X : (Vy < Bo)(f(v) < x)} bytby zbiorem niepustym, a
wigc f(Bo) # oo. Zatem jest 7y taka, Ze v+ 1 = (. Wrtedy f(v) jest elementem
maksymalnym czesciowego porzqdku (X, <). 0

Whiosek D.1 Nastepujqce zdania sq rownowazne w teorii ZF:
1. Aksjomat Wyboru
2. Lemat Kuratowskiego-Zorna

3. Zasada dobrego uporzqdkowania
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Uwaga. Aksjomat Wyboru jest uiywany w wielu dziatach matematyki. Potrzebny jest on do
udowodnienia réwnowaznosci definicji Heinego i Cauchy’ego ciggtosci funkcji. Potrzebny jest
do pokazania, Ze kazda przestrzen liniowa posiada baze oraz, Ze kazdy wtasciwy filtr rozszerza
sig do ultrafiltru.

D.3 Liczby Kardynalne

Z definicji podanej na poczqtku tego rozdziatu wynika, Ze liczbami kardynalnymi sq
takie liczby porzadkowe, ktore nie sq rownoliczne z Zadnym swoim wlasciwym odcin-
kiem poczatkowym. Oczywiscie wszystkie liczby naturalne oraz zbior w sq liczbami
kardynalnymi.

Definicja D.6
NO = W
Na+1 - H(Na>
Ny, = U{Rg: 8 < A} jesli lim(N)

Liczba X jest wigc dobrze nam znang liczbq porzadkowq w. Liczba N1 jest naj-
mniejszq liczbq kardynalng wigkszq od liczby Ny. Oznacza to, Ze liczba Ny jest nie-
przeliczalna oraz, e dowolna liczba porzadkowa 3 < N1 jest liczbq przeliczalng.

Bez trudu mozna pokazaé, ze kazda nieskoriczona liczba kardynalng jest postaci
N, dla pewnej liczby porzadkowej o. Zatem ciqg

Nog <Ny <Ny <o <R, <L

zawiera wszystkie liczby kardynalne.

Zauwazimy, Ze zdanie
(Vz)(3a)(ord(a) A |z| = |a|)

implikuje Aksjomat Wyboru, gdyz za pomocq bijekcji f : o — x bez trudu mozna
zbudowaé dobry porzqdek na zbiorze x, a z istnienia dobrego porzadku na dowol-
nym zbiorze x wynika (patrz Tw. [6.12) Aksjomat Wyboru. Prawdziwa jest réwniez
odwrotna implikacja.

Twierdzenie D.11 (ZF) AC — (Vz)(3k)(card(k) A |z| = |&|)

Dowdd. Niech x bedzie dowolnym zbiorem. Z Aksjomatu Wyboru (Twierdzenie [D.9)
wynika, Ze istnieje dobry porzqdek < zbioru x. Niech oy = ot(X, <X). Niech A =
{a < ap : ord(a) A |a] = |ag|}. Niech w koricu k bedzie minimalnym elementem
zbioru A. Wtedy k jest liczbq kardynalng oraz |x| = |k|. 0

Od tej pory bedziemy stosowali zapis |x| = k jesli k jest liczbq kardynalng oraz
|z = |~

Definicja D.7 Niech ki \ bedq liczbami kardynalnymi.
L s+ X=|(kx {0} U x{1})]
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2. K- A=|R XA
AL

s

3 kM=K

Dodawanie oraz mnoZzenie nieskoriczonych liczb kardynalnych jest wyjatkowo pro-
ste, co pokazuje nastepujqce twierdzenie:

Twierdzenie D.12 Dla dowolnych dwoch nieskoriczonych liczb kardynalnych k i \
prawdziwe sq réownosci k + A = k- A = max{k, A}.

Dowéd. Zauwazimy, Ze wystarczy pokazad, ze dla kazdej liczby porzadkowej o praw-
dziwy jest wzor N, - N, = N,. Rzeczywiscie, z ciqgu oczywistych nierownosci

|Nma"c{a,5}| S |Na + NB' S |No¢ . Nﬁ‘ S |N7n(m"{a,5} : NmaT{oz,,B}| = |Nma'r{(x,['3}|

oraz z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujenty rownosci
|Noz + N,@| = |Na . Nﬂ' = |Nmam{a,,3}|

Dowad tego, Ze N, - Ny, = N, przeprowadzimy indukcjq po a. Dla liczby o =
0 dowodzone zdanie jest prawdziwe, gdyz IN x N| = |N|. Zatdimy wigc, ze dla
wszystkich 8 < a zachodzi réwnos¢ Ng - Ng = Ng. Rozwaimy nastepujacy porzqdek
= na zbiorze R, X Ry:

(a,b) = (¢,d) + (mazxf{a,b} < maz{c,d})V (maz{a,b} = maz{c,d} Na < c)V

(max{a,b} = max{c,d} Na=cAb<d).

Latwo mozna sprawdzié, Ze relacja < jest dobrym porzqdkiem na iloczynie kartezjan-
skim Ry x Rg. Rozwazmy dowolny element (a,b) € R, x R,. Niech ¢ = mazx{a, b}.
Wtedy (a,b) = (¢, ¢). Zauwazmy, Ze

{(z,y) € Vo x Ny : (z,9) 2 (c,0)} C(c+1) x (c+1).

Niech B < « bedzie taka, Ze |c + 1| < Ng. Wrtedy, na mocy zatoZenia indukcyjnego,
mamy
‘(C—l— 1) X (C+1>| < Nﬁ-NB :NB'

Pokazalismy wigc, Ze = jest dobrym porzqdkiem na R, x R, takim, zZe dla dowolnego
(a,b) € Ry x R, moc zbioru {(z,y) € Ry X Ry, : (z,9) < (a,b)} jest ostro mniejsza
od R,. Zatem ot((Na X Ry, %)) < Ry A wige [Ny X Ry | <R, co koriczy dowdd [

Whiosek D.2 AC — (Vz)(|z| > Ro — |z x 2| = |z])

Dowdéd. Jesli prawdziwy jest Aksjomat Wyboru, to kazdy zbior jest rownoliczny z
pewngq liczbq kardynalng, a wigc rownos¢ |x x x| = |z| wynika z poprzedniego twier-
dzenia. O

Uwaga. W powyzszym wniosku zatozenie Aksjomatu Wyboru jest konieczne.
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D.4 Potegowanie Liczb Kardynalnych

Gilownym celem tej czesci jest omowienie zagadnieni zwiqzanych z mocq liczb rzeczy-
wistych, czyli z wyznaczeniem wartosci 280, W rozdziale tym zaktadamy, ze prawdziwy
Jest Aksjomat Wyboru, czego konsekwencjq jest, migdzy innymi to, Ze moc zbioru liczb
rzeczywistych jest liczbq kardynalng.

Definicja D.8 (CH) Hipotezq Continuum nazywamy zdanie 250 = X.

Twierdzenie D.13 Zatoimy, e 2 < \ < k oraz, Ze k > w. Wtedy \¥ = 2%,

Dowéd. Zauwazimy, Ze
2H S )\N S K/H S (QH)K — QH-N — 2/&)
wigc rownosé \* = 2" otrzymujemy z Twierdzenia Cantora-Bernsteina. O

Widzimy wigc, Ze znajomosé wartosci 2% pozwala nam na wyliczenie wartosci \*
dla wszystkich A\ < k. Szczegolnym przypadkiem tego twierdzenia jest znana juz nam
réwnosci 280 = (2%0)Ro,

Definicja D.9 Niech (k;);c1 bedzie dowolnq rodzing liczb kardynalnych.
13 e ki = |Uer (ki x {i})]
2. Hz‘el Ri = |Hi€[ K

Twierdzenie D.14 (Konig) Zatéimy, ze (\;)ic1 i (k;)ic1 beda takimi rodzinami liczb
kardynalnych taka, Ze (Vi € I)(\; < K;). Weedy Yo Ni < [Lies ki

Dowéd. Niech P = [];c; ki. Niech (X;)icr bedzie taka rodzing zbioréw, ze | J;c ; Xi =
P oraz |X;| = A\; dla wszystkich i € 1. Niech f € P bedzie takq funkcjq, Ze
f(@) € ki \{z(i) : v € Xy} dla kaidegoi € I. Wtedy f ¢ .., X. 0

Zauwazmy, ze 7 powyiszego twierdzenia mozemy w tatwy sposéb wyprowadzi¢
twierdzenie Cantora. Mianowicie, niech A bedzie dowolnym zbiorem. Niech N\, = 1
oraz kq = 2 dla wszystkich a € A. Wtedy

A=Y A < [] ra =21

acA a€cA

Definicja D.10 Kofinalnosciq nieskoriczonej liczby kardynalnej . nazywamy liczbe

cof(k) =min{a € Ord: (3f € k*)(VB < k)(Fy < a)(f(7v) > B)}.

Kofinalnos¢ dowolnej nieskoriczonej liczby kardynalng jest liczbq kardynalng. Z
réwnosci R, - N, = R, réwniez tatwo wynika, ze cof (Ro11) = Ro41 dla dowolnej
liczby porzadkowej a.. W szczegdlnosci cof (R,,) = N, dla kazdej liczby naturalnej n.
Jednak nie dla wszystkich liczb kardynalnych zachodzi réownosé cf (k) = k. Pierwszq
liczbq kardynalng ktora nie ma tej wtasnosci jest liczba N,,. Rozwazmy bowiem funk-
cje f(n) = N, Weedy f : w — N, oraz (V8 € X,)(An € w)(f(n) > B). Zatem
cof(N,) = w. Liczbe kardynalng k nazywamy regularng, jesli cof (k) = k.
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Twierdzenie D.15 (Konig) Dla kazdej nieskoriczonej liczby k prawdziwa jest nie-
réwnos¢ cof (2%) > k.

Dowdad. Zatoimy, ze cof(2") < k. Istnieje wtedy funkcja [ : k — 2 taka, Ze
Urng(f) = 2%, Lecz wredy

2= 3 | f(a) < [] 27 = @) =27,

a<k a<k

a wigc otrzymalismy sprzecznoscé. 0

Whiosek D.3 cof(2%0) > X

Whniosek ten mozna sformutowac nastepujqco: liczby rzeczywiste nie sq przeli-
czalng sumq zbioréow mocy mniejszej od continuum. Otrzymany wynik jest jedynym
praktycznym ograniczeniem na moc continuum.

Niech k™ oznacza najmniejszq liczbe kardynalng ostro wieksza od liczby k. Oczy-
wiscie, jesli kK = R, to kT = Ny 1.

Twierdzenie D.16 (Hausdorff) Zatozmy, ze 2 < A\ < Kk oraz, ze k > w. Wtedy
(k) =kt RN

Dowdd. Z nieréwnosci \ < k wynika, ze A < cof (k™) = k™. Zatem

P =1 ol s 3 R <wt

a<kt a<kt a<kt
Nierownos¢ w drugq strong jest zas oczywista. 0
Przyklad D.7 Ze wzoru Hausdorffa wynika, Ze
R3™0 = N3 - Np™0 = N3 - Ny - Ry N0 = Vg - Ry - RN = Ry - 2%
Widzimy wigc, Ze jesli prawdziwa jest Hipoteza Continuum to wtedy N3™o = Ry,

Wroémy do rozwazan zwiqzanych z mocq zbioru liczb rzeczywistych, czyli z wy-
znaczeniem liczby 2%0.

Definicja D.11 (GCH) Uogdlnionq Hipotezq Continuum nazywamy zdanie
(Yo € Ord) (2% = Roq1).
Nastepujqce dwa twierdzenia przyjmiemy bez dowodu:
Twierdzenie D.17 (Godel) Con(ZF) — Con(ZF U {GCH})

Twierdzenie D.18 (Cohen) Con(ZF) — Con(ZF U {-CH})
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Uwaga. Dowody obu twierdzen sq stosunkowo trudne. Pierwszy dowdd polega na zbudowaniu
uniwersum tak zwanych zbiorow konstruowalnych, pokazaniu, ze jest ono modelem teorii ZFC
oraz udowodnieniu, e w uniwersum zbiorow konstruowalnych prawdziwa jest GCH. Wymaga
to znajomosci logiki pierwszego rzedu oraz elementow teorii modeli. Dowod drugiego twier-
dzenia wymaga opanowania techniki forcingu. Polega ona na umiejetnym rozszerzaniu modeli
teorii mnogosci o specyficzne ultrafiltry w zupetnych algebrach Boolea’a z tych modeli.

Widzimy wigc, ze Hipoteza Continuum jest niezalezna od teorii ZFC. Postaramy
sig teraz pokazac jak mocno niezdeterminowana jest wartosé 2%°. Rozwazimy funkcje
F (k) = 2" okreslong dla nieskoriczonych liczb kardynalnych k. Funkcja ta posiada
dwie wlasnosci:

o El:jeslix < \to F(k) < F()),
o E2: c¢f(F(k)) > k dla wszystkich regularnych liczb kardynalnych k.

Okazuje sig, Ze sq to jedyne ograniczenia na wartoSci 2 dla regularnych liczb kardy-
nalnych. Prawdziwe jest bowiem nastepujqce twierdzenie

Twierdzenie D.19 (Easton) Zatozmy, Ze I jest funkcjq okreslonq dla nieskoriczo-
nych, regularnych liczb kardynalnych spetniajqcq warunki EI oraz E2. Wtedy teoria
mnogosci

ZFC U {(Vk)(k jest regularna — 2% = F(k))}

Jjest relatywnie niesprzeczna.

Przez relatywnq niesprzeczonos¢ rozumiemy niesprzecznos¢ pod warunkiem nie-
sprzecznosci teorii ZF. W szczegolnosci, z Twierdzenia Eastona wynika, ze jedynym
ograniczeniem na wartosé 2% jest to aby cof (280) > N,. Niesprzeczne sq wigc teo-
rie ZEC U {2% = N;}, ZFC U {28 = Ry}, ZFC U {2% = N3} i.t.d. Zauwaimy
rowniez, ze wartos¢é 28 nie ma wigkszego wptywu na wartosé liczby 281, Z twierdze-
nia Eastona wynika bowiem, niesprzeczne sq teorie ZFC U {2“0 =Ny 4 281 = Ny}
oraz ZFC U {2%0 = Ny + 281 = R3]}

Twierdzenie Eastona pokazuje, Ze jedynymi ograniczeniami na wartosci funkcji
2% dla liczb regularnych sq wtasnosci [El] oraz [E2]. Dla liczb nieregularnych sy-
tuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. RozwaZania nasze zakoriczymy dwoma
twierdzeniami, ktore ilustrujq to zjawisko.

Twierdzenie D.20 (Silver) Zatézmy, ze W1 < cof (k) < k oraz, Ze
(VA € Card)(\ < k — 2% = AT).

Wtedy 2% = k™.

Twierdzenie D.21 (Shelah)

(Vn < w) (2% < R,) — 2% < Ry,

D.5 Zadania

Zadanie D.1 Udowodnij prawdziwos¢ nastepujqacych zdan:
1. (Vz)(tran(z) — tran(P(z)))
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2. (Vx)(tran(x) — tran(scc(z))
3. (V2)(Vy)((y € © — tran(z)) — tran(Jx))

Zadanie D.2 Udowodnij prawdziwos¢ nastepujacych zdan:

1. (Vz)(ord(z) — ord(scc(z)))
2. (Vz)(My)(y € x — ord(2)) — ord(|Jx))

Zadanie D.3 Pokaz, Ze nie istnieje zbior wszystkich liczb porzadkowych. Pokaz, Ze
nie istnieje zbior wszystkich liczb kardynalnych.

Zadanie D.4 Pokaz, Ze dodawanie i mnoZenie liczb porzadkowych jest taczne.

Zadanie D.5 Pokaz, ze jesli o, B < Wy to a3 < Ry (symbol - oznacza tutaj mnoZzenie
liczb porzadkowych). Pokaz, Ze istnieje nieskoriczona liczba porzqdkowa o < Nq taka,
Zejesli B,y < atof-v<a.

Zadanie D.6 Dla danego zbioru a okreslamy tc(a) = {a} Ua U (Ja) U (UUa) U
(UUUa) U.... Pokaz, ze tc(a) jest najmniejszym zbiorem tranzytywnym do kiérego
nalezy zbior a.

Zadanie D.7 Pokaz, zZe dla kazdej liczby porzadkowej « zachodzi réownosé a = {x €
R, :ord(x)}.

Zadanie D.8 Pokaz, Ze jesli o, 5 sq liczbami porzadkowymi takim, Ze struktury (o, C
)i (8, C) sq izomorficzne, to o = S.

Zadanie D.9 Ktdre aksjomaty teorii mnogosci ZFC sq prawdziwe w strukturze (Ry, , €
)? Ktdre aksjomaty teorii mnogosci ZFC sq prawdziwe w strukturze (Ry,, €)?

Zadanie D.10 Zatozmy, 7e 2% = 2% = 28 = N, oraz, ze (Va > 4)(2% = N4 1.
Sprawd, ze zatozenie to spetnia warunki twierdzenia Eastona. Wyznacz wartosci Rym

dla wszystkich par liczb naturalnych n oraz m.

Zadanie D.11 Pokaz, Ze cof (k) jest liczbq kardynalng oraz, Ze cof (cof(k)) = cof (k)
dla dowolnej nieskoriczonej liczby kardynalnej k.

Zadanie D.12 Pokaz, przy pomocy Aksjomatu Wyboru, ze (Vo) (cf (Ra+1) = Rop1)-

Zadanie D.13 Pokaz, Ze istnieje taki podzbiér A plaszczyzny R? mocy continuum
ktory z kazdq prostq ma co najwyzej dwa wspolne punkty.

Zadanie D.14 Pokaz, Ze istnieje bijekcja f : R — R, ktorej wykres jest gesty na
ptaszczyinie.

Zadanie D.15 Pokaz, ze jesli prawdziwa jest Uogdlniona Hipoteza Continuum, to
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Zadanie D.16 (Sierpinski) Niech k bedzie nieskoriczonq liczbq kardynalng i niech
(An) a<x bedzie rodzing zbioréw mocy k. Pokaz, Ze istnieje rodzina (By,) o< parami
roztqeznych zbioréw mocy k taka, e (Voo < k)(By C Ay).

Zadanie D.17 Niech < bedzie takq relacjq na zbiorze X, Ze
VACX)A#D— Baec A(Wb)(b<a—b¢g A)).

Pokaz, Ze istnieje wtedy taka liczba porzadkowa o oraz funkcja f : X — « taka, Ze
(Va,y € X)(z <y — f(z) € f(y)).

b(n,k)
ok

Zadanie D.18 Kaidq liczbe naturalng przedstawiamy w postaci n = ),
gdzie b(n, k) € {0,1}. Niech

m(n) = {n(k) : b(n, k) = 1}.
Pokaz, zZe m jest bijekcjq pomiedzy zbiorami w oraz R,,.

Zadanie D.19 Pokaz, Ze rodzina wszystkich borelowskich podzbiorow prostej R jest
mocy «.

Zadanie D.20 Pokaz, ze nie istnieje podzbior prostej R porzadkowo izomorficzny z
w1.

Zadanie D.21 Zatézmy, ze 280 = 281 = 282 = X3 oraz 283 = Ny. Wyznacz k> dla
wszystkich nieskoriczonych liczb kardynalnych k, A < Ns.

Zadanie D.22 Niech E bedzie relacjq ufundowanq na zbiorze X. Pokaz, Ze istnieje
dobry porzadek (K, =) oraz funkcja f : X — K taka, ze (Vx,y € X)(zEy —
f(x) < fy).



Wskazowki do zadan

Zadanie @ Rozwaz rodzing wszystkich napisow, ktére majq takq samq liczbe na-
wiasow otwierajqcych co zamykajqcych i pokaz, indukcjq po stopniu ztozonosci, ze
kazde zdanie nalezy do tej rodziny.

Zadanie Zauwaz, Ze eval(m, o(tg, ..., 1¥n)) = eval(w, @), gdzie w jest walu-
acjq okreslong wzorem (w(1g), ..., m(¥n)).

Zadanie[l.4] Indukcjq wzgledem n pokaz, Ze pan, = p 0raz opi1 = T.
Zadanie Zauwaz, ze kazdy iloczyn X dtugosci n mozna zapisac jako (Y) - (Z),
gdzie Y jest pewnym iloczynem dtugosci a, Z jest pewnym iloczynem diugosci b oraz
a+ b = n. Stqd tatwo wynika wzor (I1). A z niego mamy c3 = co - c3 +¢1 - ¢+ ¢2 -
c1+c3-cg=0+1-14+1-140 = 2. Podobnie obliczamy, Ze c4 = 5.

Zadanie @ Mozna zbudowaé 22, czyli 16 nieréwnowaznych zdari.

Zadanie[l.8] Pokaz, Ze jesli o jest zbudowane tylko za pomocq koniunkcji i alterna-
tywy oraz T jest takq waluacje, ze (p;) = 1 dla kazdego i, to eval(m, p) = 1.

Zadanie Rozwinigcia dziesigtne liczb wymiernych sq postaci
Nalanblbkblbkblbk

dla pewnych ciqgow cyfr ay .. .a, oraz by ...bx. Rozwazana liczba nie jest tej pos-
taci.

Zadanie[I.10| Zbadaj pytanie ,, Ktorq droge wskazat by twdj wspotmieszkaniec?”
Zadanie Pokaz, ze xp 1 = {xo, ...,z } dla wszystkich n.

Zadanie2.5| Zaldi, ze A = P(A) i rozwaz zbior D = {x € A : x ¢ x}. Pokaz, ze
D € Ainastepnie,Ze D € D <+ D ¢ D.

Zadanie @ Zatdz, Ze istnieje taki zbior Q). Pokaz, ze wtedy zbidr P () bytby zbio-
rem wszystkich zbiorow.

Zadanie 3.1] Gracz pierwszy ma strategie zwycieskq w tej grze. Opisaé jg moina

nastepujqco: graj tak aby po kaidym twoim ruchu liczba pozostatych zapatek byla
podzielna przez 4.

160
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Zadanie[3.2| Pokaz, ze A x B = {(z,y) € P(P(AUB)) :x € AAy € B}.

Zadanie Na mocy twierdzenia Lagrange’a kazdq liczbe naturalng mozna przed-
stawic jako sumg czterech kwadratow liczb naturalnych. Zatem

(x >0) < (Ja,b,c,d)(x=a-a+b-b+c-c+d-d).

Zadanie @ Pokaz najpierw, Ze za pomocq symbolu | mozna zdefiniowacé wtasnosci
z = NWD(z,y) oraz z = NWW (z,y). Pokaz nastepnie, Ze dla dowolnej dodatniej
liczby naturalnej x mamy NW D(z, x+1) = 1 i wywnioskuj z tego, ze NWW (z, xz+
1) = 22 + x. Rozwaz nastepnie formute

k(z,y) =(x=0Ay=0)V(z#£0A(x+y=NWW(z,z +1)))

i sprawdy?, ze k(x,y) jest prawdziwe dla liczb naturalnych x i y wtedy i tylko wtedy,
gdy y = 2. Rozwaz w koricu formute p(x,y, z) zdefiniowanq nastepujaco

(Fa)(3)(3e) (k(x + y,a) ANk(z,b) Nk(y,c) N\a=b+ 2+ z+¢).
Pokaz, ze o(x,y, z) jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy z = xy.
Zadanie[4.2] Odpowiedz: 22").
Zadanie[@.4] liminf,cy A, = AN BNC, limsup,,c A, = AUBUC.

Zadani Zatozmy, zew € (Vg Uje s Ai gy coyli, ze (Vi € 1)(3j € J)(x € Ai j).
Dla kazdego i € I wybierzmy j; € J takie, ze x € A; j, i potozmy f = {(i,j;) : i €
I}. Wiedy x € (), Ai #(i), 2 czego wynika jedna inkluzja.

Zadanie Chodzi o nastgpujqce uogdlnienie: jesli F jest takq rodzing funkcji, Ze
(Vf,g € F)(f U g jest funkcja), to | J F tez jest funkcjq.

Zadanie Rozwaz alternatywe wszystkich koniunkcji postaci o = p;, A ... A\ Dj,
ktdre majq nastgpujqaca wtasnosé: dla kazdego ciagu wartosci logicznych (ty, ..., ty,)
jesli (t1,...,tn)(p) =1, to f(t1,...,t,) =1L

Zadanie[d.10] Zauwaz, e |{i > 1: (1,i) € R} >3 ub |[{i > 1:(1,i) ¢ R}| > 3.
Rozwaz kazdy z tych przypadkow oddzielnie.

Zadanie Zwrotnos¢ relacji ~ g wynika 7 tego, ze vx~' = e € H. Do udowod-
nienia symetrii skorzystaj 7 tego, e rownosci (vy)~t = y~ta ! oraz (x71)71 = x

sq prawdziwe w dowolnej dowolnej grupie.

Zadanie @ Niech p1, ... ,pn bedaq roinymi liczbami pierwszymi. Rozwaz zbior
T= {HieAPi :Ae P{1,...,n}H}

Zadanie Niech f(xz) = 1;’((;”)) , gdzie w jest wielomianem stopnia n oraz v jest

wielomianem stopnia m. Pokaz, Ze f(x) = ©(ax"~™).

Zadam'e Pokaz, ze jesli f < g, to f < % ag.
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Zadanie Zdefiniuj funkcje f : N — X w nastepujqcy sposob: f(0) = min< (X),
f(n+1) =minc (X \ {f(0),..., f(n)}). Pokaz, ze rng(f) = X. Wskazéwka: za-
67, ze X \ rng(f) # 0 i przyjrzyj sie <-najmniejszemu elementowi tego zbioru.

Zadanie Niech S bedzie selektorem rodziny {f~1[{b}] : b € B}. Rozwa;i takq
funkcje g : B — A, ze {g(b)} = SN fL[{b}].

Zadanie Pokaz najpierw, Ze jesli (an)new jest ciggiem liczb naturalnych, to
istnieje cigg no < n1 < ng < ... taki, Ze apny < py < Gpy <o

Zadanie Dla ciggu © € {0,1}* przez d(x) oznacz ciqg powstaly z © przez
podwojenie bitow, np. d(0101) = 00110011. Pokaz, Ze funkcja

f(z,y) = d(z)01ly

Jjest injekcjq.

Zadanie Wypisujac wszystkie ciqgi bez dwoch kolejnych liter a dtugosci 0, 1,
2, 3 stwierdzamy, ze so = 1, s1 = 2, so = 3 i 83 = 5. Rozwaz nastepnie ciqgi
dtugosci n + 1. Podziel je na dwa podzbiory: zaczynajqce sig od b i zaczynajqce sig
od ab. Pokaz, Ze nie ma innych mozliwosci. Wywnioskuj z tego, ze Sp+1 = Sp + Sp—1-
Nastepnie poréwnaj to réwnanie z definicjq liczb Fibbonacciego (rodz. [71) i wywnio-
skuj, e sp, = Fpq1.

Zadanie[7.3] Pokaz indukcjq matematyczng, ze
(Vn e N)(VAC{0,....n})(A#0— (Fa € A)(Vz € A)(a < z)).

Zadanie Zauwaz najpierw, ze n! = ™) = ¢2x=1 K5 Nastepnie, korzystajqc
z monotonicznosci funkcji In(x) pokaz, ze

n n n+1
/1 ln(m)dx<;1n(k)< /Z In(z)dz.

Skorzystaj teraz ze wzoru [ In(z)dz = z(In(z) — 1) + C.

Zadanie[7.6] Rozwaz nastepujacy porzqdek < na N x N:
(n,m) = (n',m') < (n<n)V(n=n"Am<m)

Z twierdzenia o produkcie dobrych porzadkow wynika, Ze jest to dobry porzqdek. Po-
kaz, ze gdyby funkcja Ackermana nie byta okreslona dla pewnej pary (n,m) to ist-
niatby nieskoriczony malejqcy ciqg elementow (N x N, <).

Zadanie[7.8) Rozwazzbiory A; = {2P(2i—1) :p € N}N{1,...,2n} (i=1,...,n).
Wtedy A1 U ... U A, = {1,2,....2n}. Jest wigc i (zasada Dirichletta) takie, Ze
[ANA;| > 2

Zadanie 7.9  Zaloz, Ze teza jest fatszywa. Kazdej liczbie ¢ € {1,...,mn + 1}
przyporzadkuj pare (r;, m;) takq, Ze r; jest najwigkszq diugosciq ciqgu rosnacego
zaczynajqcego sie od x; zas m; jest jest najwigkszq dlugosciq ciqgu malejgcego za-
czynajqcego sie od x;. Z fatszywosci tezy wynika, Ze dla kazdego i mamy 1 < r; < m
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oraz 1 <m; <n, cyli, Ze (ri,m;) € {1,...,m} x{1,...,n}. Zzasady Dirichletta
wynika istnienie i < j takiego, Ze (r;,m;) = (rj, m;). Rozwaz teraz dwa przypadki:
x; < xjoraz x; = xj.

Zadanie Rozwaz relacje réwnwaznosci =~ na zbiorze P({1,...,n}) \ {0} okre-
Slong formutq

A=~ B+ (A=BV A= B°.
Wyznacz jej klasy abstrakcji, oblicz |(P({1,...,n}) \ {0})/ = | i skorzystaj z zasady
Dirichletta.

Zadanie ??. Pokaz najpierw, zZe jesli (X, <) jest czesciowym porzqdkiem, a,b € X
sq nieporéwnywalne (czyli —=(a < b) i =(b < a)), to relacja

<W{(z,y):x<anb<y}

Jjest rowniez czeSciowym porzqdkiem, ktory rozszerza istotnie porzqdek <.

Zadanie [1f = {z € P(dom(f) x (Urng(f))) : func(z) A dom(z) =
dom(f) N (Vt € dom(f))(x(t) € f(2))}

Zadanie|C.6] Zaldz, ze dom(f) = w A (Vn)(f(n+1) € f(n)) i zastosuj Aksjomat
Regularnosci do zbioru rng(f).

Zadanie [C.8]  Zauwaz, Ze w kazdym skoriczonym i niepustym podzbiorze zbioru
liniowo uporzqdkowanego mozina wyrozini¢ pewien element, a mianowicie element
najmniejszy. Selektor rodziny X mozina wigc otrzymac za pomocq Aksjomatu Wyroz-
niania. Przyjrzyj sie bowiem zbiorowi

{reX:(FAcX)(zc ANNMyecA)(z<y))}.

Zadanie [C.9)  Pokaz najpierw, bez korzystania z Aksjomatu Pary, Ze istnieje zbior
¢, ktory posiada dwa rozne elementy a i b. Nastgpnie dla ustalonych ty i t1 rozwaz
formute

B(oy) = (@ =any =t)V(z £ary=t).

Zastosuj do formuty 1 oraz zbioru c Aksjomat Zastegpowania.

Zadanie Zauwaz, ze a € {a} € (a,b). Zalds, ze istnieje A # O taki, Ze
A C A x A Wtedy dla kazdego a € A istnie¢ musi b € A takie, ze b € {b} € a.
Skorzystaj teraz z Zadania[C.6

Zadanie[D.12] Przypomnij sobie, ze X, - R, = R,. Przy pomocy Aksjomatu Wyboru
pokaz, ze jesli (Xg)p<x,, jest rodzing zbiordw takq, ze (V3 < N,)(|Xg| < R,), to
[U{X5 : B <R} <N,

Zadanie[D.16] Wzoruj si¢ na zadaniu[8-8| ale zamiast korzystaé z réwnosci RoxRg =
No, skorzystaj z tego, Ze k X k = K, dla kazdej nieskoriczonej liczby kardynalnej k.

Zadanie [D.17|  Zdefiniuj funkcje f wzorem f(z) = {f(y) : y < x}. Oczywiscie,
musisz pokazad, Ze definicja ta jest poprawna.
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Zadanie Zauwaz, Ze jesli b(n, k) = 1 to k < n. Wywnioskuj z tego, Ze funkcja
T jest poprawnie okreslona. Nastepnie indukcjq po n pokaz, ze (Ym > n)(n(n) =

. . . . . 1-1
w(m) — m = n). Kolejnym indukcyjnym rozumowaniem pokaz, ze m : N — R,,,.
Aby pokazaé, ze m : N =% R, zaldz, Ze to nie jest prawdq i zastosuj Aksjomat Regu-
larnosci do zbioru R, \ rng(r).

Zadanie|D.19, Niech o(A) = {JX : X € AN|X]| < Ro}. Pokaz, ze jesli |A] < ¢
to rowniez |o(A)| < ¢. Niech Ay bedzie rodzing wszystkich odcinkéw. Zatézmy, Ze
mamy zdefiniowane Ag dla wszystkich § < «. Niech S, = |J{Ap : B < a} oraz
Bo = 0(8a). Ktadziemy A, = B, U{R\ X : X € B,}.

Pokaz, ze dla kazdej « < wy mamy |A,| = ¢ oraz, korzystajac z regularnosci
liczby w1, ze B(R) = J{ A4 : @ < w1}

Zadanie[D.20] Jaka moze by¢ moc rodziny niepustych parami roztqcznych odcinkdéw?
Zadanie|D.21| Skorzystaj z twierdzenia Hausdorffa.
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