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Współczynniki dwumianowe

Wzór dwumianowy Newtona

(1 + x)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xk

∑
n≥0

(1 + x)nyn = 1
1− (1 + x)y

Twierdzenie

1
1− (1 + x)y =

∑
n,k

(
n
k

)
xkyn
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Klasa kombinatoryczna

Definicja
Klasa kombinatoryczna: para A = (A, | · |) taka, że

1 | · | : A→ N
2 (∀n ∈ N)(|{a ∈ A : |a| = n}| <∞)

Oznaczenia
An = {a ∈ A : |a| = n}
an = |An|
A(x) =

∑∞
n=0 anxn (funkcja tworząca klasy A)

[xn] (
∑

n anxn) = an
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Przykłady

Liczby naturalne
N = (N, | · |), gdzie |n| = n
Nn = {n}, |Nn| = 1
N (x) =

∑
n xn = 1

1−x

Skończona struktura
A = ({◦,�}, | · |), gdzie | ◦ | = 1, |�| = 2
A(x) = 1 · x + 1 · x2

Pusta klasa
E = ({ε}, | · |), gdzie |ε| = 0
A(x) = 1 · x0 = 1
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Przykład

Funkcja tworząca

A(x) = 3 + 2x + 0x2 + 4x3 + 2x4 + . . .

Interpretacja
mam 3 obiekty rozmiaru 0

mam 2 obiekty rozmiaru 1

mam 0 obiektów rozmiaru 2

. . .

Intuicja
Wielomiany = klasy skończone
Funkcje wymierne = równania rekurencyjne
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Suma klas kombinatorycznych

Definicja (Suma)
Jeśli A = (A, | · |A), B = (B, | · |B) są klasami kombinatorycznymi
oraz A ∩ B = ∅, to A⊕ B = (A ∪ B, | · |A ∪ | · |B)

Twierdzenie

(A⊕ B)(x) = A(x) + B(x)

Dowód.
Niech C = A⊕ B. Wtedy Cn = An ∪ Bn, więc cn = an + bn, więc

∑
n

cnxn =
∑

n

(an + bn)xn =

(∑
n

anxn

)
+

(∑
n

bnxn

)
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Suma klas kombinatorycznych

Definicja (Produkt)
Jeśli A = (A, | · |A), B = (B, | · |B) są klasami kombinatorycznymi,
to A× B = (A× B, | · |), gdzie |(a, b)| = |a|A + |b|B

Twierdzenie

(A× B)(x) = A(x)× B(x)

Dowód.
Niech C = A⊕ B. Wtedy Cn =

⋃n
k=0(Ak × Bn−k), więc cn =

∑n
k=0(ak · bn−1),

więc

∑
n

cnxn =
∑

n

n∑
k=0

(ak · bn−k)xn =

(∑
n

anxn

)
·

(∑
n

bnxn

)
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Zastosowanie

Wiemy, że N (x) = 1
1−x

Przyglądamy się klasie A = N ×N ×N .
Mamy an = |{(a, b, c) ∈ N2 : a + b + c = n}|.

Mamy

A(x) = (N (x))3 = 1
(1− x)3 = (1− x)−3 =

∑
k

(
−3
k

)
(−x)k .

Co to jest ? (
−3
k

)
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Współczynniki dwumianowe

Definicja (Standardowa)(
n
k

)
= n!

k!(n − k)! = [n]k
k! , gdzie [x ]k =

k−1∏
i=0

(x − k)

Definicja (Wielomianowa) (
x
k

)
= [x ]k

k! ,

Twierdzenie (Górna negacja)(
x
k

)
= (−1)k

(
k − x − 1

k

)
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Zastosowanie - c.d.

A(x) =
∑

k

(
−3
k

)
(−x)k =

∑
k

(−1)k
(

k + 3− 1
k

)
(−1)kxk =

=
∑

k

(
k + 2

k

)
xk =

∑
k

(
k + 2
2

)
xk

Zatem
[xk ]A(x) =

(
k + 2
2

)
.

więc

|{(a, b, c) ∈ N3 : a + b + c = n}| =
(

n + 2
2

)
.
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Ciągi

Definicja
Jeśli A = (A, | · |A) jest taką klasą kombinatoryczną, że a0 = 0, to

SEQ(A) = E +A+ (A×A) + . . .

Twierdzenie

SEQ((A))(x) = 1
1−A(a)

Dowód.

SEQ((A))(x) = E(x) + (A)(x) + ((A)(x))2 + ((A)(x))3 + . . .
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Przykłady - sprawdzenie

Liczby naturalne
1 = ({•}, | · |), gdzie | • | = 1.
1(x) = x
SEQ(1)(x) = 1

1−x = N (x)

Ciągi bitów
B = ({↑, ↓}, | · |), gdzie | ↑ | = | ↓ | = 1.
B(x) = 2x
SEQ(B)(x) = 1

1−2x =
∑

n 2nxn
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Przykład

Domino
D = ({�,��}, | · |), gdzie |�| = 1, |��| = 2.
D(x) = x + x2

SEQ(D)(x) = 1
1−x−x2

Liczby Fibbonacciego
F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.∑

n Fnxn = 1
1−x−x2

ZATEM [xn]SEQ(D)(x) = Fn
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Przykład
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Cykle

Definicja
Jeśli A = (A, | · |A) jest taką klasą kombinatoryczną, że a0 = 0, to

CYC(A) = E +A+ (A×A)/ ∼ +(A×A×A)/ ∼ . . .

gdzie

(a0, . . . , an−1) ∼ (b0, . . . , bn−1) ≡ (∃k)(∀i)(bi = a(i+k mod n))

Twierdzenie

CYC(A)(x) =
∞∑

k=1

φ(k)
k ln 1

1−A(xk)
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Przykład

Naszyjniki
A = ({?, �}, | · |), gdzie | ? | = 1, | � | = 1.
A(x) = 2x
Niech C = CYC(A)

[x5]C(x) = [x5]
∞∑

k=1

φ(k)
k ln 1

1− 2xk = (?)

Korzystamy ze wzoru: ln 1
1−x =

∑
m≥1

1
mxm

(?) = [x5]
∞∑

k=1

φ(k)
k

∑
m≥1

1
m (2xk)m = [x5]

∑
k≥1

∑
m≥1

φ(k)
k

1
m2mxkm
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Naszyjniki-cd

Mamy

(5 = k ·m) ≡ ((k,m) = (1, 5) ∨ (k,m) = (5, 1))

więc
[x5]

∑
k,m≥1

φ(k)
km 2mxkm = φ(1)

1 · 5 2
5 + φ(5)

5 · 1 2
1 =

= 1
5 · 32 + 4

10 · 2 = 8
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Drzewa Binarne

Definicja rekurencyjna

T = {•}(E + T× T)

T(x) = x(1 + T(x)2)

Twierdzenie (Lagrange Inversion Theorem)
Załóżmy, że f (x) = xφ(f (x)), gdzie φ jest analityczna w otoczeniu
0 oraz φ(0) 6= 0. Wtedy

[xn]f (x) = 1
n [un−1](φ(u))n
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Drzewa Binarne - cd

T(x) = x(1 + T(x)2)

Stosujemy LIT do funkcji φ(x) = 1 + x2

1
n [un−1](1 + u2)n = 1

n [un−1]
n∑

k=0

(
n
k

)
u2k

więc

tn =


1
n
( n

n−1
2

)
n jest nieparzysta

0 jest parzysta
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Szkic dowodu LIT

Dowód.
Jeśli T (x) =

∑
n tnxn, to T ′(x) =

∑
n ntnxn−1. Więc

ntn = 1
2πi

∮
|z|=ε

T ′(z)
zn dz = (∗)

Podstawiamy u = T (z). Mamy du = T ′(z)dz . Z tego, że
T (z) = zφ(T (z)) otrzymujemy u = zφ(u), więc

(∗) = 1
2πi

∮
γ

φ(u)n

un du = [un−1](φ(u))n.
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ANALYTIC COMBINATORICS
PHILIPPE FLAJOLET, ROBERT SEDGEWICK

Cambridge University Press, 2009

DZIĘKUJĘ
jacek.cichon@pwr.edu.pl
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