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Woprowadzenie

Klasa kombinatoryczna

Klasa kombinatoryczna: para A = (A, |- |) taka, ze
Q| |:A=>N
Q@ (VneN)({ac A:lal =n}| <)

Oznaczenia
o A,={acA:|al=n}
® a, = |An]

o A(x) =352, anx" (funkcja tworzaca klasy A)

o [X"](X,anx") = an
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Woprowadzenie

Przyktady

o N =(N,|-|), gdzie [n| =n
o N,={n}, [N, =1
o N(x) =X, x" =+

1—x

Skonczona struktura

o A= ({o,00},]-]), gdzie [o]| =1, 0] = 2
o AxX)=1-x+4+1-x°

Pusta klasa
o &= ({c}.- ), gdzie |s| = 0
o Ax)=1-x"=1
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Woprowadzenie

Przyktad

Funkcja tworzaca

A(X) =3+ 2x+0x? +4x3 +2x* + ...

Interpretacja

@ mam 3 obiekty rozmiaru 0
@ mam 2 obiekty rozmiaru 1

@ mam 0 obiektéw rozmiaru 2

Intuicja

@ Wielomiany = klasy skonczone

@ Funkcje wymierne = réwnania rekurencyjne
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Podstawowe konstrukcje

Suma klas kombinatorycznych

Definicja (Suma)

Jesli A= (A,|-|a), B=(B,|"|sg) sa klasami kombinatorycznymi
orazANB=0,to A& B=(AUB,|-|aU]|"|B)

Twierdzenie

(A @ B)(x) = A(x) + B(x)

Dowod.

Niech C = A @ B. Wtedy C, = A, U B,, wiec ¢, = a, + b,, wiec

Z cnx" = Z(an + by)x" = <Z anx"> + (Z b,,x")

n
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Podstawowe konstrukcje

Suma klas kombinatorycznych

Definicja (Produkt)

Jedli A
toAxB=(AxB,

= (A,|-]a), B=(B,]|-|g) sa klasami kombinatorycznymi,
|- 1), gdzie |(a, b)| = |aa +|bs

Twierdzenie

D reolax - bp-1),

(A x B)(x) = A(x) x B(x)
Niech C = A& B. Wtedy G, = Uk oAk X Br_k), wiec ¢, =
wiec

n k=0 n

e =375 ok b = (Zanxn> . (be>
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Podstawowe konstrukcje

/astosowanie

o Wiemy, ze N(x) = 1=
@ Przygladamy sie klasie A = N x N x N.
e Mamy a, = |[{(a,b,c) €N?:a+ b+ c=n}|

Mamy

A = (W) = g = (=7 = X (f)(—x)k.
k
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Podstawowe konstrukcje

Wspétczynniki dwumianowe

Definicja (Standardowa)

k—1

n n! n
(k) _ =T = [k]!k’ gdzie [x]x = H(X — k)

i=0
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Podstawowe konstrukcje

/astosowanie - c.d.

Zatem

wiec

‘{(avb>c)€N3ia+b+C:n}|: (n—;—z) .
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Podstawowe konstrukcje

Definicja

Jesli A = (A,] - |a) jest taka klasa kombinatoryczng, ze ag = 0, to

SEQ(A) =&+ A+ (Ax A)+...

Twierdzenie

1

SEQUAN() = 1= 13)
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Podstawowe konstrukcje

Przyktady - sprawdzenie

o 1= ({o},]-|), gdzie |o| = 1.
o 1(x)=x
o SEQ(1)(x) = 1= = N(x)

o B=({1,0},-]). gdzie | 1| =| | =1.
e B(x) =2x
° SEQ(B)(x) = =2n2"X"
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Podstawowe konstrukcje

Przyktad

o D= ({0,000}, |- |), gdzie |O| = 1, || = 2.
o D(x) = x + x?
o SEQ(D)(x) = 1

1—x—x2
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Podstawowe konstrukcje

Przyktad

Domino

o D= ({0,000}, |- |), gdzie |O| = 1, || = 2.
o D(x) = x + x?
o SEQ(D)(x) = 1

1—x—x2

Liczby Fibbonacciego

@ F[p, =0 F=1, Fn+2 = FnJrl + Fp.

o Y, Fax" = 0
o ZATEM [x"]SEQ(D)(x) = F,
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Cykle

Jedli A = (A, |- |a) jest taka klasa kombinatoryczng, ze ag = 0, to
CYCA)=E+A+(AXxA)/ ~F+AXAXA)) ~ ...
gdzie

(ao7 soag a,,_1) ~ (b07 ceey bn—l) = (Elk)(Vi)(bi = a(i+k mod n))

Twierdzenie

o) = — B(k) N 1
CYC(A)(x) kz::l | AR
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Przyktad

° A=({xo}|-]) gdzie [x[ =1, [o|=1.
o A(x) =2x
o Niech C = CYC(A)

— (k) 1
1) = b1 Y 5 n g = ()
Korzystamy ze wzoru: In ﬁ = m>1 ;x’”
- ¢(k) 1 kym 5 ¢(k) 1 m_km
() =Db1Y =7 > — ()" =[x — 2
kzz:l k m>1 ) k>1m>1 kom "
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Naszyjniki-cd

Mamy
(5=k-m)=((k,m)=(1,5)V (k,m)=(5,1))
e %) ()5 (5)
o(k omy m_¢1 o(5
5]kmz>1 k 1 525+ﬁ21
- 32+1i0 2—38
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Drzewa

Drzewa Binarne

Definicja rekurencyjna

T={e}(E+TxT)

T(x) = x(1 + T(x)?)

Twierdzenie (Lagrange Inversion Theorem)

Zatézmy, ze f(x) = x¢(f(x)), gdzie ¢ jest analityczna w otoczeniu
0 oraz ¢(0) # 0. Wtedy

() = [ ) (6(w))"
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Drzewa

Drzewa Binarne - cd

T(x) = x(1 + T(x)?)
Stosujemy LIT do funkcji ¢(x) = 1+ x?

:,I;[nl](l_’_ _ nl]z<> 2k

wiec

- F(af1)  n jest nieparzysta
’ 0 jest parzysta
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Drzewa

Szkic dowodu LIT

Jedli T(x) =3, tax", to T'(x) = 3, ntax"1. Wiec

1 T'(z) ,
il — j|{2|_6 ——=dz = (%)

27 z"

Podstawiamy u = T(z). Mamy du = T'(z)dz. Z tego, ze
T(2) = z¢(T(2)) otrzymujemy u = z¢p(u), wiec

un

()= 377 § e = [ (6"

Jacek Cichon O Kombinatoryce Analitycznej



ANALYTIC COMBINATORICS
PHILIPPE FLAJOLET, ROBERT SEDGEWICK
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