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Wst ↪ep

Synchroniczna bramka logiczna generuje wartość wynikow ↪a w chwili, gdy otrzyma
wszystkie wartości wejściowe. Dlatego czas działania sieci zbudowanych z takich bra-
mek nie zależy od aktualnych wartości danych wejściowych lecz jest stały, równy
długości najdłuższej ścieżki obliczeń, czyli gł ↪ebokości. St ↪ad starania, aby sieci syn-
chroniczne miały jak najmniejsz ↪a gł ↪ebokość.

W sieciach asynchronicznych bramki generuj ↪a rezultat w momencie, gdy na pod-
stawie już poznanych wartości wejściowych mog ↪a jednoznacznie taki rezultat okre-
ślić. Dla takich sieci wskazana jest wi ↪ec analiza oczekiwanego czasu działania sieci,
przeprowadzona dla określonej klasy rozkładów prawdopodobieństwa danych wejścio-
wych. W pracy zajmujemy si ↪e tak ↪a analiz ↪a. Wprowadzamy również podział rozkładów
prawdopodobieństwa na odpowiednie klasy, które wykorzystujemy w rozważaniach na
temat złożoności czasowej sieci asynchronicznych. Odpowiednie definicje potrzebne do
analizy złożoności takich sieci pochodz ↪a z [JRS94].

W pracy prezentujemy rezultaty dotycz ↪ace złożoności sieci asynchronicznych uzy-
skane wcześniej przez innych autorów. Przedstawiamy podstawowe funkcje logiczne
takie jak OR, AND, PARITY, MAJORITY, THRESHOLD i omawiamy ich złożoność
w średnim przypadku. Oprócz tego zamieszczamy wyniki dla równoległego problemu
sum prefiksowych i pokazujemy ich zastosowanie do obliczania sumy dwóch liczb
([JRSW93]).

Na koniec prowadzimy rozważania na temat czasu oczekiwanego dla sieci sor-
tuj ↪acych zbudowanych z asynchronicznych komparatorów. Koncentrujemy si ↪e tutaj
na danych wejściowych o rozkładzie jednorodnym. Szczególn ↪a uwag ↪e poświ ↪ecamy przy
tym sieciom scalaj ↪acym Odd–Even i bitonicznym.

W pracy przyjmujemy zasadniczo model sieci, w którym bramki maj ↪a stały fa-
nin i fanout. Jednak w niektórych przypadkach czynimy odst ↪epstwo od tej zasady.
Wówczas jednak wyraźnie to zaznaczamy.
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1.1 Podstawowe definicje

W niniejszym rozdziale zdefiniujemy podstawowe pojecia dotycz ↪ace funkcji boolow-
skich oraz sieci logicznych.

Definicja 1 Poj ↪ecia podstawowe

Niech Bmn oznacza zbiór funkcji boolowskich f : {0, 1}n → {0, 1}m i niech Bn = B1n.

Niech Dn oznacza zbiór wszystkich rozkładów prawdopodobieństwa µ określonych
na {0, 1}n. Jednorodny rozkład na {0, 1}n, który określa równe prawdopodobieństwa
wyst ↪apienia dla wszystkich 2

n możliwych wektorów oznaczamy przez µUNIn .

Dla dowolnego µ ∈ Dn niech Supp(µ) b ↪edzie zbiorem wszystkich wektorów X ∈
{0, 1}n dla których µ(X) 6= 0. Nazwijmy rozkład µ ∈ Dn ściśle pozytywnym jeśli
Supp(µ) = {0, 1}n.

Baz ↪a sieci (lub krócej baz ↪a) nazywamy dowolny zbiór funkcji logicznych, z których
zbudowana jest sieć. Niech Cir(f) oznacza zbiór wszystkich sieci nad ustalon ↪a baz ↪a,
które licz ↪a f . Dla sieci należ ↪acej do Cirµ(f) żadamy, żeby rezultaty równały si ↪e f(X)
tylko dla wejściowych wektorów X ∈ Supp(µ).

Jak łatwo zauważyć, informacje w sieciach zbudowanych z bramek asynchronicz-
nych mog ↪a być rozpowszechniane dużo szybciej niż w sieciach synchronicznych. Dla
przykładu, jeśli jedno z wejść bramki OR jest znane wcześniej niż drugie i ma ono
wartość 1, wtedy wyjście jest zdeterminowane i nie zależy od innych wartości wejścio-
wych. Pisz ↪ac bardziej formalnie, możemy dla każdej bramki v w asynchronicznej sieci
C zdefiniować funkcj ↪e czasu

time : {0, 1}n → IN

która wyznacza dla każdego wejścia X ∈ {0, 1}n numer pierwszego kroku, w którym
bramka v może podać swój końcowy rezultat resv(X).

Definicja 2 Niech C b ↪edzie sieci ↪a i niech v b ↪edzie bramk ↪a w C oraz niech X b ↪edzie
dowolnym wejściem sieci C. Niech resv(X) b ↪edzie rezultatem uzyskanym przez bramk ↪e
v w sieci C z danymi wejściowymi X. Dla bramek daj ↪acych stały rezultat i bramek
wejściowych v ustalamy timev(X) := 0. Dla pozostałych bramek v z k bezpośrednimi
przodkami v1, . . . , vk definiujemy

timev(X) := 1 + min{ t | obliczone wartości resvi(X) w czasie timevi(X) ¬ t
jednoznacznie wyznaczaj ↪a resv(X)}.
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Dla sieci C z bramkami wyjściowymi y1, . . . , ym definiujemy globaln ↪a funkcj ↪e czasu
w nast ↪epuj ↪acy sposób

timeC(X) := max
i
timeyi(X).

Dla przykładu, czas dla bramki v typu OR z poprzednikami v1 i v2 jest dany przez
nast ↪epuj ↪ac ↪a zależność

timev(X) := 1 +
{
max{timev1(X), timev2(X)} gdy resv1(X) = resv2(X) = 0
min{timevi(X) | resvi(X) = 1} w p.p.

Tak zdefiniowana funkcja opisuje nam minimalny czas po upływie którego wewn ↪etrzna
bramka jest zdolna do podania swojej wartości końcowej. Bramka nie przekazuje żad-
nego sygnału do swego nast ↪epnika w przypadku, gdy zna już swój rezultat końcowy.
Sieci z takimi bramkami b ↪edziemy nazywać sieciami z czasem niejawnym.

Dla przeprowadzenia analizy własności sieci możemy ograniczyć nasze rozważania
tylko do standardowej bazy bramek, czyli AND, OR i NOT.Wynika to z nast ↪epuj ↪acego
twierdzenia:

Twierdzenie 1 [JRS94] Dla dowolnej pary skończonych baz B1,B2 istnieje stała k
o nast ↪epuj ↪acej własności: Dla każdej sieci C1 zbudowanej z bramek należ ↪acych do B1
istnieje równoważna sieć C2 zbudowana z bramek należ ↪acych do B2 o nast ↪epuj ↪acej
własności

∀X timeC1(X) ¬ k · timeC2(X).

1.2 Bramki z jawnym czasem informacji

Aby otrzymać bramki logiczne, które w sposób jawny sygnalizuj ↪a moment obliczenia
swojego wyniku, należy rozszerzyć logik ↪e dwuwartościow ↪a do logiki trójwartościowej,
poprzez dodanie symbolu ”?”, który oznacza ”jeszcze nie wiem”. Na przykład, dla
funkcji OR i AND dostaniemy wtedy nast ↪epuj ↪ace tabelki funkcji

OR ? 0 1
? ? ? 1
0 ? 0 1
1 1 1 1

AND ? 0 1
? ? 0 ?
0 0 0 0
1 ? 0 1

Zakładamy, że wszystkie bramki wewn ↪etrzne w sieci s ↪a inicjowane wartości ↪a ”?”.

Sieci z bramkami, które sygnalizuj ↪a obliczenie swego wyniku, nazywamy sieciami
czasu jawnego. Realizuj ↪ac sieć czasu jawnego w praktyce, używamy binarnego kodo-
wania trójwartościowej logiki. Prostym rozwi ↪azaniem jest dodanie dodatkowego bitu
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– OK-bit, który wskazuje czy drugi bit – DATA-bit jest aktualnym rezultatem. W ten
sposób otrzymamy nast ↪epuj ↪ace kody: kod(?)={ (0,0) , (0,1) }, kod(0)={ (1,0) },
kod(1)={ (1,1) }.

1.3 Równoważność modeli czasowych

Do realizacji poszerzonych trójwartościowych funkcji OR i AND użyjemy jednak in-
nego kodowania, które wymaga tylko dwóch równoległych bramek dla obliczenia ko-
dowanej wersji OR lub AND.

Do nowego kodowania użyjemy pary bitów ( OK ∧ DATA , OK ∧ ¬ DATA ) za-
miast ( OK , DATA ). W ten sposób 0 jest kodowane jako (0,1), wartość 1 jako (1,0)
a ”?”jako (0,0). Kod (1,1) w ogóle nie wyst ↪epuje. Poniżej mamy tabelki opisuj ↪ace spo-
sób realizacji bramek AND i OR (negacja może być realizowana w sposób dowolny).
Dla z = x ∨ y słowo kodowe (z1, z2) jest liczone ze słów kodowych (x1, x2),(y1, y2),
b ↪ed ↪acych przedstawieniem x i y, w nast ↪epuj ↪acy sposób

z1 = x1 ∨ y1 z2 = x2 ∧ y2

x (x1, x2) y (y1, y2) z (z1, z2)
0 (0,1) 0 (0,1) 0 (0,1)
1 (1,0) * 6=(1,1) 1 (1,0)
? (0,0) 6=1 6=(1,*) ? (0,0)

gdzie * oznacza dowoln ↪a wartość. Analogicznie dla z = x ∧ y mamy
z1 = x1 ∧ y1 z2 = x2 ∨ y2

x (x1, x2) y (y1, y2) z (z1, z2)
0 (0,1) * 6=(1,1) 0 (0,1)
1 (1,0) 1 (1,0) 1 (1,0)
? (0,0) 6=0 6=(*,1) ? (0,0)

Wykorzystuj ↪ac powyższy sposób kodowania otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a prost ↪a za-
leżność, która znacznie ułatwia nam dalsze rozważania

Twierdzenie 2 [JRS94] Każda trójwartościowa sieć czasu jawnego C (zbudowana
z bramek należ ↪acych do standardowej bazy AND, OR i NOT) może być symulowana
przez konwencjonaln ↪a dwuwartościow ↪a sieć C

′ o tej samej gł ↪ebokości i czasie działania
jak C oraz o co najwyżej dwa razy wi ↪ekszym rozmiarze.

W zwi ↪azku z powyższym twierdzeniem nasze dalsze rozważania ograniczamy do
sieci z czasem niejawym, które s ↪a zbudowane z bramek należ ↪acych do bazy standar-
dowej.
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Definicja 3 Dla funkcji t : {0, 1}n → IN i rozkładu prawdopodobieństwa µ : {0, 1}n →
[0; 1] niech

Eµ(t) :=
∑

X∈{0,1}n
t(X)µ(X)

b ↪edzie wartości ↪a oczekiwan ↪a t dla rozkładu µ. Jeśli D jest zbiorem rozkładów praw-
dopodobieństwa, to definiujemy

etime(f,D) := max
µ∈D

min
C∈Cirµ(f)

Eµ(timeC)

jako optymalny czas oczekiwany sieci dla funkcji f z uwzgl ↪ednieniem rozkładów
należ ↪acych do D.
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Rysunek 1: Tradycyjna sieć licz ↪aca funkcj ↪e ORn o złożoności najgorszego przypadku
równej dokładnie dlog ne (przykład dla n = 16).

Przykładem funkcji logicznej, która może być policzona dużo szybciej za pomoc ↪a
sieci z bramkami asynchronicznymi niż synchronicznymi jest n-argumentowa funkcja
OR zdefiniowana nast ↪epuj ↪aco

ORn(x1, . . . , xn) := x1 ∨ . . . ∨ xn

W przykładzie tym posłużymy si ↪e bramkami ze standardowej bazy {OR,AND,NOT}.
Klasyczna, optymalna synchroniczna sieć licz ↪aca ORn ma postać pełnego drzewa bi-
narnego i jej przykład jest pokazany na rysunku 1. Jak łatwo zauważyć, wszystkie
ścieżki w tej sieci prowadz ↪ace od liści od korzenia maj ↪a długość dlog ne lub blog nc,
w zwi ↪azku z czym czas obliczeń jest stały i wynosi dlog ne.
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Rysunek 2: Optymalna sieć asynchroniczna licz ↪aca funkcj ↪e ORn dla danych o rozkła-
dzie jednorodnym (przykład dla n = 16).
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Używaj ↪ac do obliczania funkcji ORn sieci C = Cn z wejściami x1, . . . , xn, zdefinio-
wanej w nast ↪epuj ↪acy sposób

C2 = xn−1 ∨ xn
Ci = xn−i+1 ∨ Ci−1 i = 3, . . . , n

(przykład takiej sieci dla n = 16 przedstawiono na rysunku 2), otrzymamy optymalne
ograniczenie czasu oczekiwanego dla funkcji ORn:

Twierdzenie 3 [JRS94]

etime(ORn, µUNIn ) ¬ 2− 2−n+2.

Dowód: Zgodnie z definicj ↪a wartości etime, dla sieci C mamy

etime(ORn, µUNIn ) ¬ EµUNIn
(timeC) =

=
n−1∑
t=1
t · Pr[dopiero t-ty bit jest równy 1]

+ (n− 1) · Pr[tylko ostatni bit jest równy 1]
+ (n− 1) · Pr[wszystkie bity s ↪a równe 0] =

=
n−1∑
t=1
t · 12t + (n− 1) ·

1
2n + (n− 1) ·

1
2n =

n∑
t=1

t
2t +

n−2
2n =

= 2− n+22n +
n−2
2n = 2− 2

−n+2

2

Jest jednak rzecz ↪a oczywist ↪a, że sieć zbudowana tak, jak na rysunku 2 ma bardzo
zł ↪a złożoność w najgorszym przypadku, równ ↪a n − 1, co niekiedy jest niepoż ↪adane.
Można temu zaradzić niewiele pogarszaj ↪ac średni czas. Dla sieci skonstruowanej tak,
jak na rysunku 3, gdzie i-te wejście jest na poziomie co najwyżej 2blog ic+1, maksy-
malny czas obliczeń wynosi też co najwyżej 2 log n+1 a czas oczekiwany jest mniejszy
niż 2.3.

Oczywiście podana tutaj definicja czasu oczekiwanego nie jest jedyn ↪a możliw ↪a.
Możemy na przykład zastanowić si ↪e nad istnieniem jednej optymalnej sieci dla danej
funkcji logicznej i zbioru rozkładów. W takim wypadku definicja czasu oczekiwanego
b ↪edzie miała postać

etime(f,D) := min
C∈Cirµ(f)

max
µ∈D
Eµ(timeC)

Ciekawe wyniki dla takiej definicji czasu oczekiwanego uzyskano dla alternatywy i ko-
niunkcji w pracy [BHPS94].
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Rysunek 3: Sieć asynchroniczna licz ↪aca funkcj ↪e ORn o logarytmicznej gł ↪ebokości
(przykład dla n = 16).
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Omawiane do tej pory wyniki dotyczyły tylko sieci z wejściami danymi przez rozkład
jednorodny. W rzeczywistości jednak wejścia maj ↪a cz ↪esto inne, bardziej skompliko-
wane rozkłady. W zwi ↪azku z tym, analizuj ↪ac złożoność średniego przypadku dla sieci
asynchronicznych, należy zdefiniować również miar ↪e złożoności dla rozkładów praw-
dopodobieństwa, które generuj ↪a dane wejściowe. Złożoność t ↪a możemy mierzyć za
pomoc ↪a gł ↪ebokości sieci, które startuj ↪ac z wektorem o rozkładzie jednorodnym na
wejściu, na wyjściu daj ↪a nam potrzebny rozkład.

Definicja 4 Niech sieć C posiadaj ↪aca r bramek wejściowych i n bramek wyjściowych
realizuje przekształcenie zmiennej losowej Z zdefiniowanej na {0, 1}r w zmienn ↪a lo-
sow ↪a X zdefiniowan ↪a na {0, 1}n w nast ↪epuj ↪acy sposób: Wejściowy wektor dla sieci C
jest wybierany zależnie od Z. Wtedy X równa si ↪e wartości otrzymywanej na bramkach
wyjściowych C.

Jeśli Z ma rozkład jednorodny określony na {0, 1}r, to sieć nazywamy sieci ↪a gene-
ruj ↪ac ↪a rozkład (DG-sieci ↪a), która generuje rozkład odpowiadaj ↪acy zmiennej losowej
X.

c c c

f∧ f∧

︷ ︸︸ ︷

︷ ︸︸ ︷
︸ ︷︷ ︸

· · ·

· · ·

z(n)− 1

n

n d(n)− 1
}

Rysunek 4: Przykład DG-sieci z nieograniczonym fanout posiadaj ↪acej z(n) = n + 1
losowych bitów wejściowych i n-bitowe wyjście.

Dla uzależnienia skomplikowania rozkładu prawdopodobieństwa od gł ↪ebokości
sieci generuj ↪acej ten rozkład, nie b ↪edziemy rozważać DG-sieci zbudowanych z bramek
o nieograniczonym fanout lecz ograniczymy si ↪e do DG-sieci z bramkami o stałym
fanout równym dwa. W przeciwnym razie dopuścilibyśmy do przypadków, w któ-
rych prosta sieć może generować bardzo niezrównoważony rozkład. Jeśli na rysunku 4
podstawimy d(n) = 1, to wyjściowy rozkład wyraża si ↪e nast ↪epuj ↪acymi własnościami

Pr[X = 0n] =
1
2
+ 2−(n+1) i Pr[X = Y ] = 2−(n+1) dla dowolnego Y 6= 0n
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Dla funkcji ORn powyższy rozkład daje doln ↪a granic ↪e
1
2 log n dla czasu oczekiwanego.

Z poj ↪eciem DG-sieci wi ↪ażemy teraz rozkłady w nast ↪epuj ↪acy sposób

Definicja 5

DDepthn(d) := { µ ∈ Dn | istnieje r-wejściowa i n-wyjściowa DG-sieć
C o gł ↪ebokości d, która przekształca zmienn ↪a losow ↪a Z
określon ↪a na {0, 1}r o rozkładzie µUNIr w zmienn ↪a losow ↪a
X określon ↪a na {0, 1}n o rozkładzie µ }.

Dla sieci należ ↪acych do tak zdefiniowanych klas zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace własności

Lemat 1 [JRS94] Niech rozkład µ, odpowiadaj ↪acy zmiennej losowej X, należy do
DDepthn(d) i niech Xi oznacza i-ty bit zmiennej losowej X. Ponadto zdefiniujmy
IX := {i | 0 < Pr[Xi = 1] < 1}. Wtedy

1. dla każdego i ∈ IX zachodzi

2−2
d ¬ Pr[Xi = 1] ¬ 1− 2−2

d

.

2. istnieje zbiór k  |IX | · 2−2d pozycji bitów Xi1 , . . . , Xik które s ↪a niezależne.

Dowód: Na pocz ↪atek pokażemy pierwsz ↪a cz ↪eść lematu. Przez indukcj ↪e po gł ↪ebokości
sieci udowodnimy, że jeśli bramka w DG-sieci jest na gł ↪ebokości d, to przyjmuje
ona wartości wynikowe z prawdopodobieństwem, które jest całkowit ↪a wielokrotności ↪a
2−2

d
.

1. Niech d = 0. Wtedy prawdopodobieństwo z jakim wyjściowy bit równy jest 0
wynosi 12 , ponieważ ma on rozkład jednorodny. St ↪ad własność któr ↪a dowodzimy
jest prawdziwa dla d = 0.

2. Załóżmy, że d > 0. Rozpatrzmy bramk ↪e v znajduj ↪ac ↪a si ↪e na głebokości d.
Posiada ona dwa wejścia generowane przez bramki na głebokości co najwyżej
d − 1. Zgodnie z założeniem indukcyjnym bramki te przyjmuj ↪a swoje wartości
z prawdopodobieństwem b ↪ed ↪acym całkowit ↪a wielokrotności ↪a 2

−2d−1 . Bramka v
może wi ↪ec przyjmować wartości z prawdopodobieństwem b ↪ed ↪acym sum ↪a iloczy-
nów prawdopodobieństw swoich wejść, czyli całkowit ↪a wielokrotności ↪a 2

−2d−1 ·
2−2

d−1
= 2−2

d
. St ↪ad mamy prawdziwość dowodzonej własności dla wszystkich

d.
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Rysunek 5: Ilustracja zależności bitów wyjściowych dla DG-sieci należ ↪acej do
DDepth(d).

W szczególności, jeśli prawdopodobieństwo pewnej wyjściowej wartości dla bramki na
poziomie d jest różne od zera, to musi przyjmować wartość co najmniej równ ↪a 2

−2d .

Drug ↪a cz ↪eść lematu dowodzimy w nast ↪epuj ↪acy sposób. Wybieramy dowolny bit
wyjściowy Xi. Bit ten zależy od co najwyżej 2d losowych bitów wejściowych Zj. Wy-
nika to z ograniczenia na fanin, wynosz ↪acego co najwyżej dwa. Ponieważ fanout bra-
mek jest również ograniczony przez dwa, każdy taki Zj może wpływać na co najwyżej
2d bitów wyjściowych. St ↪ad mamy co najwyżej 2

2d−1 różnych Xk takich, że s ↪a zależne
od Xi (schemat tego rozumowania jest przedstawiony na rysunku 5). 2



4 PROSTE FUNKCJE LOGICZNE

4.1 Funkcje z podlogarytmicznym czasem oczekiwanym

Na pocz ↪atek rozpatrzymy ORn – jedn ↪a z prostszych funkcji logicznych i pokażemy, że
może ona być policzona w średnim przypadku bardzo efektywnie przez sieć asynchro-
niczn ↪a dla dużej klasy rozkładów prawdopodobieństwa. Przypomnijmy, że złożoność
funkcji ORn liczonej na sieciach synchronicznych wynosi dlog ne.

Twierdzenie 4 [JRS94] Dla 0 ¬ d ¬ log log n mamy

2d−1 − 1 ¬ etime(ORn,DDepthn(d)) ¬ 3 + 2d.

Dowód: Na pocz ↪atek udowodnimy dolne ograniczenie. W tym celu musimy znaleźć
taki rozkład należ ↪acy do DDepthn(d), dla którego średni czas obliczania funkcji ORn
b ↪edzie duży. NiechX = X1 . . . Xn b ↪edzie zmienn ↪a losow ↪a, dla której Pr[Xi = 1] = 2

−2d

i niech wszystkie Xi b ↪ed ↪a niezależne. Rozkład taki może być łatwo wygenerowany
przez DG-sieć o gł ↪ebokości d posiadaj ↪ac ↪a n · 2d bramek wejściowych. Sieć taka składa
si ↪e z n pełnych drzew binarnych o gł ↪ebokości d zbudowanych z bramek AND. Dla X
generowanego przez tak ↪a sieć prawdopodobieństwo, że ustalony podci ↪ag jego bitów
o długości 22

d−1 jest identyczny z ci ↪agiem 0
22
d−1
wynosi

(1− 2−2d)22
d−1
= ((1− 1

22d
)2
2d

)
1
2

Łatwo zauważyć podobieństwo tego wzoru do (1 − 1
n
)n, dla którego można pokazać,

że dla n  2 jego wartość jest wi ↪eksza lub równa
1
4 . W zwi ↪azku z tym prawdopodo-

bieństwo uzyskania ci ↪agu 2
2d−1 zer wynosi co najmniej 12 . Czytaj ↪ac wi ↪ec tylko takiej

długości sekwencj ↪e łańcucha wejściowego nie możemy dla co najmniej połowy wejść
jednoznacznie wyznaczyć wyniku w sieci licz ↪acej ORn. St ↪ad otrzymamy doln ↪a granic ↪e,
ponieważ wszystkie bramki maj ↪a ograniczony fanin.

etime(ORn,DDepthn(d)) 
1
2
· log 22d−1 = 1

2
· (2d − 1)  2d−1 − 1.

Aby wyznaczyć górne ograniczenie musimy rozpatrzyć dowolny rozkład X na-
leż ↪acy do DDepthn(d). Załóżmy dodatkowo, że dla każdego k ∈ [1 . . . n] 0 < Pr[Xk =
0] < 1. Możemy przyj ↪ać takie założenie, ponieważ jeśli dla jakiegoś k Pr[Xk = 0]
wynosiłoby 0, to wtedy Xk byłoby zawsze równe 1 i funkcja ORn dla takich danych
byłaby stała, jej wartość byłaby równa 1. Wówczas nie potrzebowalibyśmy żadnej
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sieci, aby policzyć ORn(X). Jeśli natomiast Pr[Xk = 0] byłoby równe 1, to Xk mogli-
byśmy pomin ↪ać w obliczeniach. Tak wi ↪ec korzystaj ↪ac z powyższego założenia i z le-
matu 1, otrzymamy, że istnieje co najmniej n · 2−2d niezależnych bitów wejściowych
Xi. Podzielmy je na grupy Yj o rozmiarze 22

d
każda i obliczmy dla każdej z nich

funkcj ↪e OR(Yj) za pomoc ↪a tradycyjnej sieci w postaci pełnego drzewa binarnego
o gł ↪ebokości 2

d. Niech W b ↪edzie zbiorem pozostałych bitów. Ich alternatywa może
być policzona przez sieć o gł ↪ebokości co najwyżej log n. Teraz zrealizujemy funkcj ↪e
ORn w nast ↪epuj ↪acy sposób

OR(X) := OR(Y1) ∨ (OR(Y2) ∨ (. . . (OR(Yp) ∨OR(W )) . . .))

gdzie p  n · 2−2d−2d . Ponieważ podsieci licz ↪ace OR(Yj) daj ↪a nam w wyniku jedynk ↪e
z prawdopodobieństwem co najmniej 12 , to jeśli zastosujemy sieć z rysunku 2 do zsu-
mowania wyników z tych podsieci, otrzymamy

etime(ORn,DDepthn(d)) ¬ 3 + 2d

2

Cz ↪esto posługujemy si ↪e funkcjami b ↪ed ↪acymi złożeniami innych prostych funkcji.
Dla nich możemy uzyskać granice średniej złożoności w nast ↪epuj ↪acy sposób

Twierdzenie 5 [JRS94] Niech f ∈ Bmq , g ∈ Bqp, h ∈ Bpn b ↪ed ↪a funkcjami logicznymi
i przyjmijmy, że h może być obliczona przez sieć o gł ↪ebokości δ zbudowan ↪a z bramek
o ograniczonym fanout. Niech depth(f) oznacza minimaln ↪a gł ↪ebokość sieci licz ↪acej
funkcj ↪e f i analogicznie depth(h) = δ gł ↪ebokość sieci licz ↪acej h. Wtedy

etime(f ◦ g ◦ h,DDepth(d)) ¬ depth(f) + depth(h) + etime(g,DDepth(d+ δ)).

Dowód: Niech D b ↪edzie dowoln ↪a DG-sieci ↪a, która generuje rozkład prawdopodo-
bieństwa należ ↪acy do klasy DDepth(d). Oznaczmy przez h(res(D)) sieć otrzyman ↪a
przez poł ↪aczenie wyjść sieci D z wejściami sieci licz ↪acej funkcj ↪e h. Ponieważ h jest li-
czona przez sieć o gł ↪ebokości δ to otrzymana sieć h(res(D)) musi zawierać si ↪e w klasie
rozkładów DDepth(d+ δ). W ten sposób, korzystaj ↪ac z definicji czasu oczekiwanego,
otrzymamy

etime(g, {h(res(D))}) ¬ etime(g,DDepth(d+ δ)).

Obliczamy g ◦ h przez złożenie sieci licz ↪acych g i h. Zauważmy, że losowe wejścia dla
g w obu sieciach, to jest g ◦ h i g, maj ↪a równe prawdopodobieństwa. St ↪ad

etime(g ◦ h, {D}) ¬ etime(g, {h(res(D))}) + depth(h)
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Ponieważ D wybraliśmy dowolnie ze zbioru DDepth(d), czas oczekiwany dla g może
tylko wzrosn ↪ać, jeśli dopuścimy wszystkie DG-sieci o gł ↪ebokości d + δ zamiast tylko
sieci h(res(D)). Dlatego

etime(g ◦ h,DDepth(d)) ¬ etime(g,DDepth(d+ δ)) + depth(h)

Dla dokonania pełnego obliczenia f ◦ g ◦ h musimy doł ↪aczyć jeszcze tylko sieć licz ↪ac ↪a
f i wtedy otrzymamy

etime(f ◦ g ◦ h,DDepth(d)) ¬ etime(g,DDepth(d+ δ)) + depth(f) + depth(h).

2

Niech teraz ANDn oznacza n-arn ↪a funkcj ↪e AND a EQUALn 2n-arn ↪a funkcj ↪e, która
decyduje czy dwa n-bitowe łańcuchy s ↪a równe. Używaj ↪ac teraz powyższego twierdze-
nia oraz równości

ORn(x1, . . . , xn) = ¬ANDn(¬x1, . . . ,¬xn),

EQUALn(x1, y1, . . . , xn, yn) = ¬ORn(x1 ⊕ y1, . . . , xn ⊕ yn),

gdzie ⊕ oznacza XOR, otrzymamy

Twierdzenie 6 [JRS94]

etime(ORn,DDepth(d))
¬ etime(EQUALn,DDepth(d))
¬ etime(ORn,DDepth(d+ 1)) + 2,

etime(ORn,DDepth(d))
¬ etime(ANDn,DDepth(d+ 1)) + 2
¬ etime(ORn,DDepth(d+ 2)) + 4.

Istnieje wiele podstawowych funkcji logicznych, które maj ↪a podobne oczekiwane
złożoności czasowe jak OR, na przykład opisana w nast ↪epnych rozdziałach funkcja
rozstrzygaj ↪aca, która z dwóch podanych liczb binarnych jest mniejsza.

4.2 Logarytmiczna dolna średnia granica

Istniej ↪a jednak funkcje, dla których czas oczekiwany w sieciach asynchronicznych jest
tego samego rz ↪edu co czas obliczeń w sieciach synchronicznych. Funkcja parzystości
— PARITY, daj ↪aca jedynk ↪e wtedy i tylko wtedy gdy na wejściu pojawi si ↪e parzysta
liczba jedynek, jest jedn ↪a z nich. Dzieje si ↪e tak dlatego, że wyjście zależy od każdego
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bitu wejściowego. Zmiana tylko jednego bitu wejściowego zmienia nam wynik funkcji
PARITY. W tym podrozdziale chcemy wprowadzić technik ↪e wyznaczania dolnych
granic średniej złożoności czasowej.

Niech THRESHOLDan oznacza n-arn ↪a funkcj ↪e logiczn ↪a, która jest równa 1 jeśli
co najmniej a wejściowych bitów jest równa 1, dla 0 ¬ a ¬ n. Niech MAJORITYn
b ↪edzie specjalnym przypadkiem THRESHOLD z a = b

n
2 c. Niech BITSORTn oznacza

posortowanie n bitów, a MINn podanie mniejszej z dwóch n-bitowych liczb.

Definicja 6 Niech f ∈ Bmn . Definiujemy wówczas miar ↪e zależności bitów wejściowych
funkcji f w sposób nast ↪epuj ↪acy

idepenj(f) := min{ k | ∃ai1 ,...,aik takie, że wartość j-tego bitu wyj-
ściowego f|xi1=ai1 ,...,xik=aik jest stała }

idepen(f) := max
1¬j¬m

idepenj(f)

Definiujemy również miar ↪e zależności bitów wyjściowych funkcji f

odepen(f) := max{ k | istnieje taki bit wejściowy, że jego wartość nie-
zależnie od wartości innych bitów wejściowych wpływa
bezpośrednio na wartości k bitów wyjściowych}

Wniosek 1

idepen(ORn) = 1,
idepen(PARITYn) = n,

idepen(THRESHOLDan) = min(a, n− a+ 1),
idepen(MAJORITYn) = bn2 c,
idepen(BITSORTn)  dn2 e,
odepen(MINn) = n.

Dowód: Jak łatwo zauważyć, w przypadku funkcji ORn ustalenie wartości tylko jed-
nego bitu wejściowego na 1 jednoznacznie wyznacza nam wynik. Tak wi ↪ec uzyskujemy
idepen(ORn) = 1.

W przypadku funkcji PARITYn zmiana jakiegokolwiek bitu wejściowego zmienia
nam wynik funkcji, wi ↪ec idepen(PARITYn) = n.

W funkcji THRESHOLDan z kolei, aby jednoznacznie wyliczyć wynik musimy mieć
albo a jedynek albo n− a+1 zer. St ↪ad idepen(THRESHOLD

a
n) = min(a, n− a+1).

Funkcja MAJORITYn jest tylko szczególnym przypadkiem THRESHOLDan dla a =
bn2 c.
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Z kolei i-ty bit wyjściowy funkcji BITSORTn nie może być liczony szybciej niż
funkcja THRESHOLDin. St ↪ad otrzymamy idepen(BITSORTn)  d

n
2 e.

W przypadku funkcji MINn mamy troch ↪e inn ↪a sytuacj ↪e. W tym wypadku musimy
zauważyć, że o tym, która liczba jest wi ↪eksza możemy stwierdzić tylko w jednym miej-
scu. To miejsce to najbardziej znacz ↪aca pozycja na której liczby b ↪ed ↪ace argumentami
funkcji si ↪e różni ↪a. Te dwa bity decyduj ↪ace o wyniku funkcji MINn musz ↪a być znane
na każdym wyjściu. St ↪ad odepen(MINn) = n. 2

Lemat 2 Niech f ∈ Bmn i C ∈ Cir(f). Wtedy

∀X∈{0,1}n timeC(X)  logmax {idepen(f),odepen(f)}.

Dowód: Niech X ∈ {0, 1}n b ↪edzie ustalonym wektorem wejściowym. Z definicji
idepen(f) mamy, że żaden mniejszy niż idepen(f) podzbiór bitów wejściowych
nie wyznacza nam jednoznacznie wartości f(X). St ↪ad, ponieważ fanin jest ograni-
czony przez dwa, każda sieć C obliczaj ↪aca f nie przeczyta w czasie mniejszym niż
log idepen(f) wystarczaj ↪acej liczby bitów aby jednoznacznie wyznaczyć wynik. Rów-
nocześnie, ponieważ fanout jest również ograniczony przez dwa w każdej sieci licz ↪acej
f , w czasie krótszym niż log odepen(f) wartość pewnego bitu wejściowego nie wpły-
nie na wartości odpowiednich bitów wyjściowych, co uniemożliwiłoby nam wyznacze-
nie jednoznacznie wartości f(X). 2

Na podstawie lematu i wniosku otrzymujemy

Twierdzenie 7 [JRS94]

etime(PARITYn, µUNIn )  log n,

etime(MAJORITYn, µUNIn )  log n− 1.

Twierdzenie 8
etime(BITSORTn, µUNIn )  log n− 1,

etime(MINn, µUNIn )  log n.



5 RÓWNOLEGŁY PROBLEM SUMPREFIKSO-
WYCH

5.1 Własności ogólne

Problem liczenia sum prefiksowych dla skończonej półgrupy pojawia si ↪e w bardzo
wielu zagadnieniach informatycznych. Dlatego w rozdziale tym zajmiemy si ↪e analiz ↪a
średniej złożoności problemu sum prefiksowych dla sieci asynchronicznych.

Definicja 7 [JRSW93] Niech G z binarnym operatorem ⊗ b ↪edzie skończon ↪a pół-
grup ↪a, to jest niech ⊗ : G × G → G b ↪edzie ł ↪aczne. Zastosowanie ⊗ do pary ar-
gumentów chcemy zapisać jako ⊗(g1, g2) lub prościej jako g1 ⊗ g2. Niech Σ b ↪edzie
podzbiorem G, który nie koniecznie musi być półgrup ↪a. Równoległa funkcja prefiksowa

PPΣ,n : Σn → Gn

odwzorowuje wektor wejściowy X = x1, . . . , xn ∈ Σn w wektor Y = y1, . . . , yn, gdzie
yi = x1 ⊗ . . .⊗ xi.

Oczywiście, w zależności od operatora ⊗, znajomość obu argumentów nie zawsze
jest konieczne do określenia wartości ⊗(g1, g2).

Definicja 8 [JRSW93] Zbiór lewych, odpowiednio prawych, argumentów, które jed-
noznacznie określaj ↪a wynik działania ⊗ jest dany przez

L⊗ := {a ∈ G | ⊗(a,G) ≡ const}

R⊗ := {a ∈ G | ⊗(G, a) ≡ const}

Mówimy, że G ma przyspieszenie z lewej strony wtedy i tylko wtedy gdy L⊗ 6= ∅,
odpowiednio z prawej wtedy i tylko wtedy gdy R⊗ 6= ∅.

Jak łatwo zauważyć, logiczna półgrupa z operatorem OR ma przyspieszenie za-
równo z lewej jak i prawej strony, podczas gdy z operatorem PARITY nie posiada
jakiegokolwiek przyspieszenia.

Użycie odpowiedniego binarnego kodowania elementów półgrupy G może, dla do-
wolnej sieci nad G, umożliwić nam stworzenie sieci logicznej, w której bramk ↪e ⊗
zast ↪apimy przez stał ↪a logiczn ↪a podsieć o stałym rozmiarze. W zwi ↪azku z tym na-
sze rozważania możemy ograniczyć do sieci nad G zawieraj ↪acej tylko bramki licz ↪ace
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⊗. Ograniczamy w takiej sieci również fanin i fanout do dwóch. W przypadku gdy
potrzebujemy wi ↪ecej wyników z jednej bramki stosujemy proste bramki podwajaj ↪ace.

Możemy teraz zdefiniować poj ↪ecie czasu (time) dla sieci licz ↪acych problem pre-
fiksowy

Definicja 9 Niech X ∈ Gn b ↪edzie wektorem wejściowym dla sieci C określonej dla G
i niech v b ↪edzie wewn ↪etrzn ↪a bramk ↪a C z bezpośrednimi poprzednikami v1 i v2. Niech
res(X) oznacza wartość obliczon ↪a przez bramk ↪e v dla wejścia X. Wtedy oszacowanie
czasu, w którym bramka v dla wejścia X poda nam swój rezultat jest dane przez

timev(X) := 1 +


maxi timevi(X) gdy resv1(X) 6∈ L⊗ ∧ resv2(X) 6∈ R⊗
timev1(X) gdy resv1(X) ∈ L⊗ ∧ resv2(X) 6∈ R⊗
timev2(X) gdy resv1(X) 6∈ L⊗ ∧ resv2(X) ∈ R⊗
mini timevi(X) gdy resv1(X) ∈ L⊗ ∧ resv2(X) ∈ R⊗

Dla bramek wejściowych v ustalamy timev(X) := 0. Czas obliczeń sieci C dla wej-
ścia X, timeC(X), jest wtedy definiowany jako maksymalny timev(X) dla wszystkich
bramek wyjściowych v w C.

Łatwo zauważyć podobieństwo tej definicji do zamieszczonej wcześniej definicji
czasu dla sieci logicznych.

Wszystkie definicje DG-sieci działaj ↪acych na elementach półgrup oraz definicje
klas ich rozkładów otrzymujemy poprzez naturaln ↪a modyfikacj ↪e definicji dla przy-
padku sieci logicznych.

Nowa wersja lematu 1 dla przypadku sieci działaj ↪acych na elementach półgrup
jest nast ↪epuj ↪aca:

Lemat 3 [JRSW93] Niech X ∈ DDepthn,Σ(d). Wtedy dla wszystkich i ∈ [1 . . . n]
i wszystkich σ ∈ Σ oraz wszystkich ω ∈ Σn−1 mamy

|Σ|−2d ¬ Pr[Xi = σ] ¬ 1− |Σ|−2
d

|Σ|−23d ¬ Pr[Xi = σ | X1 . . . Xi−1Xi+1 . . . Xn = ω] ¬ 1− |Σ|−2
3d

Dowód tego lematu jest podobny do dowodu lematu 1.
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5.2 Dodawanie jako przykład przyspieszenia w średnim przy-
padku

Problem dodawania dwóch liczb binarnych można łatwo zredukować do obliczania
przeniesień (znaj ↪ac przeniesienia możemy dodać dwie liczby w czasie stałym). Obli-
czanie przeniesień jest szczególnym przypadkiem obliczania sum prefiksowych w pół-
grupie GCARRY = ({del, gen, pro},⊗CARRY), gdzie poszczególne elementy, czyli
(delete, generate, propagate) oznaczaj ↪a odpowiednio brak przeniesienia, generowanie
przeniesienia, uzależnienie istnienia przeniesienia od jego wyst ↪apienia na poprzedniej
pozycji. Elementy półgrupy GCARRY składamy w nast ↪epuj ↪acy sposób

u⊗CARRY v =
{
u gdy v = pro
v w p.p.

Oczywiście łatwo zauważyć, że ponieważ dla najmniej znacz ↪acych bitów możemy
zawsze określić czy bit przeniesienia b ↪edzie generowany (generate) czy nie b ↪edzie
(delete), wektor wyjściowy b ↪edzie składał si ↪e tylko z elementów gen i del mówi ↪acych
nam czy z tej pozycji jest generowany bit przeniesienia.
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Rysunek 6: Sieć licz ↪aca efektywnie sumy prefiksowe dla złożoności najgorszego przy-
padku (dla uproszczenia rysunku dopuszczono bramki o niestałym fanout).

Znana jest sieć licz ↪aca sumy prefiksowe, która posiada logarytmiczn ↪a gł ↪ebokość
i liniow ↪a wielkość. Posiada ona t ↪a własność, że bramka wyjściowa yi jest oddalona o co
najwyżej O(log i) od każdej bramki wejściowej, która może wpłyn ↪ać na jej rezultat.
To daje nam natychmiast, że dla dowolnego wejścia X czas działania sieci time(X)
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jest logarytmicznego rz ↪edu. Poniżej pokażemy, że średni czas w tym przypadku może
być zredukowany do log log n.

Dla obliczania przeniesień wejściowy alfabet równy jest zbiorowi elementów pół-
grupy GCARRY. Dla X ∈ {del, gen, pro}n niech pro(X) oznacza najdłuższy podci ↪ag
zawieraj ↪acy tylko elementy pro, natomiast |pro(X)| długość tego podci ↪agu. Ważność
tej wielkości wynika z nast ↪epuj ↪acego lematu

Lemat 4 Jeśli C jest sieci ↪a nad GCARRY która liczy sumy prefiksowe, to dla każdego
X ∈ {del, gen, pro}n mamy

log |pro(X)| ¬ timeC(X).

Ponadto, istnieje sieć dla której

timeC(X) ¬ 3 · log |pro(X)|.

Dowód: Dolna granica musi być tej wielkości, gdyż sieć musi rozpoznać cały ci ↪ag ele-
mentów pro, aby móc podać wynik. Wobec ograniczenia stopnia wejściowego bramek,
taki fragment podsieci musi mieć gł ↪ebokość co najmniej logarytmiczn ↪a.

Górna granica 3 log |pro(X)| jest osi ↪agni ↪eta przez sieć o konstrukcji pokazanej na
rysunku 7. 2

Powyższe rezultaty pokazuj ↪a, że analiza średniego przypadku dla dodawania redu-
kuje si ↪e do obliczenia rozkładu wartości pro(X). Możemy pokazać nast ↪epuj ↪ace ogra-
niczenie

Lemat 5 Niech X b ↪edzie zmienn ↪a losow ↪a nad GCARRY z rozkładem należ ↪acym do
DDepthn(d). Wtedy dla dowolnego l ¬ n2 mamy

Pr[|pro(X)|  2l − 1] ¬ 1− (1− exp (−l · 3−23d))n/l

gdzie exp (x) = ex.

Dowód: Podzielmy wejście X na bloki długości l. Aby istniał łańcuch przeniesień
długości co najmniej 2l − 1 przynajmniej jeden blok musi zawierać tylko symbole
pro. Zgodnie z lematem 3 prawdopodobieństwo takiego zdarzenia wynosi co najwyżej
(1− 3−23d)l. St ↪ad mamy

Pr[|pro(X)|  2l − 1] ¬ 1− (1− (1− 3−23d)l)n/l ¬ 1− (1− exp (−l · 3−23d))n/l

2

Możemy również pokazać dolne ograniczenie na istnienie długiego łańcucha prze-
niesień
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Rysunek 7: Sieć licz ↪aca efektywnie sumy prefiksowe dla złożoności średniego przy-
padku.

Lemat 6 Istnieje zmienna losowa X z rozkładem należ ↪acym do DDepthn(d) taka, że

Pr[|pro(X)|  32d · log n]  1
2
.

Dowód: Definiujemy X tak, że Pr[Xi = pro] = 1−3−2
d
i wszystkie Xi s ↪a niezależne.

Wtedy otrzymamy

Pr[|pro(X)|  32d · log n]  Pr[∀
i∈[1...32d ·logn]Xi = pro]

 1− (1− 32d)32
d ·logn  1− 2− logn  1

2

2

Te granice pozwalaj ↪a nam teraz określić czas średniego przypadku dla dodawania

Twierdzenie 9 [JRSW93] Dla d ¬ 1
3 log log n mamy

1
2
(log log n+2d·log 3) ¬ etime(PPGCARRY,n,DDepthn(d)) ¬ 6·(log log n+23d·log 3).
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Dowód: Najpierw pokażemy ograniczenie dolne. Z lematu 4 i lematu 6 otrzymujemy,
że istnieje rozkład X ∈ DDepthn(d) taki, że dla dowolnej sieci C

Pr[timeC(X)  log log n+ log 3 · 2d]  Pr[log |pro(X)|  log log n+ log 3 · 2d]
 Pr[|pro(X)|  log n · 32d ]  1

2

Dlatego ∑
t

t · Pr[timeC(X) = t] 
1
2
· (log log n+ log 3 · 2d)

Teraz pokażemy ograniczenie górne. Sieć C z rysunku 7 oblicza sumy prefiksowe
przeniesień szybciej niż optymalna sieć dla najgorszego przypadku. Obliczenie prefiksu
Yi = X1 ⊗CARRY . . .⊗CARRY Xi jest szacowane dla podci ↪agów rosn ↪acej długości.

Rozmiar sieci jest ograniczony przez 4n. Jej czas obliczeń dla wejścia X jest nie
wi ↪ekszy niż 3 log |pro(X)|. Z lematu 5 mamy

Pr[|pro(X)|  2l − 1] ¬ 1− (1− exp (−l · 323d))n/l

i
Pr[timeC(X)  3t] ¬ 1− (1− exp (−2t32

3d
))
n
2t ¬ n

2t
exp (−2t323d)

Bior ↪ac teraz t
′ := log log n+ log 3 · 23d możemy ograniczyć czas oczekiwany przez

E(timeC(X)) ¬ Pr[timeC(X) ¬ 3t′] · 3t′ + Pr[timeC(X) > 3t′] · 3 log n
¬ 3 · t′(1− exp (−2t′ · 323d))

n

2t′ + 3 log n · n
2t′
· exp (−2t′ · 323d)

¬ 6 · (log log n+ log 3 · 23d)

2



6 ASYNCHRONICZNE SIECI KOMPARATORÓW

Jednym z ciekawszych zastosowań sieci jest sortowanie liczb. Najcz ↪eściej stosowanym
modelem s ↪a sieci komparatorów i nimi zajmiemy si ↪e w tym rozdziale.

6.1 Asynchroniczny komparator

Niech COMPAREn : {0, 1}2n → {0, 1} oznacza funkcj ↪e, która porównuje dwie liczby
n-bitowe. Jeśli jej wynikiem jest 0, to pierwsza liczba jest mniejsza lub równa drugiej,
jeśli 1 to druga liczba jest mniejsza niż pierwsza. Ponieważ w rozdziale 4 pokazaliśmy,
że przyspieszenie w wypadku funkcji zwracaj ↪acej na wyjściu mniejsz ↪a z dwóch liczb nie
jest możliwe (funkcja MINn), dlatego konstruuj ↪ac komparator odchodzimy od zasady,
że fanout jest stały. Model komparatora, którym posłużymy si ↪e w tym rozdziale, liczy
dla dwóch liczb n-bitowych funkcj ↪e COMPAREn a nast ↪epnie bezpośrednio przekazuje
jej wynik do 2n bramek wyjściowych. Wyjściowa bramka i-ta zwraca wtedy i-ty bit
mniejszej liczby a wyjściowa bramka (n+ i)-ta zwraca i-ty bit wi ↪ekszej liczby (każda
bramka wyjściowa ma trzy wejścia, po jednym bicie z dwóch liczb i bit decyzyjny).

Dla realizacji funkcji COMPAREn posłużymy si ↪e nast ↪epuj ↪ac ↪a metod ↪a. Jeśli mamy
porównać dwie liczby x = x1 . . . xn i y = y1 . . . yn, to najpierw dla każdego xi i yi
liczymy zi według nast ↪epuj ↪acej reguły

zi =


w gdy xi > yi
r gdy xi = yi
m gdy xi < yi

gdzie w oznacza ”wi ↪ekszy”, r — ”równy”, a m odpowiednio ”mniejszy”. Nast ↪epnie
liczymy z = z1 ⊗ . . .⊗ zm, gdzie ⊗ jest zdefiniowane w sposób nast ↪epuj ↪acy

u⊗ v =
{
u gdy u 6= r
v gdy u = r

Wyjściowa bramka licz ↪aca z automatycznie zamienia r i m na 0 a w na 1, aby funkcja
COMPAREn posiadała logiczne wartości wyjściowe.

Do obliczenia z możemy posłużyć si ↪e asynchronicznymi sieciami z rysunku 2 lub
3 (b ↪edziemy odt ↪ad nazywać komparator zbudowany w swej głównej cz ↪eści tak jak na
rysunku 2 asynchronicznym komparatorem typu A a tak jak na rysunku 3 asynchro-
nicznym komparatorem typu B).

Twierdzenie 10
etime(COMPAREn, µUNI2n ) ¬ 3.
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Dowód: Zgodnie z definicj ↪a, dla sieci typu A mamy

etime(COMPAREn, µUNI2n )

= 1 +
n−1∑
t=1
t · Pr[obie liczby maj ↪a jednakowy prefiks długości t− 1]

+ (n− 1) · Pr[tylko ostatnie bity obu liczb s ↪a różne]
+ (n− 1) · Pr[obie liczby s ↪a równe] ¬
¬ 1 +

∞∑
t=1
t · 12t ¬ 3

2

Z powyższego twierdzenia wynika, że średni czas dla komparatora typu A, jeśli
uwzgłednimy warstw ↪e generuj ↪ac ↪a wynik, jest mniejszy niż 4 dla dwóch liczb o roz-
kładzie jednorodnym. Równocześnie możemy zauważyć, że średni czas w przypadku
zastosowania komparatora typu B jest mniejszy niż 4.3.

Oprócz tego, jeśli zauważymy podobieństwo obliczania przeniesień sumy dwóch
liczb oraz sprawdzenia, która liczba jest wi ↪eksza opisan ↪a powyżej metod ↪a, to łatwo
uzyskamy

Twierdzenie 11 Dla d ¬ 1
3 log log n mamy

1
2
(log log n+2d·log 3) ¬ etime(COMPAREn,DDepth(d)) ¬ 6·(log log n+23d·log 3).

Dowód: Dowód tego twierdzenia jest modyfikacj ↪a dowodu twierdzenia 9. 2

6.2 Średnia złożoność sieci asynchronicznych komparatorów
— granica górna

Dużo ciekawszym problemem jest jednak oczekiwany czas obliczeń dla sieci zbudowa-
nych z asynchronicznych komparatorów.

W przypadku sieci zbudowanych z komparatorów synchronicznych czas działania
jest prosty do obliczenia. Dla sieci pracuj ↪acej na n liczbach m-bitowych, która zawiera
N (n) warstw komparatorów, czas działania (licz ↪ac operacje bitowe) jest niezależny
od postaci danych wejściowych a wi ↪ec zależny tylko od ich wielkości i wynosi

N (n) · (logm+ 2).

Wielkość logm+2 uzyskujemy stosuj ↪ac do obliczania funkcji COMPAREn sieć w po-
staci pełnego drzewa binarnego. Jak pokażemy niżej, w przypadku zastosowania asyn-
chronicznych komparatorów możemy uzyskać znaczne przyspieszenie.

Na pocz ↪atek pokażmy nast ↪epuj ↪acy lemat
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Lemat 7 Weźmy n = 2k liczb m-bitowych o jednorodnym rozkładzie prawdopodo-
bieństwa. Wówczas prawdopodobieństwo, że dla dowolnej wybranej z pośród nich pary,
długość ich wspólnego prefiksu jest mniejsza niż i+ k (dla i = 0 . . .m− k) wynosi

Γ(n, i) :=
(2i · n)!

(2i · n)n · ((2i − 1) · n)!
.

Dowód: Jak łatwo zauważyć prawdopodobieństwo, że najdłuższy wspólny prefiks
dla dwóch z n wybranych liczb m-bitowych o rozkładzie jednorodnym jest mniejszy
niż i + k jest równe prawdopodobieństwu, że każda z wybranych liczb wpadnie do
innego z 2i+k równych przedziałów, na które podzielimy całe uniwersum liczb. Praw-
dopodobieństwo to jest równe

1 · n2
i − 1
n2i

· . . . · n2
i − (n− 1)
n2i

= Γ(n, i)

2

Teraz możemy pokazać nast ↪epuj ↪ace twierdzenia opisuj ↪ace nam średni ↪a złożoność
sieci zbudowanych z asynchronicznych komparatorów.

Twierdzenie 12 Dla dowolnej sieci komparatorów C z n wejściami, z których każde
jest ci ↪agiem m-bitowym i posiadaj ↪acej N (n) poziomów asynchronicznych komparato-
rów typu A oczekiwany czas obliczeń (licz ↪ac operacje bitowe) wynosi co najwyżej

N (n) ·min(2 log n+ 4.25 , m+ 1).
jeżeli dane wejściowe pochodz ↪a z rozkładu jednorodnego.

Dowód: Niech n = 2k. Dla każdego poziomu komparatorów w sieci C czas przejścia
przez t ↪a warstw ↪e wynosi co najwyżej tyle, ile wynosi długość najdłuższego wspólnego
prefiksu dla dowolnej pary z pośród n wejściowych liczb plus trzy (co widać na pod-
stawie budowy komparatora typu A). St ↪ad możemy już wywnioskować, że średni czas
dla pojedyńczej warstwy asynchronicznych komparatorów typu A wynosi co najwyżej

2 +
m−1∑
j=k
Pr[najdłuższy wspólny prefiks dla 2 z n liczb równa si ↪e j − 1] · j

+ Pr[najdłuższy wspólny prefiks dla 2 z n liczb równa si ↪e m− 1] · (m− 1)
+ Pr[przynajmniej 2 z n liczb s ↪a równe] · (m− 1)

Teraz korzystaj ↪ac z lematu 7 i przyjmuj ↪ac Γ(n,−1) = 0 otrzymamy, że powyższa
suma wynosi co najwyżej

2 +
∞∑
j=k
(Γ(n, j − k)− Γ(n, j − k − 1)) · j

¬ 2 + k +
∞∑
j=0
(Γ(n, j)− Γ(n, j − 1)) · j

¬ 2 + k +
∞∑
j=0
(1− Γ(n, j)) (∗)
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Zauważmy teraz, że

1− Γ(n, j) = 1− (n2
j)·(n2j−1)·...·(n2j−(n−1))

(n2j)n ¬ 1− (n2
j−n)n
(n2j)n =

= 1− (1− 1
2j )
n = 1− ((1− 1

2j )
2j)

n

2j ¬ 1− (14)
n

2j

dla j > 0. St ↪ad

(∗) ¬ 2 + k + 1 +
∞∑
j=1
(1− (14)

n

2j ) =

= 3 + k +
k−1∑
j=1
(1− (14)

n

2j ) +
∞∑
j=k
(1− (14)

n

2j ) =

= 3 + k +
k−1∑
j=1
(1− (14)

2j) +
∞∑
j=0
(1− (14)

2−j)

¬ 3 + k + k − 1 +
∞∑
j=0
(1− (14)

2−j) (∗∗)

Musimy teraz oszacować ostatni składnik sumy. Otrzymujemy

(1− (1
4
)2
−i
) = (1 + (

1
4
)2
−i−1
)(1− (1

4
)2
−i−1
)  3

2
(1− (1

4
)2
−(i+1)
)

dla i  0, a st ↪ad mamy
∞∑
i=0

(1− (1
4
)2
−i
) ¬

∞∑
i=0

(1− 1
4
) · (2
3
)i =

3
4
· 1
1− 23

=
9
4

Teraz otrzymujemy

(∗∗) ¬ 2 + 2k + 9
4
= 2 log n+ 4.25

Ponieważ m było dowolne, rezultat ten jest prawdziwy dla liczb każdej długości. 2

Twierdzenie 13 Dla dowolnej sieci komparatorów C z n wejściami, z których każde
jest ci ↪agiem m-bitowym i posiadaj ↪acej N (n) poziomów asynchronicznych komparato-
rów typu B oczekiwany czas obliczeń (licz ↪ac operacje bitowe) wynosi co najwyżej

N (n) ·min(2 log log n+ 5 , 2 logm+ 3).

jeżeli dane wejściowe pochodz ↪a z rozkładu jednorodnego. Ponadto taka sieć działa
w najgorszym przypadku tylko dwa razy wolniej niż sieć z synchronicznymi kompa-
ratorami o optymalnej złożoności najgorszego przypadku.
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Dowód: Niech dla ułatwienia n = 22k . Średni czas dla sieci C możemy wówczas
ograniczyć z góry przez wyrażenie

m∑
j=k
Pr[najdłuższy wspólny prefiks dla 2 z n liczb równa si ↪e j − 1] · (2blog jc+ 1)

+ Pr[przynajmniej 2 z n liczb s ↪a równe] · (2blogmc+ 1) + 2

Korzystaj ↪ac z lematu 7 i przyjmuj ↪ac Γ(n,−1) = 0 otrzymamy, że powyższa suma jest
nie wi ↪eksza niż

2 +
∞∑
j=2k
(Γ(n, j − 2k)− Γ(n, j − 2k − 1)) · (2blog jc+ 1) =

= 2 + 1 + 2
∞∑
j=0
(Γ(n, j)− Γ(n, j − 1)) · blog(j + 2k)c =

= 3 + 2
∞∑
j=1
(Γ(n, (2j − 1) · 2k − 1)− Γ(n, (2j−1 − 1) · 2k − 1)) · (k + j − 1) =

= 3 + 2(k − 1) + 2
∞∑
j=1
(Γ̃(n, j)− Γ̃(n, j − 1)) · j (∗)

gdzie oczywiście Γ̃(n, j) = Γ(n, (2j − 1) · 2k − 1). St ↪ad

(∗) = 1 + 2k + 2
∞∑
j=0
(1− Γ̃(n, j)) = 2k + 3 + 2

∞∑
j=1
(1− Γ̃(n, j))

¬ 2k + 3 + 2 = 2 log log n+ 5

2

Możemy zastanowić si ↪e również, czy dla sieci komparatorów ustalonej wielkości nie
istnieje asynchroniczny komparator, dla którego moglibyśmy jeszcze bardziej zmniej-
szyć ograniczenie górne na średni czas obliczeń. Możemy przy tym wykorzystać fakt,
że dla sieci sortuj ↪acej n liczb średnia długość porównywanych prefiksów wynosi około
2 log n (oczywiście jeśli liczby s ↪a odpowiednio długie). Skonstruujmy wi ↪ec asynchro-
niczny komparator typu Cn. Opis konstrukcji ograniczymy tutaj tylko do cz ↪eści licz ↪acej
sum ↪e w półgrupie ({w, r,m},⊗). Niech l = mini{4 log n ¬ 2i}. Jeśli długość porów-
nywanych liczb — m jest nie wi ↪eksza niż 2

l, to sieć ma postać pełnego drzewa binar-
nego, takiego jak na rysunku 1. Jeśli natomiast m > 2l, to tworzymy pełne drzewo
binarne o gł ↪ebokości l, w którym w miejsce ostatniej bramki wejściowej podł ↪aczamy
sieć tak ↪a, jak na rysunku 2. W ten sposób uzyskujemy potrzebn ↪a nam liczb ↪e bramek
wejściowych, czyli m, z czego 2l − 1 b ↪edzie na poziomie l. Przykładowa sieć licz ↪aca
sum ↪e w półgrupie ({w, r,m},⊗) i stanowi ↪aca główn ↪a cz ↪eść komparatora typu Cn jest
przedstawiona na rysunku 8.

Teraz możemy pokazać nast ↪epuj ↪ace twierdzenie
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Rysunek 8: Komparator asynchroniczny C4 dla liczb 16-bitowych (na rysunku nie ma
warstwy zamieniaj ↪acej bity na elementy półgrupy ({w, r,m},⊗)).

Twierdzenie 14 Dla dowolnej sieci komparatorów C z n wejściami, z których każde
jest ci ↪agiem m-bitowym i posiadaj ↪acej N (n) poziomów asynchronicznych komparato-
rów typu Cn oczekiwany czas obliczeń (licz ↪ac operacje bitowe) wynosi co najwyżej

N (n) ·min(log log n+ 6.5 , logm+ 2).

jeżeli dane wejściowe pochodz ↪a z rozkładu jednorodnego.

Dowód: Niech n = 2k i niech l = mini{4k ¬ 2i} oraz m > 2l. Wówczas średni
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czas obliczeń w sieci C możemy ograniczyć z góry przez

2 + Pr[najdłuższy wspólny prefiks dla 2 z n liczb jest mniejszy niż 2l − 1] · l

+
m−1∑
j=2l
(Pr[najdłuższy wspólny prefiks dla 2 z n liczb równa si ↪e j − 1]·

·(j − (2l − 1) + l))
+ Pr[najdłuższy wspólny prefiks dla 2 z n liczb równa si ↪e m− 1] · (m− 2l + l)
+ Pr[przynajmniej 2 z n liczb s ↪a równe] · (m− 2l + l)

Korzystaj ↪ac z lematu 7 otrzymamy, że powyższa suma jest nie wi ↪eksza niż

2 + Γ(n, 2l − 1− k) · l
+

∞∑
j=2l
(Γ(n, j − k)− Γ(n, j − k − 1)) · (j − (2l − 1) + l)

¬ 2 + l +
∞∑
i=0
(Γ(n, i+ 2l − k)− Γ(n, i+ 2l − k − 1)) · (i+ 1)

¬ 2 + l +
∞∑
j=0
(1− Γ(n, j + 2l − k − 1))

¬ 2 + l +
∞∑
j=0
(1− Γ(n, j + 3k − 1))

¬ 2 + l +
∞∑
j=0
(1− (14)

2−(j+2k−1))

¬ 2 + l +
∞∑
j=0
(1− (14)

2−(2k−1)) · (23)
j

¬ 2 + l + 1.5 ¬ 3.5 + dlog 4ke ¬ log log n+ 6.5

2

Możemy zauważyć jednocześnie, że w przypadku zastosowania komparatora typu
Cn średni czas sieci komparatorów pracuj ↪acej na n liczbach m-bitowych jest ograni-
czony z dołu przez wielkość

N (n) ·min(log log n+ 4 , logm+ 2).

6.3 Doświadczalna weryfikacja wyników

Aby zbadać empirycznie przyspieszenie dla sieci zbudowanej z asynchronicznych kom-
paratorów przeprowadziliśmy symulacje ich działania. Z uwagi na prostot ↪e budowy
oraz powszechne zastosowanie, próby przeprowadziliśmy dla sieci Odd-Even (rysunek
9) i sieci bitonicznej (rysunek 10). Symulacje przeprowadziliśmy zarówno dla sieci
scalaj ↪acych, jak i dla zbudowanych z nich sieci sortuj ↪acych. Do porównywania liczb
w tych sieciach użyliśmy asynchronicznych komparatorów typu A oraz B. Nie uży-
waliśmy komparatorów typu Cn, ponieważ dla nich ograniczenie górne różni si ↪e od
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Rysunek 9: Schemat budowy sieci scalaj ↪acej Odd–Even dla n liczb i o log n poziomach
komparatorów. Sieć scala dwa posortowane niemalej ↪aco ci ↪agi x1, . . . , xn2 i xn2+1, . . . , xn
w posortowany niemalej ↪aco ci ↪ag y1, . . . , yn. (Strzałka oznacza komparator i kierunek
w którym jest przesuwana mniejsza liczba).
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Rysunek 10: Schemat budowy bitonicznej sieci scalaj ↪acej dla n liczb i o log n po-
ziomach komparatorów. Sieć scala posortowany niemalej ↪aco ci ↪ag x1, . . . , xn2 i po-
sortowany nierosn ↪aco ci ↪ag xn2+1, . . . , xn w posortowany niemalej ↪aco ci ↪ag y1, . . . , yn.
(Strzałka oznacza komparator i kierunek w którym jest przesuwana mniejsza liczba).
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dolnego tylko o około 2 w zwi ↪azku z czym przepływ liczb jest prawie równomierny
i jego czas musi być niewiele mniejszy od górnego oszacowania.

Symulacje przeprowadziliśmy dla sieci scalaj ↪acych pracuj ↪acych na ilości liczb od
2 do 512, b ↪ed ↪acych pot ↪egami dwójki. Dla sieci sortuj ↪acych ograniczyliśmy si ↪e tylko
do czterech wielkości sieci, mianowicie ilość sortowanych liczb wynosiła odpowiednio
64, 128, 256 i 512. Również wielkość liczb, dla których wykonywaliśmy doświadczenie
została ograniczona do czterech przypadków : 64, 128, 256 i 512 bitów. Tablice od 1
do 4 przedstawiaj ↪a wyniki tych symulacji zawieraj ↪ac średni czas działania uzyskany
w 10000 prób dla każdego przypadku. Równocześnie dla porównania podajemy czas
działania sieci z optymalnymi synchronicznymi komparatorami.

Jak łatwo zauważyć na podstawie tablic, zgodnie z wynikami teoretycznymi, średni
czas asynchronicznej sieci komparatorów nie zależy od długości liczb wejściowych.
Również uzyskany średni czas obliczeń jest mniejszy niż jego oszacowanie na podsta-
wie twierdzeń 12 i 13. Na przykład dla sieci sortuj ↪acej 256 liczb i posiadaj ↪acej 36
poziomów komparatorów, na podstawie twierdzenia 12 można policzyć, że średni czas
działania takiej sieci nie przekracza 441. W trakcie doświadczeń dla sieci Odd-Even
czas ten wynosił około 271 a dla sieci bitonicznej 274. Również oszacowanie górnej
granicy czasu średniego na podstawie twierdzenia 13 jest wystarczaj ↪ace. Wynosi ono
396, gdy uzyskany w trakcie prób średni czas dla sieci Odd-Even wyniósł około 244,
a dla sieci bitonicznej 243. Jak wi ↪ec widać w rzeczywistych sieciach dane przepływaj ↪a
dużo szybciej niż to wynika na podstawie oszacowań dokonanych w twierdzeniach.

Wielkość Długość liczb
sieci 64 128 256 512

A B S A B S A B S A B S
2 3.99 4.29 8 4.00 4.27 9 3.99 4.26 10 3.95 4.22 11
4 9.52 10.15 16 9.57 10.14 18 9.53 10.13 20 9.44 10.06 22
8 17.36 17.88 24 17.37 17.80 27 17.30 17.75 30 17.37 17.84 33
16 26.32 25.58 32 26.25 25.56 36 26.25 25.57 40 26.21 25.56 44
32 36.16 33.70 40 36.13 33.61 45 36.13 33.61 50 36.06 33.56 55
64 47.06 41.95 48 47.09 41.95 54 47.11 41.96 60 47.04 41.93 66
128 58.97 50.52 56 58.96 50.51 63 58.93 50.51 70 58.02 50.56 77
256 71.77 59.41 64 71.74 59.45 72 71.74 59.43 80 71.92 59.41 88
512 85.48 68.61 72 85.49 68.61 81 85.54 68.61 90 85.53 68.58 99

Tablica 1: Porównanie czasu działania sieci scalaj ↪acej Odd-Even dla komparatorów
asynchronicznych A i B oraz komparatora synchronicznego (S).
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Wielkość Długość liczb
sieci 64 128 256 512

A B S A B S A B S A B S
2 3.99 4.27 8 4.01 4.27 9 4.01 4.27 10 4.00 4.24 11
4 9.94 10.53 16 9.75 10.42 18 9.98 10.57 20 9.88 10.49 22
8 17.21 17.44 24 17.26 17.57 27 17.38 17.57 30 17.35 17.57 33
16 25.88 25.03 32 25.81 25.99 36 25.84 25.06 40 25.72 25.04 44
32 35.59 33.09 40 35.40 33.04 45 35.53 33.07 50 35.56 33.06 55
64 46.20 41.39 48 46.13 41.39 54 46.19 41.38 60 46.27 41.43 66
128 57.81 49.95 56 57.70 49.92 63 57.76 49.93 70 57.79 49.92 77
256 70.46 58.78 64 70.32 58.77 72 70.46 58.75 80 70.42 58.79 88
512 84.02 67.82 72 83.90 67.90 81 83.97 67.88 90 83.88 67.82 99

Tablica 2: Porównanie czasu działania bitonicznej sieci scalaj ↪acej dla komparatorów
asynchronicznych A i B oraz komparatora synchronicznego (S).

Wiel- Długość liczb
kość 64 128 256 512
sieci A B S A B S A B S A B S
64 142.49 134.60 168 142.66 134.69 189 142.60 134.67 210 142.04 134.64 231
128 200.54 184.71 224 200.81 184.88 252 200.65 184.77 280 200.10 184.80 308
256 270.50 243.27 288 270.61 243.35 324 270.55 243.34 360 270.12 243.28 396
512 353.13 310.53 360 353.20 310.60 405 353.36 310.66 450 353.21 310.61 495

Tablica 3: Porównanie czasu działania sieci sortuj ↪acej Odd-Even dla komparatorów
asynchronicznych A i B oraz komparatora synchronicznego (S).

Wiel- Długość liczb
kość 64 128 256 512
sieci A B S A B S A B S A B S
64 144.71 134.92 168 144.23 134.61 189 144.78 134.88 210 144.57 134.67 231
128 203.60 184.82 224 203.10 184.44 252 203.40 184.71 280 202.86 184.49 308
256 273.96 243.02 288 273.67 242.74 324 273.89 242.99 360 273.59 242.83 396
512 356.98 309.94 360 357.10 309.77 405 356.84 309.91 450 357.20 310.05 495

Tablica 4: Porównanie czasu działania bitonicznej sieci sortuj ↪acej dla komparatorów
asynchronicznych A i B oraz komparatora synchronicznego (S).
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