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Wstep

Tomografia komputerowa jest dziedzina zajmujaca sie rekonstrukcja obiek-
tow, ktére sa opisane tylko przez pewien zbiér swoich rzutéw. W tomografii
dyskretnej obiektem, ktéry chcemy zrekonstruowaé jest skonczony zbiér pél
w dwu- lub tréjwymiarowej kracie. Wszystkie wiadomosci o danym zbiorze
pol sa dostepne tylko w postaci dyskretnych rzutéw. W najprostszym przy-
padku, rzut skoficzonego zbioru S w kierunku u jest funkcja, ktérej wartosci
opisuja liczbe punktéw zbioru na kazdej linii réwnolegtej do w lub liczbe
punktéw zbioru S nalezacych do podprzestrzeni prostopadlej do u. Pro-
blemy dyskretnej tomografii komputerowej sg réwniez studiowane w kon-
tekscie przetwarzania obrazéw i kompresji danych.

Waznym podproblemem jest tutaj rekonstrukcja dyskretnych zbioréw
dwuwymiarowych z ich rzutéw ortogonalnych, to jest poziomego i piono-
wego. Dla wiekszosci klas takich zbioréw problem rekonstrukcji jest NP-
zupelny. W tej pracy zajmujemy sie opisem i analiza pewnej klasy zbioréw
dyskretnych, dla ktérych rekonstrukcja jest mozliwa w czasie wielomiano-
wym. Klasa ta to poliomina wypukle, czyli spéjne zbiory o ciagtych przekro-
jach ortogonalnych. Zajmujemy sie rekonstrukcja takich zbioréw z rzutéw
doktadnych oraz rekonstrukcja z rzutéw przyblizonych, gdzie rzuty dopusz-
czalnego rozwigzania mogga sie rézni¢ o okreslony btad od podanych rzutéw
wejsciowych. Podajemy tez wielomianowy algorytm rekonstrukcji z rzutéw
doktadnych dla pewnej klasy poliomin tréjwymiarowych. Jest to pierwszy
algorytm wielomianowy dla zbioréw tréjwymiarowych.

Rozprawa jest podzielona na sze$¢ rozdzialéow. Rozdzial pierwszy za-
wiera przedstawienie problemu oraz przeglad dotychczas uzyskanych wyni-
kéw. W rozdziale drugim ujete zostaly pewne wtasciwosci poliomin wy-
puktych, przydatne do konstruowania algorytméw rekonstrukcji. Rozdzial
trzeci zawiera opis i analize wielomianowego algorytmu rekonstrucji dwu-
wymiarowych poliomin wypuktych z rzutéw ortogonalnych. W rozdziale



czwartym dostosowujemy i uogdlniamy ten algorytm do pewnej klasy trdj-
wymiarowych poliomin wypuklych. Przedostatni, piaty rozdzial dotyczy re-
konstrukeji dwuwymiarowych poliomin wypuktlych z rzutéw przyblizonych.
Pokazujemy w nim, ze problem rekonstrukcji dwuwymiarowych zbioréw
z przyblizonych rzutéw jest co najmniej tak trudny, jak rekonstrukcja z do-
ktadnych rzutéw, oraz podajemy wielomianowy algorytm rekonstrukcji dla
poliomin wypuktych. Na koniec, w rozdziale széstym, podajemy niektére
problemy otwarte, ktére wiaza sie bezposrednio z problemami rozwazanymi
w tej pracy.



Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Definicja Problemu

Niech R oznacza prostokatng krate, o wymiarach m na n, ktérej jednostkowe
kwadratowe pola sg lub nie sg zaciemnione. Krate R mozemy identyfikowaé
z czarno-bialym rysunkiem rastrowym. Matematycznym modelem takiej
kraty, ktérym bedziemy postugiwaé sie w tej pracy, bedzie macierz zeroje-
dynkowa R o m wierszach i n kolumnach, gdzie elementy odpowiadajace
zaciemnionym polom maja warto$¢ 1 a polom jasnym 0. Niech R][i, j] ozna-
cza element macierzy R znajdujacy sie w wierszu i i kolumnie j. Niech Q(R)
oznacza zbiér wszystkich elementéw macierzy R, czyli

QR)={[i,j] : 1<i<m AN 1<j<m}.
Niech S(R) oznacza zbiér elementéw macierzy R réwnych 1, tj.

S(R) =A{[i,j] : R[i,j] =1}

Poniewaz R bedzie na ogé! ustalone, zamiast Q(R) i S(R) bedziemy czesto
pisali Qi S.
Definicja 1.1  Dla zbioru S = S(R) definiujemy h;(S) — rzut i-tego wier-
sza S, jako liczbe tych elementow i-tego wiersza R, ktdre sq rowne 1, czyli

hi(S) = > Rli, jl,
j=1

dlai € {1,...,m}. Analogicznie definiujemy v;(S) — rzut j-tej kolumny S,
jako liczbe elementow j-tej kolumny R, ktore sq rowne 1, czyli

v;i(S) = Rli, jl,
=1

3
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dla j € {1,...,n}. Rzuty wierszy bedziemy nazywaé rzutami poziomymi
a rzuty kolumn pionowymi. (Jesli zbior S jest ustalony, to piszemy kricej
hl' ) ’Uj.)

Dwa pola w kracie R nazywamy sasiednimi, jesli maja wspoélng krawedz.
Stad dwa elementy [¢, j] i [/, j'] w macierzy R sa sasiednimi, jedli jedne z ich
wspoOtrzednych, pionowe albo poziome, réznia sie doktadnie o jeden, czyli

li—d|=11i j=35 b i=4d i [j—j|=1

Zbiér S nazywamy spdjnym, jesli dla kazdych dwoch elementéw nalezacych
do S sg one sasiednie lub istnieje Sciezka w S, przechodzaca kolejno przez
sasiednie elementy nalezace do S, ktora taczy te dwa elementy.

W tej pracy bedziemy badali nastepujace wtasnosci zbioru S:

Definicja 1.2
(I) Zbior S ma wlasnosé p, jesli S jest spdjnym zbiorem skoriczonym.

(IT) Zbior S ma wlasnosé v, jesli kazda kolumna zbioru S jest spdjna, to
znaczy nie istnieje w macierzy R kolumna zawierajgea 0 miedzy dwoma
elementami réwnyms 1.

(III) Zbior S ma wlasnosé h, jesli kazdy wiersz zbioru S jest spéjny, to
znaczy nie istnieje w macierzy R wiersz zawierajgey 0 miedzy dwoma
elementami réwnyms 1.

Mowimy, zZe zbior S nalezy do klasy (z) (S € (x)) wtedy i tylko wtedy, gdy
S ma wlasno$é x. Jesli S € (x) i S € (y), to piszemy S € (x,y).
Teraz wprowadzamy nastepujgce pojecia

e zbior S jest poliominem, jesli S € (p) (zobacz Rysunek 1.1),

o 2bidr S jest poliominem ze spdjnymi wierszami, jesli S € (p, h) (zobacz
Rysunek 1.2),

e zbior S jest poliominem ze spdjnymi kolumnami, jesli S € (p,v), oraz

o zbior S jest wypuklym poliominem (to jest poliominem ze spojnymi
wierszami i kolumnami), jesli S € (p, h,v) (zobacz Rysunek 1.3).

Dla kazdej z wyzej zdefiniowanych klas mozna sformutowaé problem re-
konstrukcji zbioru S tej klasy z jego prostopadtych rzutéw:
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Rysunek 1.1: Przyktad poliomina bez dodatkowych warunkéw na spdéjnosé
wierszy i kolumn

Rysunek 1.2: Przyktad poliomina ze spéjnymi wierszami

Rysunek 1.3: Przyklad wypuklego poliomina (to jest majacego spdjne wier-
sze i kolumny)
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4 0 0]010]0]0f0O| 8
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6 (0[O0 OOOOlOH
7 (0f{0[0]0 12
8 [0{0[{0[0]0 11
9 (0{0[0]0]0]0]0 0] 8
10 [0]0]0]0]0]0[0{0[0]0 0] 4
11 [0]0]0]0]0]0[0{0[0]0 0] 3
12 {0]0]0]0]0]0[0{0[0]0 0] 2]
12456887555 76532
\Y

Rysunek 1.4: Przyktad wypuklego poliomina, ktore realizuje ustalona pare
rzutéw prostopadlych (H,V)
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Definicja 1.3  Niech bedg dane dwa wektory
H = (hi,...,hy) e{l,....,n}"

oraz
Vo= (vi,...,v,) €{1,...,m}"

Mowimy, ze S realizuje (H,V') w klasie (x), jesli S € (x) oraz hi(S) = h;
dlaie{l,...,m} iv;(S)=wv; dlaje{l,...,n}.

Para (H,V) ma realizacje w klasie (x), jesli istnieje co najmniej jedna
macierz R o m wierszach i n kolumnach taka, zZe S = S(R) realizuje (H,V)
w klasie (x).

W tej pracy skupimy sie na rekonstrukcji poliomin wypuklych, czyli
znalezieniu zbioru S realizujacego pare prostopadlych rzutéw (H, V') w klasie
(p, h,v) lub stwierdzeniu, ze taki zbi6r nie istnieje.

Gléwnym problemem, z ktérym spotkamy sie przy rekonstrukeji polio-
min, jest niejednoznacznosé rozwiazania. W niektorych przypadkach istnieje
bardzo duzo zbioréw majacych takie same wektory rzutéw ortogonalnych
(H,V). W[ | pokazano, ze moze istnie¢ wykladniczo wiele takich
wypuktych poliomin. Na Rysunku 1.5 pokazujemy przyklad szeSciu polio-
min o takich samych rzutach.

1.2 Przeglad wynikow

Pierwszy H. Ryser [R63], a nastepnie S.K. Chang | 11 X.G. Wang | ]
studiowali istnienie zbioru S realizujacego pare rzutéw prostopadtych (H, V)
bez zadnych dodatkowych warunkéw. Pokazali oni, ze problem istnienia ta-
kiego zbioru moze by¢ rozwiazany w czasie O(mn), gdzie m jest rozmiarem
wektora rzutéw poziomych a n — pionowych. Wymienieni autorzy wprowa-
dzili réwniez pierwsze algorytmy rekonstruujace zbiér S na podstawie jego
rzutéw prostopadlych (H, V).

Kolejny etap prac nad problemem rekonstrukcji nastapit w latach dzie-
wieédziesiatych. G.J. Woeginger [ ] udowodnil, ze problemy rekonstruk-
cji zbioréw, ktére maja spojne wiersze i kolumny (czyli naleza do klasy
(h,v)) oraz poliomin bez warunkéw na sp6jno$é¢ wierszy i kolumn (klasa
(p)) sa NP-zupelne.

Z kolei w | | E. Barcucci, A. Del Lungo, M. Nivat i R. Pinzani
pokazali, ze problem rekonstrukcji jest NP-zupelny réwniez jesli rekonstru-
owane zbiory sa poliominami ze spojnymi kolumnami lub poliominami ze
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Rysunek 1.5: Przyklad szesciu roznych wypuktych poliomin o takich samych
rzutach prostopadlych, poziomym H = (1,3,4,4,4,3,1) i pionowym V =
(1,3,4,3,3,3,2,1)
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sp6jnymi wierszami (odpowiednio klasy (p,v) i (p,h)), a réwniez kiedy sa
tylko zbiorami ze sp6jnymi kolumnami lub, symetrycznie, spéjnymi wier-
szami (klasy (v) i (h)). Stad jedynie gdy rozwazamy zbiory z wszystkimi
trzema cechami (p, h,v), czyli wypukle poliomina, problem rekonstrukcji
moze by¢ rozwiazany w czasie wielomianowym.

Algorytm, ktéry ustala istnienie wypuklego poliomina realizujacego pare
ustalonych wektoréw prostopadlych (H, V) w czasie wielomianowym, zostal
po raz pierwszy opisany w [ ]. Gléwna idea tego algorytmu bylo
ustalenie pozycji poczatkowych dla pewnych zer i jedynek a nastepnie uru-
chamianie procedury wypelniania w oparciu o te pozycje. Liczba réznych
poczatkowych ustawien wynosita O(m?n?), a procedura wypelniania miata
ztozonoéé O(m?n?). Stad caly algorytm wymagat czasu rzedu O(m*n?*).
W rozdziale 3 pokazujemy wariant tego algorytmu, opisany w | |, ktérego
ztozonoéé wynosi O(min(m,n)? - mnlogmn). Najnowszy algorytm opisany
W pracy | |, ktérego autorami sa M. Chrobak i Ch. Diirr, rekonstruuje
wypukle poliomina w czasie O(min(m,n)? - mn). Gléwna jego idea polega
na konstruowaniu formut 25AT, ktoére sa spelnialne wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje wypukle poliomino z pewnymi ustalonymi, poczatkowymi pozycjami
jedynek.

W rozdziale 4 przedstawiamy algorytm rekonstrukcji pewnej klasy wy-
puktych poliomin tréjwymiarowych, wykorzystujacy opisane w tej pracy
wtasnosci dwuwymiarowych poliomin wypuktych.

Wymienione powyzej wyniki dotycza rekonstrukeji wypuktych poliomin
w przypadku, gdy mamy dane dokladne rzuty. Czasami jednak rzuty sa
podane tylko z pewna doktadnoscia. W rozdziale 5 rozwazamy wiec rekon-
strukcje poliomin z takimi wtasnie przyblizonymi rzutami, opisana czesciowo
w pracy [G01]. Pokazujemy, ze jest to problem co najmniej tak trudny jak
rekonstrukcja z doktadnych rzutéw a w zwiazku z tym dla poliomin bez zad-
nych warunkéw na spdjnoéé kolumn i wierszy, poliomin ze spdjnymi wier-
szami i poliomin ze spéjnymi kolumnami jest on NP-zupelny. Natomiast dla
wypuktych poliomin podajemy algorytm ich rekonstrukcji z przyblizonych
rzutéw pracujacy w czasie O(m>n3). Wyniki te rozwiagzuja problem posta-
wiony przez G.J. Woeginger w | ]. Dodatkowo przedstawiamy réwnole-
gla wersje tego algorytmu, z ktorej wynika, ze problem nalezy do klasy NC.
Poniewaz algorytm ten dziala takze dla doktadnych danych, wiec problem
rekonstrukcji poliomin wypuktych z doktadnych rzutéw prostopadtych tez
nalezy do klasy NCj.



Rozdziat 2

Pewne wlasnosci poliomin
wypuklych

W tym rozdziale udowodnimy pewne wtasnosci poliomin wypuktych, ktére
beda pomocne w algorytmach rekonstrukcji zawartych w dalszej czesci tej

pracy.

2.1 Ogodlne wlasnosci

Na poczatek zdefiniujemy roztgczne obszary macierzy R z wpisanym do niej
wypuklym poliominem S.

Definicja 2.1  Dla wypuklego poliomina S(R) zbior elementéw réwnych
0 w macierzy R rozpada sie na spojne, rozlgczne obszary zawierajgce rogi
macierzy. Przez A oznaczamy spdjny obszar wypelniony zerami w lewym
gornym rogu R, to znaczy, ze [1,1] € A, jesli R[1,1] =0 lub A = (.

Analogicznie oznaczmy jako B obszar zer w prawym gornym rogu ma-
cierzy R (jesli R[1,n] = 0, to [1,n] € B, a w p.p. B = 0), jako C obszar
zer w lewym dolnym rogu R (jesli Rlm,1] = 0, to [m,1] € C, a w p.p.
C =10) a jako D obszar zer w prawym dolnym rogu R (jesli R[m,n] =0, to
[m,n] € D, a wp.p. D=10).

Teraz dla tak zdefiniowanych obszaréw naroznych mozna sformulowaé
nastepujacy lemat (dowdd jego jest oczywisty wiec go pomijamy):

Lemat 2.2  Dla naroinych obszarow zer wypukiego poliomina S w macie-
rzy R spelnione sq nastepujgce implikacje

10
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S a
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r
Rysunek 2.1: Wypukte poliomino S zakotwiczone w (p, ¢, 7, s), z naroznymi
obszarami zer A, B, CiD

L5l

Rysunek 2.2: Tlustracja wtasnosci wypuktego poliomina z Lematéw 2.5 1 2.6.
Mamy nastepujace zawierania: N, , C W;_1 1 W; C Ng,, gdzie W; jest
rowny sumie W;_1 i zbioru jedynek w kolumnie j
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1. Jesli[i+1,7] € A lub [i,j + 1] € A, to [i,j] € A.
2. Jesli[i+1,4] € B lub [i,j — 1] € B, to [i,j] € B.
3. Jesli [i —1,45] € C lub [i,5 + 1] € C, to [i,j] € C.
4. Jedlili—1,j] € D lub [i,j — 1] € D, to [i,j] € D.

7 definicji wypuklego poliomina i powyzszego lematu otrzymujemy

Lemat 2.3 [ | Zbior S jest wypuklym poliominem wtedy i tylko wtedy,
g9dy
S=Q~(AUuBUCUD),

gdzie A, B, C i D sq rozlgcznymi obszarami naroznymi (odpowiednio lewym
gornym, prawym gornym, lewym dolnym i prawym dolnym) spelniajgcymi
wlasnosci z Lematu 2.2 oraz takimi, Ze

(7’) jGS/lZ [,L - 15.] - 1] € A’ to [17]] g D’

(ii) jesli [i —1,j + 1] € B, to [i, 5] & C.
O

Teraz zajmiemy sie wlasnoéciami poliomin wypuklych przydatnymi do
ustalania potozenia pewnych nalezacych do nich elementéw. Wtasnosci te
beda przydatne w algorytmach rekonstrukcji, opisanych w nastepnych roz-
dziatach, do wyznaczania pozycji niektérych jedynek w macierzy R. Wszyst-
kie opisane ponizej wlasnoéci zachodzg rowniez, gdy stowo wiersz zastapimy
kolumng a kolumna — wierszem. Dla wiekszej czytelnosci pomijamy zapis
tej drugiej wersji.

Definicja 2.4  Dla wypuklego poliomina S niech (ni,ns) oznacza pozycje
jedynek w pierwszym wierszu macierzy R, to znaczy R([1, j] = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy n1 < j < na.
Analogicznie, niech (s1,s2) oznacza pozycje jedynek w ostatnim wierszu
macierzy R, to znaczy R[m,j] = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy s1 < j < 3.
Pozycje tych elementow nazywamy w skrécie odpowiednio géornymsi i dol-
nymsi pozycjami brzegowymi.

W ponizszym lemacie niech W; oznacza zbiér jedynek w pierwszych j
kolumnach macierzy R, czyli

W, ={[i,k] : Rli,kj=1 A k<j},
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oraz niech N; oznacza zbiér jedynek w pierwszych i wierszach R, czyli
Ni={lkj] : Rlk,j]=1 N k<i}

(zobacz rysunek 2.2). Ponadto, niech u; i d; beda odpowiednio najmniej-
szym i najwiekszym indeksem takim, ze R[u;,j] = 1 oraz R[d;,j] = 1.
Wtedy nastepujacy lemat jest prawdziwy

Lemat 2.5 Niech S bedzie wypukiym poliominem z gornymi pozycjamsi
brzegowymi (n1,n2). Wtedy dla wszystkich j € {n1,...,n}, to jest numeréw
kolumn za poczgtkiem gornych pozycji brzegowych w wypukliym poliominie,
prawdziwe jest nastepujgce zawieranie

Nujfl C Wj71~

Dowéd: Zatézmy, ze [i, k] € Ny, 1 dla pewnego j takiego, ze n1 < j < n.
Chcemy pokazaé, ze k < j. Jak tatwo zauwazy¢, idac z lewej do prawej, po-
czawszy od kolumny nq, wspdirzedne pierwszego elementu réwnego 1 w ko-
lumnach tworza ciag niemalejacy (z definicji obszaru naroznego B i Lematu
2.2). Stad, dla k > j zachodzi uy > u;. Lecz jest to niemozliwe, poniewaz uy,
jest z definicji najmniejszym indeksem takim, ze R[ug,k] = 1, wiec uy < 1.
Z zalozenia [i, k] € Ny, 1 mamy jednak, ze i < uj. Dlatego up < i < u;
a wiec k < j. ad

Lemat 2.6  Niech S bedzie wypukiym poliominem z dolnymi pozycjamsi
brzegowymi (s1,s9). Wtedy dla wszystkich j € {1,...,s2}, to jest numercw
kolumn mmniejszych od dolnych pozycji brzegowych w wypuklym poliominie,
prawdziwe jest nastepujgce zawieranie

Wj C Nd]..

Dowéd: Zalézmy, ze [i,k] € W; dla j takiego, ze 1 < j < s. Chcemy
pokazac, ze i < dj. Jak tatwo zauwazyc¢, idac od pierwszej kolumny do ko-
lumny so, wspélrzedne ostatniego elementu réwnego 1 w kolumnach tworza
ciagg niemalejacy (z definicji obszaru naroznego C' i Lematu 2.2). Dla i > d;
zachodzi dj, > i. Stad, jesli i > dj, to dj, > d;. Ale to zachodzi tylko wtedy,
gdy k > j. Sprzecznos¢ z zalozeniem, ze [i, k] € W;, a wiec k < j. Dlatego
i < dj. O

Teraz zdefiniujemy pomocnicze warto$ci bedace sumami czeSciowymi dla
wektoréw rzutéw.
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Definicja 2.7 Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia:

k
Hy, = Z hj,
j=1

dla ke {l,...,m} i Hy=0, oraz

k
szzvia
=1
dlake{l,....n}iVy=0.

Fakt 2.8 Réwnosé

n

Zm: hj = Zvi (to jest Hy,, = V)

j=1 i=1
jest warunkiem koniecznym istnienia poliomina.

7 powyzszych lematéw i ich wariantéw otrzymujemy nastepujace wnio-
ski:

Whniosek 2.9  Niech S bedzie wypuklym poliominem z gérnymi pozycjamsi
brzegowymi (ny,ng). Wtedy dla wszystkich j € {1,...,n2} spelnione sq
nierownosci

Hujfl < Vn - ‘/] { Hm - Hu;—1 = ‘/]
O

Whniosek 2.10 Niech S bedzie wypuktym poliominem z gornymi pozycjamsi
brzegowymi (ni,ne). Wtedy dla wszystkich j € {n1+1,...,n} spelnione sq
nierownosci

Hujfl < ‘/jfl i Hm - HU,j*l P Vn - ‘/jfl-
O

Whniosek 2.11  Niech S bedzie wypukliym poliominem z dolnymi pozycjamsi
brzegowymi (s1, s2). Wiedy dla wszystkich j € {1,...,s2} spelnione sq nie-
rownosct

Hy, <V; i Hp—Hy >V, — V.
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Whniosek 2.12  Niech S bedzie wypukliym poliominem z dolnymi pozycjamsi
brzegowymi (s1,s2). Wtedy dla wszystkich j € {s1,...,n} spelnione sq nie-
rownosct

O

Na koniec sformulujemy lemat wyznaczajacy elementy [i,j] zbioru @,
ktére na pewno beda nalezaly do wypuklego poliomina S, czyli takie, ze
R[i,j] =1.

Lemat 2.13 | | Niech S bedzie poliominem wypuklym. Wtedy,
jesli i, j spetniajqg nieréwnoséci

Vi 2 Hi_4, H; >V 4, Hi 2V, =V, 1 V,—=V;12>2H; 4,
to Ri,j] =1 (taki element [i, j| nazywamy mediang poliomina,). 0

Liczba elementéw bedacych mediang poliomina wypuklego jest ograni-
czona i w zaleznosci od wtasnosci rzutéw moze wynosi¢ odpowiednio 1, 2

lub 4.

2.2 (Oszacowania

Teraz wykorzystamy niektére z lematow i wnioskéw z poprzedniego podroz-
dziatu do stworzenia narzedzia pomocnego w oszacowaniu niektérych pozycji
elementéw réwnych 1 w macierzy R opisujacej poliomino wypukte.

Definicja 2.14 Dia j € {1,...,n} zdefiniujmy nastepujgce wielkosci:
D> = min{ie{l,....m—1} : Hy —H; < H,, —V,
Vo oi=m}
oraz
UN = max{ i €{2,....m} : Hi_1<V;_1 VvV i=1}

Obszar zawarty miedzy pozycjami Uj\-‘ a Dj\ (elementy [j, Uj\-‘], N D]\])
dla j € {1,...,n} nazywamy obszarem oszacowan wzdluz przekgtnej.
Analogicznie dla j € {1,...,n} zdefiniugmy nastepujgce wielkosci:
DY = min{ i€ {1,.... m—-1} : H,-H;<V_1 V i=m}
oraz
vl = max{ i€ {2,....m} : Hi1 <Hp,-V; VvV i=1}
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Obszar zawarty miedzy pozycjami Uj/ a Dj/ (elementy [j, Uj/], o, DJ/])
dla j € {1,...,n} nazywamy obszarem oszacowan wzdluz wstecznej przekqt-
nej.

Powyzej zdefiniowane wartosci sg dla poszczegdlnych kolumn oszacowa-
niami dolnej i goérnej granicy wystepowania jedynek w wypuktych poliomi-
nach zgodnie z Wnioskami 2.9-2.12. Jednak sa to tylko przyblizenia i nie
na calym obszarze wyznaczonym przez te oszacowania wystepuja jedynki.
Ponizej przedstawiamy pewne wtasnosci tych oszacowan, ktére czynia z nich
pomocne narzedzie w rekonstrukeji poliomin wypuktych.

Lemat 2.15 Dla wszystkich j € {1,...,n} mamy
N\ N\ ; / N
Uj < Dj 1 Uj < Dj ,

czyli oszacowanie elementu réwnego 1 o najnizszym numerze w danej ko-
lumnie jest niewieksze niz oszacowanie jedynki o najwyiszym numerze w tej
kolumnie.

Dowdéd: Zgodnie z Definicja 2.14 dla przekatnej mamy

Uj\-‘ = max{i€{2,...,m} : Hi_1<Vj_1}

= max{ie{l,.... m—1} : H;<V;_1 }+1
min{ i€ {1,....,m—1} : H;>V;_1 }
min{ i e {1,....m—1} : H;>V;_1+v; }
min{ i€ {1,....,m—1} : H;>V; }
= min{ie{l,....m—1} : H,—-H; <V, -V; }

— N
= D;~.

NN

Analogicznie, dla wstecznej przekatnej mamy odpowiednio

UY = max{i€{2,...,m} : Hi 1 <V,=V;}
max{ie{l,.... m—1} : H;<V,-V; } +1
min{ i € {1,...,m—1} : H; >V, -V, }
min{ i€ {l,.... m—1} : H;>V, =V, +v; }
min{ i e {1,...,m—1} : H; >V, -V, }
min{ i € {1,...,m—1} : Hy, —H; <Vj_; }

v
Dy .

1 | /AN
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R D
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1 S UR! { 717
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7 X A 743
8 CAEAY! 750
9 5 55
10 5 60
11 5 65
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20 X 1 R_X 32112

12346887 777777688531
Vi1 3 6101624323946536067748187958 S = =

Rysunek 2.3: Poliomino, odpowiadajace mu oszacowania przekatniowe i me-
diana (M)
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Ponadto obszary oszacowan w sasiednich kolumnach nie sg od siebie
odlegle. Kazdy wiersz zawiera komérke nalezaca do oszacowan.

Lemat 2.16  Dla wszystkich j € {1,...,n — 1} i dla oszacowan wzdluz
przekgtne; mamy

N N
D>+12U;;,.
A dla wszystkich j € {1,...,n — 1} i dla oszacowan wzdluz wstecznej prze-
kgtnej mamy
/ 7
D, +1207.

Dowdd: Pierwsza nieréwnosc:

Uj}rl = max{i€{2,....,m} : Hi1 <V;}
max{i€{l,....,m—1} : H;<V; }+1
max{ie{l,.... m—1} : H,—H; >V, -V; } +1
min{ie{l,.... m—1} : H, —H; <V, -V; } +1

D> +1.

A

Oraz druga nieréwnos¢:

v = max{ i € {2,...,m} : Hi_1 <V, -V}
max{ie{l,.... m—1} : H;<V, -V, } +1
max{ie{l,.... m—1} : H, —H; >V; }+1
min{ i e{l,.... m—1} : H,, —H; <V; } +1
v

DY+ 1.

AN

O

Teraz dodatkowo podamy lemat o poprawnosci oszacowan wzdtuz prze-
katnych.

Lemat 2.17  Obszar oszacowan wzdtuz przekgtnej jest roztgezny z obsza-
rem naroznym B i z obszarem naroinym C.

Analogicznie obszar oszacowan wzdluz wstecznej przekgtnej jest rozlgezny
z obszarem naroznym A i z obszarem naroinym D.

Dowd6d: Pierwszej czesé lematu wynika bezposrednio z Wnioskéw 2.10
i 2.11 oraz z Definicji 2.14.

Analogicznie druga cze$¢ wynika z Wnioskow 2.9 i 2.12 oraz Definicji
2.14. O
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Ponizej sformutowany lemat ma kluczowe znaczenie dla rekonstrukcji
wypuklych poliomin umozliwiajac laczenie réznych wyznaczonych obsza-
réw jedynek. Niech podkrata rozpieta miedzy elementami [4,j] i [i/, j'], be-
dzie zbiér tych elementéw [k,[], dla ktérych min{i,i'} < k& < max{i,i'}
i min{j,j'} <1< max{j,j'}.

Lemat 2.18 Niech S bedzie wypuklym poliominem i niech [i, j| bedzie jego
mediang. Wtedy, jesli [i’,j'] nalezy do S, to oszacowania wzdluz przekgtnej
GGeslii' <i N j' <jlubi >i A j > j) lub wzdluz wstecznej przekgtnej
(Geslii' >i N j' <jlubi <i N j > j) zawarte w podkracie Q', rozpietej
miedzy elementams [i',5'] i [i, j], nalezg do poliomina S.

Dowéd: Po pierwsze zauwazmy, ze mediana nalezy do obszaru obu oszaco-
wan przekatniowych i do poliomina S.

Na poczatek zalézmy, ze i’ <iij < j. Wtedy w podkracie Q’, rozpig-
tej miedzy elementami [i’, j'] i [¢,]], zawarty bedzie fragment oszacowania
wzdhuz przekatnej. Z Lematu 2.17 oszacowania te sg rozlaczne z obszarami
naroznymi B i C. Ponadto obszar podkraty Q' jest réwniez roztaczny z ob-
szarami naroznymi A i D. Gdyby bowiem do podkraty Q' nalezal element
z obszaru naroznego A, to zgodnie z Lematem 2.2 [i/, j'] r6wniez musialby
naleze¢ do obszaru A. A to jest sprzeczne z zalozeniem, ze nalezy do po-
liomina S. Analogicznie, gdyby w podkracie Q' istnial element nalezacy
do obszaru naroznego D, to zgodnie z Lematem 2.2 [i, j] réwniez musialby
naleze¢ do obszaru D, a wiemy, ze nalezy do poliomina S. Stad sprzecznos¢.

W pozostatych trzech przypadkach, tj. gdy ¢ < ¢’ i 7/ < j albo i/ < 1
ij<j alboi<iij<j, dowdd przebiega podobnie. 0

Zauwazmy jeszcze, ze jeSli i’ = i lub 7/ = j to wszystkie elementy miedzy
[i',4'] a [i,j] naleza do S, poniewaz S z definicji ma spéjne obszary jedynek
w kolumnach i wierszach.

7 powyzszego lematu oraz z Lematéw 2.15 i 2.16, a takze ze spdjnosci
obszaréw jedynek w wierszach i kolumnach wypuklego poliomina, otrzymu-
jemy nastepujacy wniosek

Whniosek 2.19  Niech S bedzie wypuklym poliominem i niech [i,j| bedzie
jego mediang. Wtedy, jesli [i’, j'] nalezy do S, to w kazdym wierszu i kazdej
kolumnie podkraty rozpietej miedzy elementami [i, j] i [¢', j'] mozemy wyzna-
czyé pozycje co najmniej jednego elementu nalezgcego do S (sq to elementy
odpowiednich obszaréw oszacowan).

Dowéd: Bezposrednio z Lematow 2.15 i 2.16 oraz z wlasnosci spdjnoéci
obszaru jedynek dla kolumn i wierszy. ad
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Lemat 2.20 Niech S bedzie wypuklym poliominem i niech [i, j] bedzie jego
mediang. Wtedy, jesli element [i',j'] nie nalezy do S, a nalezy do obszaru
oszacowan wzdtuz przekgtnej, to

1. jesli i" < i oraz j' < j, to podkrata rozpieta miedzy [1,1] a [i',j'] jest
rozlgczna z S;

2. jedli i =i oraz j' > j, to podkrata rozpieta miedzy [i',7'] a [m,n] jest
roztgczna z S.

Analogicznie, jesli element [i, j'] nie nalezy do S, a nalezy do obszaru osza-
cowan wzdluz wstecznej przekgtnej, to

1. jesli i' < i oraz j' > j, to podkrata rozpieta miedzy [1,n] a [i',j] jest
rozlgczna z S;

2. jedli i > i oraz j' < j, to podkrata rozpieta miedzy [i',5'] a [m,1] jest
roztgczna z S.

Dowéd: Na poczatek zaldézmy, ze i’ < iij < j. Z Lematu 2.17 wiemy, ze
element [i’, j'] nie nalezy do obszaréw naroznych B i C. Gdyby nalezal do
obszaru naroznego D, to zgodnie z Lematem 2.2 element [i, j] tez nalezaloby
do obszaru D, ale to jest sprzeczne z zalozeniem, ze [i, j| jest mediana. Tak
wiec [¢/,j'] musi naleze¢ do obszaru naroznego A, a zgodnie z Lematem
2.2 wszystkie komorki z podkraty rozpietej miedzy [1,1] a [i’, j'] naleza do
obszaru A, a wiec nie naleza do poliomina S.

Pozostate trzy przypadki dowodzimy podobnie. a

2.3 Pozycje brzegowe

Teraz udowodnimy kilka ciekawych wlasnosci pozycji brzegowych w polio-
minach wypuktlych.

Definicja 2.21 Dia wypuklego poliomina S z wektorem rzutéw poziomych
H={hy,...,hp} €{1,...,n}™ definiujemy

¢ = max{ h; : ie{l,...,m} }.
Liczba ¢ jest maksymalng liczbg jedynek w wierszu macierzy R.

Lemat 2.22  Niech S bedzie wypuktym poliominem realizujgcym dang pare
prostopadlych wektoréw (H,V') i posiadajgcym odpowiednio pozycje brzegowe
(n1,ne) i (s1,s2). Wtedy nastepujgce implikacje sq prawdziwe
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1. JeSling < s1,tong <cisy =2n—c+1.
2. Jesli so <my, toss<cing=2n—c+1.

Dowéd: Udowodnimy tylko pierwsza cze$é¢ pierwszej implikacji. Pozostale
implikacje dowodzi si¢ podobnie. Przypusémy, ze ny = ¢+ 1. Wtedy w ko-
lumnie no mamy najpierw v,, jedynek a nastepnie pomiedzy v,, +1 a m
mamy zera. Z Lematu 2.3 wynika, ze w pierwszej kolumnie na pozycjach
od vy, + 1 do m réwniez musza by¢ zera. Stad blok jedynek w pierwszej
kolumnie musi znajdowac sie powyzej wiersza vy, +1. Lecz odlegtosé miedzy
pierwsza a ns-3 kolumna wynosi ¢+ 1, a kazdy wiersz zawiera co najwyzej ¢
jedynek w spojnym bloku. Daje to sprzeczno$é¢ z warunkiem, ze to wypukle
poliomino. Dlatego no < c. O

Definicja 2.23 Dia wypuklego poliomina S z wektorem rzutéw pionowych
V=A{vy,...,v,} €{1,...,m}" definiujemy

I = min{j : vj>vjp1 dlaje{l,...,n} },

ro= max{j : vjo1<wv;dlaje{l,...,n} }.
Cigg v1,v2, ..., jest niemalejgcy i nie ma dluzszego takiego ciggu zaczyna-
jacego sie od vi. A cigg Uy, Vpi1,- ..,y jest nierosngcy i nie ma diuiszego

takiego ciggu koriczgcego sie na vy,.

Lemat 2.24  Dla wypukiego poliomina S, realizujgcego pare prostopadiych
wektorow (H,V') i posiadajgcego pozycje brzegowe (ni,na) i (s1,s2), naste-
pujgce implikacje sq prawdziwe

1. Jesling < s, tong <lisy >r.
2. Jesli so <mny, to so <l ing =r.

Dowéd: Podobnie jak w poprzednim lemacie udowodnimy tylko pierwsza
czesé pierwszej implikacji. Przypuséémy, ze istnieje wypukle poliomino takie,
ze ng = [+1. Wtedy w kolumnie ng mamy najpierw v, jedynek a nastepnie
pomiedzy pozycja v,, + 1 a m mamy zera. Z Lematu 2.3 wynika, ze w ko-
lumnie [ = ng — 1 na pozycjach od v,, + 1 do m réwniez sa zera. Jednak
z definicji [ mamy v; > vi41 = vp,, wiec wolny obszar, w ktérym moga by¢
jedynki, jest mniejszy niz liczba jedynek. Czyli takie wypukte poliomino nie
istnieje.

Pozostate implikacje dowodzimy podobnie. a
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Definicja 2.25 Dia wypuklego poliomina S z wektorem rzutéw poziomych
H=A{h1,...,hn} €{1,...,n}™ dla wszystkich j € {1,...,m} definiujemy

¢; = max{ h; : ie{l,...,5}} i
¢ = max{ h; 1 ie{n—j+1,...,m} }.

¢; jest maksymalng liczbg jedynek w wierszu dla pierwszych j wierszy a ¢;
jest maksymalng liczbg jedynek w wierszu dla ostatnich j wierszy (to jest od
n — j + 1-go do ostatniego wiersza,).

Lemat 2.26 Dia wypuklego poliomina S realizujgcego pare wektoréw (H, V)
i posiadajgcego pozycje brzegowe (nyi,ng) i (s1, s2), nastepujace implikacje sq
prawdziwe

1. Jesli no < s1, to no < évnQ P81 2n— ¢y, + 1
2. Jesli so < ny, to s9 < Cp,y EM 21N — évnl + 1.

Dowéd: To jest oczywisty wniosek z Lematu 2.22 i Lematu 2.24. O

Definicja 2.27  Dla wypuklego poliomina S definiujemy

[ = max{j : j<éydlaje{l,... I} },
7 = min{j : j=n +1—cvdlaj€{r ,n} },
[ = min{j : j< vjdlajE{l,...,l}}z
7= max{j : j<n+1-¢ydlaje{r...,n}}.

Whniosek 2.28  Dla wypuklego poliomina S realizujgcego pare wektorow
(H,V) i posiadajgcego pozycje brzegowe (ni,ms) i (s1,s2), nastepujgce im-
plikacje sq prawdziwe

V
=«

1. Jesli no < s1, to no < [ i s1

>

2. Jesli s9 < ni, to so <l ing >

Dowéd: Bezposrednio z Lematu 2.24 i Lematu 2.26. O

Lemat 2.29 Zaldozmy, ze w wypukliym poliominie S dla kazdego wiersza
i, 1 € {1,...,m}, jego rzut poziomy h;(S) > |5|. Wtedy dla co najmniej
jednego j, j € {1,...,n}, hj(S) = m, to znaczy istnieje kolumna zawierajgca
tylko jedynki.
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Dowéd: W kazdym wierszu mamy spdjny zbiér jedynek, ktoérego rozmiar
wynosi co najmniej | 5] + 1. Mozemy umiesci¢ ten blok (poczatek bloku) na
co najwyzej n — [ 5| — 1 poczatkowych pozycjach w wierszu. Lecz wtedy na
pozycji [ 5] 4 1 zawsze mamy jedynke. Stad przynajmniej dla j = |§] + 1
mamy v; = m. O



Rozdziat 3

Rekonstrukcja wypuktlych
poliomin z doktadnych
prostopadtych rzutéw

W tym rozdziale zdefiniujemy algorytm, ktéry sprawdza istnienie wypukitego
poliomina realizujacego pare danych wektoréw (H, V') — prostopadlych rzu-
téw, odpowiednio poziomego i pionowego. Nasz algorytm ma dwa etapy.
W pierwszym etapie wybieramy poczatkowe pozycje dla pewnego zbioru
jedynek. W drugim etapie uruchamiamy procedure wypelniania, ktéra pro-
buje odtworzyé¢ wypukle poliomino zawierajace ustalone wczesniej jedynki
i realizujace wejéciowa pare wektoréw (H, V). Oba etapy powtarzamy dla
wszystkich mozliwych pozycji startowych, ktérych liczba jest ograniczona.
Zlozonosé algorytmu jest wiec réwna iloczynowi liczby testéw i zlozonosci
procedury wypelniania.

3.1 Pozycje startowe

W naszym algorytmie bedziemy testowaé wszystkie mozliwe pozycje jedy-
nek w pierwszym i ostatnim wierszu macierzy R, to jest pozycje brzegowe.
Jedli pozycje brzegowe beda juz ustalone, to uzyjemy Wniosku 2.19 z po-
przedniego rozdziatu do obliczenia pozycji niektorych jedynek w kolumnach
pomiedzy pozycjami brzegowymi. Naszym celem jest wstawienie co naj-
mniej jednej jedynki w kazdym wierszu macierzy R przed uruchomieniem
procedury wypelniania. Ma to zapewni¢ prawidlows prace tej procedury.

Lemat 3.1 Dia kazdych pozycji brzegowych wypuklego poliomina mozna

24
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Rysunek 3.1: Przyktad oszacowania pozycji poczatkowych: stopki, mediana
i odpowiadajace im oszacowania wzdtuz przekatnej
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wstawié jedynki do macierzy R w taki sposob, aby w kazdym wierszu macierzy
byla co nagmniej jedna jedynka.

Dowdéd: Ustalmy nq i s1. Wtedy (ni,n2), gdzie no = ny +hy — 1,1 (s1, s2),
gdzie so = s1 + hy, — 1, sa pozycjami brzegowymi. Do wszystkich kolumn
wyznaczonych przez te pozycje wstawiamy wszystkie zera i jedynki zgodnie
z wartosciami odpowiednich rzutéw pionowych. Dodatkowo, zgodnie z Le-
matem 2.13, mamy wyznaczona mediane. Teraz, korzystajac z Wniosku
2.19, uzupeliamy jedynkami obszar macierzy R miedzy brzegami a me-
diana. Stad mamy co najmniej jednag jedynke w kazdym wierszu macierzy.

O

Pozycje wszystkich obliczonych zgodnie z powyzszym lematem jedynek
bedziemy nazywaé pozycjami startowymi.

Lemat 3.2  Jesli istnieje wypukle poliomino S, ktore realizuje pare wek-
toréw (H,V') i posiada pozycje brzegowe (ni,ne) i (s1,s2), wtedy wszystkie
wstawiane do macierzy R jedynki na pozycjach startowych nalezg do S.

Dowdd: Z Wniosku 2.19. O

Lemat 3.3  Obliczenie pozycji wstawianych jedynek wymaga co najwyzej
0(m +n) krokéw.

Dowdd: Wszystkie obliczenia wielko$ci oszacowan z Definicji 2.14 oraz wy-
znaczenie mediany wymagaja tylko O(m+n) krokéw, poniewaz wyznaczane
ciggi sg stabo monotoniczne i mozna je policzy¢ w czasie liniowym. a

Koszt wyznaczania pozycji startowych jest mniejszy niz ztozonosé opisa-
nej nizej procedury wypetniania. Stad to procedura zdeterminuje ztozonosé
calego algorytmu.

3.2 Procedura wypetniania

W procedurze opisanej ponizej bedziemy uzywaé zréwnowazonych drzew bi-
narnych (jak na przyklad drzewa AVL) z opisanymi nizej operacjami, o po-
danej ztozonosci obliczeniowej:

empty( tree ) — funkcja zwracajaca true, czyli prawde, jesli tree jest pu-
stym drzewem lub false, czyli falsz, w przeciwnym przypadku. Jej
wywolanie zawsze kosztuje O(1).
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delete( k, tree ) — procedura usuwajaca element k z drzewa tree. Zlozo-
nos$é tej procedury wynosi O(log |tree|), gdzie |tree| oznacza rozmiar
drzewa tree (to jest liczbe elementéw w tree).

insert( k, tree ) — procedura wstawiajaca element k do drzewa tree, przy
zatozeniu, ze k & tree, lub nie wykonujaca zadnych zmian w drzewie
w przeciwnym przypadku. Koszt tej operacji jest réwny O(log [tree]).

min( tree ) — funkcja zwracajaca minimalny element drzewa tree. Jej koszt
to O(log |treel).

max( tree ) — funkcja zwracajaca maksymalny element drzewa tree. Jej
koszt to réwniez O(log |tree]).

Bedziemy postugiwacé sie réwniez dwoma zmiennymi globalnymi — tree g
i treepow, ktoére beda zbalansowanymi drzewami binarnymi. W drzewach tych
bedziemy przechowywaé numery kolumn i wierszy macierzy R, ktére bytly
modyfikowane w biezacym kroku procedury i beda musialy byé przejrzane
w nastepnym.

Dla kazdego wiersza ¢ w macierzy R, gdzie i € {1,...,m}, definiujemy
nastepujace zmienne pomocnicze (zobacz réwniez Rysunek 3.2):

I* — minimalna pozycja komérki zawierajacej jedynke w wierszu i,

)

r* — maksymalna pozycja komoérki zawierajacej jedynke,
p' — minimalna pozycja komorki nie zawierajacej zera,
¢" — maksymalna pozycja komérki nie zawierajacej zera,

[ — tymczasowa warto$¢ [; ktorg zmieniamy w trakcie modyfikacji kolumn,

7' — tymczasowa wartosé r;,
p* — tymczasowa warto$é p;,
q' — tymczasowa wartosé g,

free0’ — zbalansowane drzewo binarne zawierajace pozycje wszystkich zer
w komoérkach miedzy pozycjami p i g, czyli nie nalezacych do ktéregos
z krancowych blokéw zer.

Dla kazdej kolumny j w macierzy R, gdzie j € {1,...,n}, definiujemy ana-
logicznie zmienne 1}, 75, pj, ¢;, lj, 75, Dj, ¢; 1 free0;.
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Rysunek 3.2: Pozycje zmiennych pomocniczych dla cze$ciowo wypelnionego
wiersza

Zmiennym tym nadajemy w wierszach nastepujace wartosci poczatkowe:

l:i:n—i—l,
r=r=0,
p=p=1,
¢=qd=n i
free0 = nal,
a w kolumnach ~
l=l=m+1,
r=7r=020,
p:ﬁ:L
g=q¢=m i
free0 = nil,

gdzie nil oznacza puste drzewo.
Teraz wprowadzimy dwie pomocnicze operacje wstawiania symboli:

wstaw 0 w i-tym wierszu na pozycji j:

if R[i,j] =1 then exit( fail )
{w miejscu wstawiania zera jest juz jedynka wiec mamy }
{sprzecznosé¢ i przerywamy procedure}
if R[i,j] #0 then
{wstawiamy nowe zero — nie bylo go tam wczesniej}
R[i,j] <0
insert( j, treeco )
{zapamietujemy numer kolumny, ktéra jest modyfikowana}
if r; > 1; then
{kolumna j zawiera juz jedynki}
if i <l; and ¢ > p; then p; —i+1
if ¢ >7r; and ¢ < ¢; then ¢j «—i—1
else
{kolumna j nie zawiera zadnej jedynki}
if ¢ <pj+wv; and ¢ > p; then
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{prébujemy scali¢ poczatkowy obszar zer}
ﬁj —1+1
while not empty( free0; ) and
(k +min( free0; ))< p; +v; do
delete( &, free0; )
ﬁj —k+1
if i>¢; —v; and i < ¢; then
{probujemy scali¢ koncowy obszar zer}
g —1—1
while not empty( free0; ) and
(k +—max( free0; ))> q; —v; do
delete( &k, free0; )
g — k-1
if pj +v; <1< g —v; then insert( 7, free0; )

wstaw 1 w ¢-tym wierszu na pozycji j:

if R[i,j] =0 then exit( fail )
{w miejscu wstawiania jedynki jest juz zero wiec mamy }
{sprzecznos¢ i przerywamy procedure}
if R[i,j] #1 then
{wstawimy nowa jedynke — nie bylo jej tam wczesniej}
R[i,j] —1
insert( j, treeco )
{zapamietujemy numer kolumny, ktéra jest modyfikowana}
if 7; <[; then
{kolumna j nie zawiera jedynek — to jest pierwsza jedynka}
lj<—7“jHlj<—7:jHi
if pj <i—wv;+1 then pj —i—v; +1
if ¢; <i+wv;—1 then q; —i+v;—1
while not empty( free0; ) do
{robimy spdjnymi oba krancowe zbiory zer}
k —min( free0; )
delete( k, free0; )
if k<? and k+1>p; then p; — k+1
if k>4 and k—1<g; then ¢; «— k—1

else
{kolumna j zawiera juz jedynki}
if i <l; then [; «1
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if Z'>7:j then fj<—2'

Operacje opisywane powyzej zapamietuja w zmiennej globalnej tree., nu-
mery kolumn, ktére sg modyfikowane, kiedy wstawiamy jakis nowy ele-
ment w wierszu. Ponadto modyfikujemy rownoczesnie odpowiednie wartosci
zmiennych tymczasowych w tych kolumnach. Modyfikacje te sa nastepnie
pomocne w wykonywaniu operacji na kolumnach. Operacje wstawiania nie
dokonujg zadnych modyfikacji, jesli wstawiany symbol jest juz na danej po-
zycji. Natomiast jesli przy wstawianiu symbolu na danej pozycji znajduja
symbol przeciwny, to przerywaja dziatanie procedury. Oznacza to, ze wy-
pukte poliomino o zadanych parametrach nie istnieje.

Analogicznie definiujemy operacje wstawiania dla kolumn.

Teraz zdefiniujemy operacje @, ©, ®, ® modyfikujace wiersz (zobacz Ry-
sunek 3.3):

operacja & w i-tym wierszu:
if I’ <[ then
for j«— 1" to l'—1 do
wstaw 1 w i-tym wierszu na pozycji j
-
if # > then
for j—r'+1 to # do
wstaw 1 w ¢-tym wierszu na pozycji j

rt— 7t

Operacja @ wypelnia wolne miejsca miedzy blokami jedynek w wierszu tak,
aby istnial tylko jeden spdjny blok jedynek. Ponadto modyfikuje zmienne
wyznaczajace ten blok, czyli [i 7.

operacja © na i-tym wierszu:
if p' < p' then
for j«—p' to p*—1 do
wstaw 0 w i-tym wierszu na pozycji j
PP
if ¢' > ¢ then
for j«— ¢ +1 to ¢’ do
wstaw 0 w i-tym wierszu na pozycji j
¢ —q
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h =10 — liczba jedynek w wierszu
p [T q

operacja @
poczenie zbioru jedynek

operacja &
poczenie zbiorw zer

. h .
[ofoToTol T'] h— [ [ [T [ofo]
T
operacja ®

rozszerzenie obszaru jedynek

h .

[0Toolo] | [ T | [ [ [o[0]

L h J

operacja ®
rozszerzenie obszarw zer

|

p l T q
[oToToTol T [ [T [ [ Tofoo]
p l T q

Rysunek 3.3: Operacje ®, ©, ® i ® w wierszu
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Operacja © wypelnia puste miejsca miedzy blokami zer dla obu koncéw
wiersza i modyfikuje wyznaczajace je zmienne, czyli p i q.

Po wykonaniu obu powyzszych operacji zmienne [, r, p i g sa réwne
swoim wartosciom tymczasowym.

operacja ® w i-tym wierszu:

if I'>7" and p'+h; —1>¢" —h; +1 then
Il — g —hi+1
Pl 7 e pl 4+ hy— 1
for j« 1" to r* do
wstaw 1 w i-tym wierszu na pozycji j
if I <r' and ¢ —h; +1 <I* then
for j—q¢'—h;i+1 to I’ —1 do
wstaw 1 w ¢-tym wierszu na pozycji j
el g —hi+1
if I’ <7* and p' +h; —1 > r’ then
for j«—7r'+1 to p'+h;—1 do
wstaw 1 w i-tym wierszu na pozycji j
Pl 7 e—pl+ h—1

Operacja ® rozszerza obszar jedynek w wierszu, jesli przestrzen bez zer jest
odpowiednio waska (zobacz Rysunek 3.3).

operacja ® na i-tym wierszu:
if I° <7 and p' < 7' — h; then
for j« p' to r*—h; do
wstaw 0 w ¢-tym wierszu na pozycji j
pe—pt—rt—h;+1
if ! <r' and qi > ["+ h; then
for j«— 1"+ h; to ¢* do
wstaw 0 w i-tym wierszu na pozycji j
¢ =G —U+h—1

Operacja @ rozszerza obszary zer na koncach wiersza, jedli blok jedynek jest
odpowiednio szeroki (zobacz Rysunek 3.3).

Operacje @, ® wstawiaja nowe jedynki do macierzy R a operacje ©, ®
wstawiaja nowe zera. Dla kolumn definiujemy powyzsze operacje analogicz-
nie.

Gléwna petla procedury wypelniania ma teraz nastepujaca postaé
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repeat
while not empty( tree,w ) do
k < min( treeqow )
delete( k, treepow )
wykonaj operacje ®,0,®,® na k-tym wierszu
while not empty( trees, ) do
k < min( treeq, )
delete( k, treeco )
wykonaj operacje ®,0,®,® na k-tej kolumnie
until empty( treeyow ) and empty( treee, )

if istniejg puste komoérki w macierzy R then
zbuduj i rozwiaz odpowiednig formute 2SAT

Kiedy wyznaczamy pozycje startowe opisane w poprzednim podrozdziale,
nie wstawiamy zadnych zer czy jedynek do macierzy R. Modyfikujemy tylko
zmienne p i ¢ dla odpowiednich kolumn, oraz wstawiamy numery tych ko-
lumn do drzewa tree.,;. Wstawimy te zera i jedynki, kiedy bedziemy wyko-
nywaé gléwna petle procedury (zobacz operacje © i ®).

Lemat 3.4 Zaloimy, zZe pozycje startowe sq takie, zZe jest wstawiona co
najmniej jedna jedynka w kaZdym wierszu macierzy R. Wtedy procedura
wypelniania pracuje prawidiowo.

Dowédd: Jesli procedura wypetniania zwraca fail, to wiemy, ze wypukte
poliomino, ktére ma prostopadte rzuty H i V oraz ustalone pozycje startowe,
nie istnieje.

Natomiast jesli drzewa tree,oy 1 treeqo sa puste a procedura nie odpo-
wiedziata fail, to mamy dwa przypadki:
przypadek 1: Kazda komérka macierzy R zawiera zero lub jedynke. Mamy
rozwiazanie. Zbiér jedynek tworzy zbiér spdjny, ze spdjnymi kolumnami
i wierszami, wiec jest wypuklym poliominem i realizuje wektory rzutéw
(H,V).
przypadek 2: Kazdy wiersz zawiera co najmniej jedng jedynke i sa komorki
w macierzy R, ktére nie zawieraja ani jedynki ani zera (zobacz Rysunek
3.4, komorki w kolorze jasnoszarym). Jesli jakis wiersz lub kolumna zawiera
takie puste komoérki i co najmniej jedng jedynke, wtedy zmienne pomocnicze
w tym wierszu lub kolumnie musza spelniaé¢ réwnosé:

l—p=q—1r#N0.
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Rysunek 3.4: Trzy rézne cykle do wypelnienia: (aq,...,ag), (b1,...,bs)
i (Cl,...,clg)

Wymnika to bezposrednio z wlasnosci operacji ®. Jesli natomiast pewna ko-
lumna nie zawiera jedynek i posiada puste komorki, to musza one tworzy¢
dwa bloki, kazdy o dtugosci réwnej liczbie jedynek w tej kolumnie. Oba bloki
moga ze soba sasiadowaé¢. W kazdym wierszu lub kolumnie liczba wolnych
komoérek jest réwna dwukrotnosci liczby brakujacych jedynek. Te puste ko-
morki, niezawierajace ani jedynki ani zera, tworza cykle parzystej dtugosci
zawierajace co najmniej 4 komérki. Cykle te tworzymy znajdujac dla danej
pustej komorki R|[i, j] komérke R[i/, '] taka, ze ¢ = ¢’ i |j — j'| = h; albo
J =J' 1jedli kolumna j zawiera co najmniej jedna jedynke, to |7 — 3’| = vy,
a w przeciwnym wypadku |i — 4’| jest réwne sumie odlegtosci miedzy blo-
kami wolnymi od zer i liczbg jedynek w kolummie j, czyli v;. Cykle te
mozemy na przemian etykietowaé¢ jedynkami i zerami. Etykietowania pew-
nych cykli moga zaleze¢ od siebie. Budujemy wiec odpowiednia formute
2SAT, ktorej rozwiazanie daje prawidlowe etykietowanie pustych komorek.
W tym celu kazdemu cyklowi nadajemy nazwe w postaci zmiennej boolow-
skiej. Kazdy cykl etykietujemy na przemian odpowiadajaca mu zmienna
i jej negacja. Teraz jesli w jakim$ wierszu lub kolumnie mamy obok siebie
dwie komorki zaetykietowane tymi zmiennymi, to do formuty 2SAT doda-
jemy implikacje, ze ze zmiennej zewnetrznej w stosunku do bloku jedynek
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Przyklad trzech cykli etykietowanych odpowiednio przez

Rysunek 3.5:

zmienne z, y i z oraz formuly 2SAT utworzonej dla tych cykli (z wyeli-

minowanymi powtérzeniami):

§—z

(z = y) A (
Istnieje szes¢ réznych warto$ciowan zmiennych {z,y, z}, ktére spelniaja for-

mute: {0,0,0}, {0,1,0}, {0,1,1}, {1,0,0}, {1,1,0} i {1,1,1}.
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w tym wierszu lub kolumnie wynika zmienna wewnetrzna. W kolumnie,
ktora nie zawiera bloku jedynek, tworzymy cykl implikacji dla zmiennych
kazdego bloku osobno, tak aby wymusié¢ zgodne etykietowanie catego bloku.
Tak zbudowana formuta moze byé rozwiazana w czasie liniowym. Jej dtu-
go$¢ jest za$ ograniczona przez ilo$¢ niewypelnionych komorek, czyli wynosi
co najwyzej O(mn) (kazda niewypelniona komérka uczestniczy w nie wiecej
niz czterech implikacjach). Warto$ciowanie tak otrzymanej formuly 2SAT
zadaje sposéb wypelnienia poliomina. a

Lemat 3.5 Procedura wypelniania kosztuje co najwyzej O(mnlogmn) kro-
kow.

Dowéd: Oszacujmy koszt gtownej petli procedury wypelniania. Na kazdej
pozycji [i,j] macierzy R wykonujemy operacje wstaw tylko dwa razy, raz
w wierszu ¢ i raz w kolumnie j. Co wiecej, jesli wykonujemy ciag operacji
@, O, ®, ® w wierszu lub w kolumnie, to wykonujemy co najmniej jedna
operacje wstaw (odwiedzamy kolumne lub wiersz tylko wtedy gdy co$ wy-
maga modyfikacji). Stad w sumie odwiedzamy co najwyzej O(mn) wierszy
i kolumn. Odwiedzenie kazdego wiersza kosztuje sume kosztu operacji $cia-
gniecia numeru wiersza z drzewa oraz kosztu wykonanych operacji wstaw,
czyli
O(log m) + [koszt operacji wstaw].

Analogicznie koszt odwiedzenia kazdej kolumny wynosi
O(log n) + [koszt operacji wstaw]
Stad ogélny koszt gléwnej petli procedury wypelniania wynosi
O(mn(logm + logn)) + [koszt wszystkich operacji wstaw|.

Teraz wyznaczmy koszt wszystkich operacji wstaw. W wierszu ¢, w trak-
cie wykonywania operacji wstaw mozemy wywotaé co najwyzej n operacji
insert w drzewie treeq,. To kosztuje O(nlogn). Dla wszystkich wierszy
kosztuje to wiec co najwyzej O(mnlogn). Analogicznie, dla wszystkich ko-
lumn koszt operacji insert w drzewie tree,o wynosi O(mnlogm).

Poniewaz operacje insert w drzewie free0’ dla kazdego wiersza sg wykony-
wane co najwyzej raz dla kazdej pozycji w tym wierszu, wiec ogdlnie kosztuja
co najwyzej O(nlogn). Operacji delete wykonujemy tyle samo co insert.
Funkcje min i max wywolujemy tylko wtedy, kiedy modyfikujemy zmienne
P i@ Stad liczba tych operacji réwniez nie przekracza n. Wszystkie opera-
cje na drzewie free0? kosztuja wiec co najwyzej O(nlogn). Dla wszystkich m
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wierszy koszt operacji na drzewach freeQ wynosi O(mnlogn). Analogicznie,
dla kolumn koszt operacji na drzewach freeQ wynosi O(mnlogm).
Ztozonos¢ dodatkowych operacji, w tym budowy i rozwigzania formuty
2SAT, nie przekracza O(mn).
Sumujac powyzsze koszty otrzymujemy, ze catkowity koszt procedury
wypelniania wynosi O(mn(logm + logn)). O

3.3 Zlozonos¢ algorytmu

Twierdzenie 1  Problem rekonstrukcji wypuktego poliomina z rzutéw pro-
stopadtych kosztuje O(min(m,n)? - mnlogmn).

Dowédd: Zalézmy, ze istnieje wypukte poliomino S realizujace wektory rzu-
téw (H, V). Jesli prawidlowo zgadniemy pozycje brzegowe S w macierzy R,
a poniewaz testujemy wszystkie mozliwe pozycje brzegowe, musimy w koncu
trafi¢ na prawidlowe, to zgodnie z Lematem 3.2 wyznaczone pozycje star-
towe sa prawidlowe i naleza do S. Stad mamy w kazdym wierszu co najmniej
jedna jedynke, procedura wypelniania dziala prawidlowo (zgodnie z Lema-
tem 3.4) i musi zwré6ci¢ poprawne wypukle poliomino.

Jesli dla pary wektoréw (H,V) nie istnieje wypukle poliomino S re-
alizujace (H,V') wtedy procedura wypelniania odpowie fail dla wszystkich
prébowanych pozycji brzegowych.

Liczba wszystkich testowanych pozycji brzegowych jest réwna co najwy-
zej min(m,n)?. Z Lematu 3.3 i Lematu 3.5 wyznaczanie pozycji startowych
i wypelnianie kosztuja co najwyzej O(mnlogmn). Stad ogdlny koszt rekon-
strukeji wypuklego poliomina z rzutéw poziomego i pionowego jest iloczy-
nem powyzszych wielkogci i jest réwny O(min(m,n)? - mnlogmn). O

Implementacja algorytmu moze by¢ jeszcze bardziej efektywna dzieki
redukcji liczby wybieranych pozycji brzegowych. Mozemy tutaj wykorzystac
na przyktad Wniosek 2.28.

Mozemy rozpatrzy¢ rowniez pewne szczegdlne przypadki.

Whiosek 3.6  Jesli istnieje kolumna j taka, Ze jej pionowy rzut v; jest
rowny m (to jest istnieje kolumna zawierajgca tylko jedynki), wtedy koszt
rekonstrukcji wypuklego poliomina wynosi O(mnlogmn).

Dowédd: Jest to konsekwencja Lematu 3.4, poniewaz kolumna j zawiera
jedynki w kazdym wierszu a jej konce naleza do pozycji brzegowych, kto-
rych w tym wypadku nie zgadujemy, od razu przystepujemy do procedury
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wypelniania, startujac z wypelnionej kolumny j. Stad koszt tego przypadku
jest rowny tylko kosztowi procedury wypelniania. O

Whniosek 3.7 Jesli m = O(n) i ¢ = max{ h; : ¢ € {1,....,m} } to
rekonstrukcja wypuklego poliomina kosztuje O(c? - emlogm).

Dowéd: Z Lematu 2.22 musimy testowaé¢ co najwyzej O(c?) pozycji brze-
gowych.

Ponadto, poniewaz mamy co najwyzej ¢ jedynek w kazdym wierszu mo-
zemy w prosty sposob zmodyfikowaé¢ procedure wypelniania tak, aby wy-
pelniala co najwyzej obszar O(cm) komoérek. Dla reszty po prostu od razu
zalozymy, ze sa wypelnione zerami. W kazdym wierszu, po wyznaczeniu
pozycji poczatkowych, ograniczamy obszar pracy do 2c komorek, korzysta-
jac z operacji ®. W ten sposéb tatwo utworzymy wypelniony zerami brzeg
obszaru roboczego, korzystajac ze spdéjnosci zbioru jedynek i Lematu 2.2.
Dodatkowo przy bokach macierzy mozemy uzy¢ Lematu 2.24. Stad, po-
niewaz obszar na ktérym bedziemy pracowaé nie zawiera wiecej niz 2cm
komorek, mozemy go wypelnié¢ w czasie O(cmlogm) (wynika to bezposred-
nio z odpowiedniej modyfikacji dowodu Lematu 3.5). O



Rozdziat 4
Tréjwymiarowe poliomina

W tym rozdziale wprowadzimy pewna klase tréojwymiarowych poliomin wy-
puktych, dla ktérej podamy wielomianowy algorytm rekonstrukcji. Bedzie
on w duzej mierze korzystal z wlasciwo$ci dwuwymiarowych poliomin wy-
puktych.

4.1 Definicja tré6jwymiarowego poliomina

Na poczatek zdefiniujmy obiekty, ktérymi bedziemy sie zajmowaé w tym
rozdziale. Niech R oznacza tréjwymiarowg krate o wymiarach n x n x n,
ktoérej jednostkowe szeScienne pola sg lub nie sa wypelnione. Matematycz-
nym modelem tej kraty bedzie zerojedynkowa, tréjwymiarowa macierz R,
gdzie elementy odpowiadajace wypelnionym polom kraty maja wartosé 1
a niewypelionym — 0. Niech Q(R) oznacza zbiér wszystkich elementéw
macierzy R, czyli

QR)={1[i,j.k] : 1<ijk<n}
Niech S(R) oznacza zbiér elementéw macierzy R réwnych 1, tj.
S(R) ={[i,j,k] = Rli,j,k]=1}.

Poniewaz R bedzie na ogé6l ustalone zamiast Q(R) i S(R) bedziemy czesto
pisali Qi S.

Na poczatek zdefiniujemy podzial macierzy R na odpowiednie fragmenty;,
ktorymi bedziemy postugiwaé sie w nastepnych podrozdziatach

Definicja 4.1 Warstwg nazywamy dwuwymiarowq macierz bedgcg prosto-
padlym wycinkiem macierzy R. I tak dla kazdego i € {1,...,n} definiujemy
macierz L € {0,1}"*" takq, Ze L% [j, k] = R[i, j, k|.

39
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(1,1,1)

i (n,n,n)

Ps | Pr

1 j no1 i n

Rysunek 4.1: Tréjwymiarowa macierz R i odpowiednie macierze rzutow
prostopadtych Pr, Pr i Pg, kolejno z gbry, z przodu i z boku
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Analogicznie, dla j € {1,...,n} definiujemy warstwy L{/ e {0,1}mn
takie, ze L3, [i, k] = R[i, j, k], oraz dla k € {1,...,n} warstwy L% e {0, 1}
takie, ze L%[i, 7] = RJi, j, k].

Definicja 4.2 Kolumng nazywamy wektor w macierzy R wyznaczony zgod-
nie z jednym z prostopadlych kierunkéw. I tak dla j,k € {1,...,n} definiu-
jemy kolumny C’gék € {0,1}" takie, Ze C’gék[z] = R[i, j, k].

Analogicznie, dla i,k € {1,...,n} definiujemy kolumny Cf}k € {0,1}"
takie, ze C')i}k[j] = R[i, j, k], oraz dlai,j € {1,...,n} kolumny ng € {0,1}"
takie, ze C'[k] = Rl[i, j, k.

Kolumnami pionowymi bedziemy nazywac kolumny Cyz.

Dodatkowo dla macierzy R i pozycji [i, ], k] kolumnami zawierajacymi
[i, j, k] bedziemy nazywaé kolumny C’gék, Ci}k icy.

Teraz zdefiniujmy pojecie rzutéw prostopadtych dla tréjwymiarowej ma-
cierzy

Definicja 4.3 Dla danego zbioru S = S(R) definiujemy Pr(S) jako ma-
cterz o rozmiarze n X n takg zZe

k=1

Macierz tq nazywamy macierzq rzutéw prostopadtych z géry zbioru S. Ele-
menty Pr(S)[i,j] opisujq liczbe jedynek w kolumnie C’.
Analogicznie definiujemy macierz rzutéw prostopadlych z przodu — Pg(S)

j=1
oraz macierz rzutow prostopadlych z boku — Pg(S)
i=1

Jesly zbior S jest ustalony, to piszemy krocej Pr, Pr i Pg.

Definicja 4.4  Tréjwymiarowy zbior S = S(R) nazywamy pelnym polio-
minem wypuklym, jesli jest spojny, kazda warstwa macierzy R zawiera dwu-
wymiarowe wypukle poliomino oraz przynajmniej jedna macierz rzutéw nie
zawiera zer (jest pelna).
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Rysunek 4.2:

wraz z jego macierzami rzutow
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Dla utatwienia, w dalszej czeSci tego rozdziatu przyjmiemy, ze pelna
macierza jest zawsze macierz rzutéw prostopadtych z géory — Pr.

Definicja 4.5 Niech bedg dane trzy macierze
Ps, Pr € {0,...,n}™" 7 Pre{l,...,n}™"

Mowimy, ze tréjwymiarowy zbior S realizuje (Pr, Ps, Pr) w klasie pelnych
poliomin wypuktych, jesli S jest trojwymiarowym petnym poliominem wypu-
ktym oraz Pr(S) = Pr, Ps(S) = Ps i Pr(S) = Pr.

Tréjka (Pr, Ps, Pr) ma realizacje w klasie tréjwymiarowych pelnych po-
liomin wypuklych, jesli istnieje co najmniej jedna macierz R € {0, 1}">"*n
taka, ze S = S(R) realizuje (Pr, Ps, Pp) w klasie pelnych poliomin wypu-
ktych.

4.2 Pozycje startowe

Algorytm, ktéry opisujemy w tym rozdziale, ma dwa etapy. W pierwszym
etapie wyznaczymy pozycje niektérych jedynek i zer. Natomiast w drugim
etapie, opisanym w nastepnym podrozdziale, wykonamy procedure wypet-
niania macierzy w oparciu o wyznaczone pozycje startowe i macierze rzutow.

Korzystajac z tego, ze zgodnie z zalozeniem macierz rzutéw pionowych
Pr nie zawiera zer, czyli kazda pionowa kolumna C7’ macierzy R, dla
i,j € {1,...,n}, zawiera co najmniej jedna jedynke, wyznaczmy arbitral-
nie pozycje pierwszych jedynek w czterech naroznych kolumnach Cé’l, Cé’",
C’Z’l i C7". Niech beda to odpowiednio nq, ng, n3 i ng (czyli R[1,1,n4] =
R[1,n,n9] = R[n,1,n3] = Rln,n,ny4] = 1). Pozycje te bedziemy nazywaé
poczgtkowymi.

Teraz rozpatrujemy dwie warstwy: L% i L%. Kazda z nich musi zawie-
raé, zgodnie z zalozeniem, dwuwymiarowe poliomino wypukte. W skrajnych
kolumnach (brzegowych) tych warstw zostaly juz wstawione jedynki. Stad
zgodnie z Lematami 3.1 i 3.2 mozemy oszacowac pozycje co najmniej jed-
nej jedynki w kazdej pionowej kolumnie tych warstw, czyli C é’j iC%7, dla
j €{1,...,n}, odpowiednio dla warstw L% i L%.

Poniewaz mamy teraz co najmniej jedng jedynke w kazdej kolumnie Cé’j
i Cg’j ,dlaj € {1,...,n}, rozpatrzymy wszystkie warstwy L{,. Kazda z tych
warstw jest rowniez dwuwymiarowym poliominem wypuklym i zawiera je-
dynki w obu skrajnych (brzegowych) kolumnach. Mozemy wiec powtérzyé
rozumowanie i oszacowacé zgodnie z Lematami 3.1 i 3.2 pozycje co najmniej
jednej jedynki dla kazdej kolumny potozonej miedzy brzegowymi. Stad dla
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kazdego 7,5 € {1,...,n} kazda pionowa kolumna C;j zawiera co najmniej
jedna jedynke.
Powyzej opisane argumenty uzasadniaja wiec nastepujacy lemat:

Lemat 4.6 Dlia kazdych pozycji poczgtkowych w czterech kolummnach na-
roznych macierzy R mozna wstawié¢ jedynki do macierzy R w taki sposéb,
aby w kazdej kolumnie pronowej byla co naymniej jedna jedynka. ad

Pozycje wszystkich obliczonych powyzej jedynek bedziemy nazywaé po-
zycjami startowymsi. Teraz musimy jeszcze pokazaé, ze wstawione jedynki
sg na poprawnych pozycjach.

Lemat 4.7 Jesli istnieje pelne wypukte poliomino S, ktore realizuje macie-
rze rzutow Pr, Pp i Ps oraz zawiera pozycje poczgtkowe [1,1,n1], [1,n,n2],
[n, 1,m3] @ [n,n,ng], to wszystkie wstawione do macierzy R jedynki na pozy-
cjach startowych nalezg do S.

Dowdéd: Z Lematu 3.2 bezposrednio wynika, ze wyznaczone pozycje jedynek
sg prawidlowe dla warstw L}( i L. Stosujac Lemat 3.2 do warstw Ly
otrzymujemy, ze pozostalte jedynki réwniez sa postawione prawidlowo. O

Pozostaje nam jeszcze oszacowaé koszt obliczenia pozycji startowych

Lemat 4.8 Obliczenie pozycji startowych wymaga co najwyzej O(n?) kro-
kow.

Dowéd: Wykonujemy n + 2 obliczen opisanych w poprzednim rozdziale.
Koszt kazdego z nich zgodnie z Lematem 3.3 wynosi O(n). Stad calkowity
koszt réwny jest O(n?). 0

Koszt wyznaczania pozycji startowych jest takze w tym przypadku mniej-
szy niz koszt procedury wypetniania. Stad to procedura zdeterminuje zto-
zono$¢ algorytmu.

4.3 Procedura wypelniania

Procedura opisana tutaj bedzie tréjwymiarowsa modyfikacja procedury wy-
pelniania opisanej w poprzednim rozdziale.

Bedziemy w niej postugiwaé sie trzema zbalansowanymi drzewami bi-
narnymi, pamietanymi w zmiennych globalnych treex, treey i treez. Ele-
mentami pamietanymi przez te drzewa beda pary liczb okreslajace kolumne,
ktora bedzie wymagata modyfikacji.
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Kazdej kolumnie Cgék, C)i}k, Cgk, dla 4,5,k € {1,...,n}, przypiszemy
zbiér zmiennych pomocniczych [, r, p, q, l,7, P, q oraz free(, ktére beda miaty
takie samo znaczenie jak w poprzednim rozdziale. Wartosci poczatkowe tych
zmiennych beda nastepujace

l:l~:n+1,
r=7r=20,
p:ﬁ:L
g=q=n i
free0 = nal,

gdzie nil oznacza puste drzewo.
Teraz mozna zdefiniowa¢ odpowiednie operacje wstawiania symboli.

wstaw 0 w kolumnie Cgék na pozycji ¢ (na pozycji [i, 7, k]):

if R[i,j,k] =1 then exit( fail )
{w miejscu wstawiania zera jest juz jedynka wiec mamy }
{sprzeczno$¢ i przerywamy procedure}
if R[i,j,k] #0 then
{wstawiamy nowe zero — nie bylo go tam wczesniej}
R[i,j, k] — 0
insert( (i,k), treey )
insert ( (i,7), treez )
{zapamietujemy numery kolumn, ktére sa modyfikowane}
modyfikujO kolumne Ci}k na pozycji j z macierza rzutow Pp
modyfikujO kolumne ng na pozycji k z macierza rzutéw Pr

wstaw 1 w kolumnie Cgék na pozycji ¢ (na pozycji [i, j, k]):

if R[i,j,k] =0 then exit( fail )
{w miejscu wstawiania jedynki jest juz zero wiec mamy }
sprzeczno$é i przerywamy procedure
I I 3 Y I C
if Rl[i,j,k] # 1 then
wstawimy nowa jedynke — nie bylo jej tam wczedniej
) ) Jed; C Y10 J€] J
Rli, j, k] 1
insert ( (i,k), treey )
insert( (i,7), treegz )
zapamietujemy numery kolumn, ktore sa modyfikowane
I glujem,) . ; ! )
modyfikujl kolumne C’;}k na pozycji j z macierza rzutéw Pp
modyfikujl kolumne C’ na pozycji k z macierza rzutéw Pr
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gdzie podoperacje modyfikuj maja nastepujaca postaé

modyfikuj0 kolumne C7* na pozycji i z macierzg rzutéw P:
with C/F do
if r > then
{kolumna zawiera juz jedynki}
if 1<l and i > p then p«—i+1
if ¢>7 and 1< ¢ then g«+—1—1
else

{kolumna nie zawiera zadnej jedynki}
if ¢ <p+ P[j,k] and i > p then
{prébujemy scali¢ poczatkowy obszar zer}
p—1i1+1
while not empty( free0 ) and
(m «—min( free0 ))< p+ P[j, k] do
delete( m, free0 )
pe—m-+1
if ¢ > G— P[j,k] and i < ¢ then
{prébujemy scali¢ koncowy obszar zer}
g—1i1—1
while not empty( free0 ) and
(m «max( free0 ))> ¢ — P[j,k] do
delete( m, freeQ )
g—m-—1
if p+ P[j, k] <i<§— P[j, k] then insert( i, free0 )

modyfikujl kolumne C’* na pozycji i z macierzg rzutéw P:

with C7* do
if r <! then
{kolumna nie zawiera jedynek — to jest pierwsza jedynka}

l—r—1l—F—i
if p<i— P[j,k]+1 then p«—i— P[j,k]+1
if §<i+ Plj,k] —1 then ¢« i+ P[j, k] —1
while not empty( free0 ) do
{scalamy oba krancowe zbiory zer}

m «min( free0 )

delete( m, freeQ )

if m<i?and m+1>p then p—n+1
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if m>? and m—1<¢q then g«—n—1
else
{kolumna zawiera juz jedynki}
if i <1 then [ «—i
if ¢ > 7 then 7«1

Operacje opisywane powyzej zapamietuja w zmiennych globalnych tree x,
treey i treey numery kolumn, ktére sa modyfikowane, kiedy wstawiamy
nowy symbol. Ponadto modyfikujemy réwnoczesnie odpowiednie wartosci
zmiennych tymczasowych w tych kolumnach. Modyfikacje te sa nastepnie
pomocne w wykonywaniu modyfikacji na tych kolumnach. Operacje wsta-
wiania nie dokonujg zadnych modyfikacji, jedli wstawiany symbol jest juz na
danej pozycji. Natomiast jesli przy wstawianiu symbolu na danej pozycji
znajduja symbol przeciwny, to przerywaja dziatanie procedury. Oznacza to,
ze wypukle poliomino o zadanych parametrach nie istnieje.

Operacje wstawiania zer i jedynek dla kolumn Cy i C'z definiujemy po-
dobnie (zmieniajac odpowiednio rodzaje kolumn i macierze rzutéw, przy
czym kolumny C'x wiazemy z macierza rzutéw Pg).

Teraz ponownie definiujemy operacje @, O, ®, ® modyfikujace dang ko-
lumne

operacja & w kolumnie C’gék:

with C%" do
if [ < then
for i1 to [ —1 do
wstaw 1 w kolumnie Cgék na pozycji 1
l—1
if 7 > r then
for t+—r—+1 to 7 do
wstaw 1 w kolumnie Cgék na pozycji 7
e T

operacja & w kolumnie Cgék:

with C%* do
if p < p then
for ¢+ p to p—1 do
wstaw 0 w kolumnie Cgék na pozycji 2
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pD
if ¢ > q then
for 1 +— g+ 1 to ¢q do
wstaw 0 w kolumnie Cgék na pozycji i

q<—q

operacja ® w kolumnie Cgék:

with C%* do
if [ >r and p+ Ps[j, k] — 1> q— Ps[j, k] + 1 then
l —1—q—Psljk]+1
r 7 —p+Psljk -1
for 1«1 to r do
wstaw 1 w kolumnie C’g}k na pozycji ¢
if I <r and q— Ps[j,k] +1 <[ then
for i < q— Ps[j,k]+1 to l—1 do
wstaw 1 w kolumnie Cgék na pozycji ¢
| —1—q—Psljk]+1
if [ <r and p+ Pg[j,k] —1>r then
for i «—r+1 to p+ Ps[j,k] — 1 do

wstaw 1 w kolumnie Cgék na pozycji i
7T p+ Pslj k] -1

operacja ® w kolumnie C’ggk:

with C%" do
if I <r and p <r— Ps[j,k] then
for i < p to r— Pg[j, k] do
wstaw 0 w kolumnie Cgék na pozycji ¢
p—p<—r—Psljk]+1
if | <r and ¢ >+ Pg[j, k| then
for i «— [+ Ps[j, k] to g do
wstaw 0 w kolumnie Cgék na pozycji 1
q— q+— 1L+ Pslj, k] —1

Oczywiscie dla kolumn Cy i Cz definiujemy powyzsze operacje analo-
gicznie, wykorzystujac odpowiednio macierze rzutéw Pr i Pr.
Gléwna petla procedury ma teraz nastepujaca postaé
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repeat
while not empty( treex) do
(J, k) «min( treex )
delete( (j,k), treex )
wykonaj operacje @,9,®,® w kolumnie C’g}k
while not empty( treey) do
(i,k) «<min( treey )
delete( (i,k), treey )
wykonaj operacje ®,0,®,® w kolumnie C’;}k
while not empty( treez) do
(7,7) <min( treez )
delete( (i,7), treez )
wykonaj operacje @,0,®,® w kolumnie C’;j
until empty( treex ) and empty( treey ) and empty( treey )

if istnieja puste komérki w macierzy R then
zbuduj i rozwiaz odpowiednig formute 2SAT

Oczywiscie kiedy wyznaczamy pozycje startowe jedynek w kolumnach
Cyz (opisane w poprzednim podrozdziale), to nie wstawiamy ich od razu do
macierzy R a tylko odpowiednio modyfikujemy zmienne p i ¢ dla kazdej z
tych kolumn. Wpisujemy réwniez numery tych kolumn do drzewa treez.
Stad petla bedzie miata co robié¢ juz w pierwszym przejsciu i wstawi wszyst-
kie jedynki startowe.

Lemat 4.9 Zalozmy, Ze wyznaczone pozycje startowe sq takie, ze w kaz-
dej pionowej kolumnie macierzy R jest co najmniej jedna jedynka. Wtedy
procedura wypelniania dziata prawidiowo.

Dowédd: Jesli petla procedury zwroéci fail, to oznacza, ze przy danych po-
zycjach startowych i macierzach rzutéw prostopadlych, warunki jakie musi
spelnia¢ wypukle tréjwymiarowe poliomino sg sprzeczne i takie poliomino
nie istnieje.

Natomiast jesli petla procedury nie przerwata dzialania ze wzgledu na
sprzeczno$é, to po jej zakonczeniu mamy dwa przypadki:
przypadek 1: Kazda komérka macierzy R zawiera zero lub jedynke. Mamy
rozwigzanie. 7Z uzytych w procedurze warunkéw wynika, ze zbiér jedynek
tworzy poliomino, realizujace macierze rzutéw Ppr, Prp i Pg, oraz kazdy
warstwa macierzy R zawiera dwuwymiarowe poliomino wypukte.
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przypadek 2: Pozostaly w macierzy R komorki niewypelnione, nie zawie-
rajace ani zera ani jedynki. Z Lematu 4.6 wiemy jednak, ze w kazdej piono-
wej kolumnie mieliémy wyznaczong co najmniej jedna jedynke. Z wlasnosci
operacji ® wynika, ze w takiej kolumnie liczba pustych komoérek jest réwna
doktadnie dwukrotnosci liczby brakujacych jedynek. Stad liczba niewypel-
nionych komérek w calej macierzy R jest rowna doktadnie dwukrotnosci
liczby brakujacych jedynek.

W kolumnach ktére nie zawieraja jedynek a maja niewypelnione miejsca,
puste komorki tworzg dwa bloki, kazdy o dtugosci réwnej liczbie brakujacych
jedynek w tych kolumnach. Bloki te moga sasiadowaé ze soba.

Na poczatek pogrupujmy puste komérki macierzy R w cykle, odpowied-
nio je przy tym etykietujac. Jesli weZzmiemy pusta komorke, to etykietujemy
ja wolng zmienng np. . Komoérka ta bedzie miata za sasiadéw w cyklu do-
ktadnie trzy niewypelnione komérki, po jednej w kazdej z trzech kolumn
zawierajacych ta komorke, ktore albo beda odlegle od niej o wartosé rzutu
dla tej kolumny albo o wartos¢ tego rzutu plus odleglo$¢ miedzy pustymi
blokami komorek, jesli w kolumnie nie ma zadnej jedynki. Te trzy komérki
etykietujemy zaprzeczeniem x, tj. Z, i nastepnie dla kazdej z nich wyzna-
czamy trzech nastepnych sasiadéw w cyklu (jednym z nich bedzie na pewno
komorka z ktérej wyszlidmy) i nadajemy im etykiete x. Powtarzamy ten krok
dla kazdej nowozaetykietowanej komoérki cyklu, az nie znajdziemy, zgodnie
z tymi warunkami, zadnej nowej komérki do zaetykietowania. W ten sposéb
tworzymy tréjwymiarowy cykl w macierzy R, ktorego komérki sa na prze-
mian etykietowane przez x i ¥, oraz kazda komérka posiada w tym cyklu
doktadnie trzech sasiadow.

Takie cykle tworzymy dopdki nie zapelnimy wszystkich pustych komoérek
etykietami. Oczywiscie kazdy cykl etykietujemy inna zmienna.

Teraz tworzymy formute 2SAT. Jedli w jakiejS kolumnie mamy obok
siebie dwie puste komoérki zaetykietowane tymi zmiennymi, to do formuty
2SAT dodajemy implikacje, ze ze zmiennej zewnetrznej w stosunku do bloku
jedynek w tej kolumnie wynika zmienna wewnetrzna. W kolumnie, ktéra
nie zawiera bloku jedynek, tworzymy cykl implikacji dla zmiennych kazdego
bloku osobno, tak aby wymusi¢ zgodne etykietowanie catego bloku. Tak
zbudowana formuta moze by¢ rozwiazana w czasie liniowym. Jej dtugosé jest
ograniczona przez ilo§¢ niewypelnionych komoérek, czyli wynosi co najwyzej
O(n?) (kazda niewypetniona komorka uczestniczy w nie wiecej niz oémiu
implikacjach). Stad warto$ciowanie formulty 2SAT wyznacza tréjwymiarowe
pelne poliomino wypukte.

Jedli dla zadanych macierzy rzutéw istnieje wypukle poliomino zawie-
rajace wyznaczone pozycje startowe, to procedura wypelniania wygeneruje
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poliomino realizujace wejSciowe macierze rzutéw (Pr, Pr, Pg). O

Teraz oszacujemy maksymalny koszt powyzszej procedury.
Lemat 4.10  Procedura wypelniania kosztuje co najwyzej O(n>logn).

Dowéd: Oszacujmy koszt gléwnej petli procedury wypelniania. Dla kaz-
dej pozycji [i, j, k] wykonujemy operacje wstaw tylko trzy razy, po jednym
w kazdym z trzech kierunkéw. Co wiecej, ilekro¢ odwiedzamy jakas ko-
lumne wykonujac operacje @, 8, ®,®, wykonujemy co najmniej jedna ope-
racje wstaw. Stad w sumie odwiedzamy co najwyzej O(n?) kolumn. Od-
wiedzenie kazdej kolumny kosztuje sume kosztu $ciagniecia numeru kolumny
z drzewa oraz kosztu wykonanych operacji wstaw, czyli

O(log n) + [koszt operacji wstaw].
Stad ogdlny koszt gtéwnej petli procedury wynosi
O(n?logn) + [koszt wszystkich operacji wstaw].

Wyznaczmy wiec ogdlny koszt operacji wstaw. W danej kolumnie w trakcie
wykonywania operacji wstaw mozemy wywolaé co najwyzej 2n operacji
insert na drzewach tree. To kosztuje O(nlogn). Dla wszystkich 3n? kolumn
kosztuje to wiec co najwyzej O(n?logn).

Pozostaja jeszcze operacje na drzewie freeQ. Dla kazdej kolumny mozemy
wykonaé¢ co najwyzej n operacji insert i taka sama liczbe operacji delete.
Funkcje min i max wywolujemy tylko wtedy, kiedy modyfikujemy zmienne
P i q, stad ich liczba nie przekracza 2n. Koszt tych operacji dla wszystkich
kolumn nie przekracza wiec O(n3logn).

Ztozonosé¢ pozostalych operacji, w tym budowy i rozwiazania formuty
2SAT, nie przekracza O(n?3).

Sumujac powyzsze koszty otrzymujemy, ze calkowita zlozono$¢ proce-
dury wypelniania wynosi O(n?logn). O

4.4 Ztozonosé rekonstrukcji

Twierdzenie 2 Problem rekonstrukcji trojwymiarowych petnych poliomin
wypuklych z danych trzech macierzy rzutéw prostopadlych moze byé rozwig-
zany w czasie O(n” logn).
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Dowéd: Zatézmy, ze istnieje pelne wypukte poliomino S realizujace za-
dane macierze rzutéw prostopadtych. Jesli prawidlowo zgadniemy pozycje
jedynek w kolumnach naroznych, to zgodnie z Lematem 4.7 wszystkie wy-
znaczone pozycje startowe sg prawidlowe i naleza do S. Stad procedura
wypelniania zgodnie z Lematem 4.9 musi nam zwrdoci¢ poprawne poliomino.

Aby trafi¢ na wtasciwe pozycje w kolumnach naroznych mozemy wypro-
bowaé wszystkie mozliwosci a jest ich co najwyzej n?.

Jesli poliomino o zadanych wtadciwosciach i macierzach rzutéw nie ist-
nieje, to procedura wypetniania odpowie fail w kazdym przypadku.

Koszt calego algorytmu jest wiec réwny iloczynowi mozliwych punktéw
startowych, czyli O(n?), i kosztéw algorytmu, czyli wyznaczenia pozycji
startowych i procedury wypetniania, co wynosi O(n3logn). Stad catkowity
koszt rekonstrukeji wynosi O(n” logn). O

Tak wiec problem rekonstrukeji zdefiniowanej w tym rozdziale klasy trdj-
wymiarowych poliomin nalezy do P.



Rozdziat 5

Rekonstrukcja wypuktlych
poliomin z przyblizonych
prostopadlych rzutéw.

W tym rozdziale rozwigzemy problem sformulowany przez G.J. Woeginger
w [ |. Pokazemy istnienie wielomianowego algorytmu, ktéry majac jako
wejscie wektor rzutéw poziomych He IR"" i wektor rzutéw pionowych Ve
IR’} odpowiada na pytanie, czy istnieje poliomino S z przyblizonymi rzutami
H e {l,....,n}" 1 V* € {1,...,n}™ takimi, ze H* i V* sa przyblizeniem
odpowiednio H i V.

Rozwazymy dwie wersje pojecia ,,przyblizenie”

(1) przyblizenie z btedem absolutnym — kazdy wspélczynnik pary wektoréw
(H,V) rézni sie o co najwyzej jeden od odpowiadajacego mu wspol-
czynnika wektoréw (H*, V™), lub

(2) przyblizenie z btedem logarytmicznym — dla kazdego wspélezynnika h;
i v; mamy speinione nieréwnosci

|hi — hi| <log(hi +1) i |5 —vj| <log(¥; + 1),
dlai=1,....mij=1,...,n.

Ponadto, dla rekonstrukeji wypuklego poliomina uogélnimy funkcje btedu.
Bedziemy rekonstruowaé¢ wypukte poliomino w ten sposéb, ze dla kazdego
wejSciowego rzutu p bedziemy wymagaé, aby wyjsciowy rzut p’ nalezal do
ustalonego zbioru (przedziatu) [p, p|, gdzie p < p < p.

93
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5.1 Trudnos$¢ problemu

W tym podrozdziale przedstawimy redukcje problemu rekonstrukeji polio-
mina z dokladnych rzutéw prostopadlych (doki-RP) do problemu rekon-
strukeji poliomina z przyblizonych rzutéw prostopadtych (przybl-RP). Niech
H = (hi,...,hy) €{1,....,n}" i
V = (v1,...,uy) €{L,...,m}"

bedzie ustalonym przyktadem problemu doki-RP. Ponadto zakladamy, ze
D hi=) v
i=1 j=1

gdyz w przeciwnym przypadku poliomino z rzutami (H, V') nie istnieje. Z
powyzszego przykladu cheemy skonstruowaé wektor rzutéw poziomych H =
(l~11, . ,Bm) € IR’ i wektor rzutéw pionowych V= (01,...,0,) € RY dla
problemu przybl-RP, odpowiednio dla rodzaju rozpatrywanego btedu.

Definicja 5.1 Dla przyblizenia z bledem absolutnym konstruujemy

~ 1

h; = hi—§, dlaiE{L...,m}i
1

B o= vty dlaje{l..n.

Oraz dla przyblizenia z bledem logarytmicznym definiujemy h; takie, Ze

oraz v; takie, Ze
vj — 1 <05 —log(d; + 1) < v;.

(Wybor jest zawsze moZliwy, poniewaz funkcje x—log(x+1) oraz x+log(x+1)
sq ciggle i $cisle monotoniczne na Ry .)

Lemat 5.2  Jesli istnieje poliomino S takie, ze H* = H(S) i V* = V(5)
i wektory (H*, V™) sq przyblizeniem z bledem absolutnym (logarytmicznym)
wektorow (H, V'), wtedy istnieje poliomino z rzutami (H,V).

Dowéd: Dla poliomina S nastepujace wlasnosci sa prawdziwe:

(1) >_;hi =>_;vj (sumy sa réwne liczbie jedynek w poliominie S), i
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(i) |h; —h <11 [vi — ;| < 1, w przypadku rozwazania bledu absolut-
nego, lub B} — k| < log(h; + 1) i [vf — @] < log(; + 1) dla bledu
logarytmicznego.

Lecz z Definicji 5.1 powyzsze wtasnosci zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy

dla wszystkich i h] jest réwne maksymalnej dopuszczalnej wartosci, to jest
w pierwszym przypadku
R = |hi+1] =hy

2

lub w drugim przypadku
hi = |hi+1log(hi +1)| = h;.

Oraz gdy dla wszystkich j v}f jest rowne minimalnej dopuszczalnej wartosci
czyli odpowiednio

’U;-< = |71~}J — 11 = Uj
lub
v; = [0 —log(d; +1)] = vj.
Stad S realizuje réwniez (H, V). O

Lemat 5.3  Jesli istnieje poliomino S z rzutami prostopadiymi (H,V'),
wtedy istnieje poliomino z rzutami poziomymi H* € {1,...,n}™ i rzutami
pionowymi V* € {1,... ,m}" takimi, ze (H*,V*) sq przyblizeniem z bledem
absolutnym (logarytmicznym) wektoréw (H, V).

Dowod: Z definicji wektoréw (H,V) (dla obu wersji bledéw) mamy, ze
kazdy wspélezynnik (H, V) moze byé zaokraglony do odpowiedniego wspél-
czynnika (H,V). Stad S jest réwniez realizacja poliomina spelniajacego
(H,V) w odpowiednim bledem. 0

Poniewaz wiemy, ze problem rekonstrukcji poliomin z doktadnych rzu-
tow prostopadtlych dla poliomin bez warunku spéjnoéci kolumn i wierszy,
poliomin ze spdjnymi wierszami i poliomin ze spéjnymi kolumnami sa NP-
zupelne (zobacz | , ]) otrzymujemy z Lematu 5.2 i Lematu
5.3 nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3  Problemy rekonstrukcji poliomin, poliomin ze spojnymi
wierszami i poliomin ze spojnymi kolumnamsi z przyblizonych prostopadlych
rzutow sq NP-zupelne. a
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5.2 Rekonstrukcja wypuklych poliomin

W algorytmie opisanym ponizej uogdlnimy pojecie btedu przyblizenia i zato-
zymy, ze ma on forme funkcji f, ktora jest dodatnia na IR . Dla przyktadu,
rozwazany blad absolutny jest zadany stata funkcjg rowng 1, a btad loga-
rytmiczny funkcja f(z) = log(z + 1).

Definicja 5.4 Definiujemy cigg pomocniczych wyrazen

v; = max{l,[v; — f(7;)]},
0; = min{m, [0; + f(9;)]},

dla j € {1,...,n}, oraz

f:lz‘ = max{l, UNLZ — f(zlzﬂ}v
hi = min{nv Lhz + f(hz)J}7

dlai e {1,...,m}.

Powyzsze wyrazenia maja nastepujace wlasnosci: h; jest minimalna do-
datnig liczba naturalng, ktora dla rzutu poziomego h; rézni sie o co najwyzej
o f(hi). hi jest maksymalna taka dodatnig liczba naturalng. Analogicznie,
¥; 1 9; sg odpowiednio minimalng i maksymalng dopuszczalng wartoscig
rzutu pionowego ze wzgledu na funkcje btedu f. Stad mozemy rozwazaé
ogOlnie rekonstrukcje z rzutami nalezacymi do odpowiedniego ustalonego
przedziatu dla kazdej kolumny i wiersza.

Definicja 5.5  Wypukle poliomino S jest zakotwiczone w (p,q,r,s), jesli
[1,p],lg,n], [m, 7], [s,1] € S
(to jest powyzisze komdrki nie nalezq do Zadnego obszaru naroznego).
Gléwna idea naszego algorytmu jest, majac cztery wektory rzutéow
H € {1,..,n}™ - wektor dolnych ograniczen dla rzutéw poziomych,
V e {1,..,m}" - wektor dolnych ograniczen dla rzutéw pionowych,
H e {1,..,n}™ - wektor gérnych ograniczen dla rzutéw poziomych i

V e {1,..,m}" - wektor gérnych ograniczen dla rzutéw pionowych,
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skonstruowaé formute 2SAT
Fp7q7T7S(H’ 'ﬁ’ V’ V)

taka, ze Fp,quvs(ﬁ,ﬁ,V,V) jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje wypukle poliomino S zakotwiczone w (p,q,r, s) i majace prostopadte
rzuty (H,V') takie, ze kazdy wspotczynnik (H, V') nalezy do przedziatu zde-
finiowanego przez dolne i gérne ograniczenie wyznaczone przez odpowiednie
wspotczynniki wektoréw (fI,fI,V, V) Uzyjemy ponadto Definicji 2.1, Le-
matu 2.2 i Lematu 2.3.

Definicja 5.6  Definiujemy nastepujgce zbiory klauzul 25AT dla ustalo-
nych wektorow (H,H,V,V) i zakotwiczenia (p,q,r,s)

»Rogi” — obszary narozne z Definicji 2.1

Ai,j = Ai*l,j Ai,j = Ai,jfl

Cor = /\ Bz‘,j = Bi—l,j Bz‘,j = Bi,j+1
) Cij= Cit1j Cij= Cij1

Dz‘,j = Di+1,j Dz‘,j = Di,j+1

»IPOJNose” — spdjinosé wypuktego poliomina S z Lematu 2.3

Con = /\{Ai,j = ﬁi+17j+1 Bi,j = Ui-i-l,j—l}
/[:7]'

»Zakotwiczenie” - zakotwiczenie w (p,q,r,s) z Definicji 5.5

él,p El,p gl,p Bl,p

Ancpqrs = /\ éq,n Eqvn gqvn Qq,n
Y ém,'f‘ Em,r gm,r Qm,'f‘

As,l Bs,l Cs,l Ds,l

»Dolne ograniczenie na sumy w kolumnach” (LBC) - dla wszystkich
kolumn wyznaczamy minimalng odleglos¢ miedzy rejonami naroznymi
(dla kolumny j jest ona réwna v;)

A Aij = Citoy Aij = Dita;

LBC =

ij | Bij= Citu;g Bij = Ditv;j
Co;
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»GOrne ograniczenie na sumy w kolumnach” (UBC) - dla wszystkich
kolumn wyznaczamy maksymalng odleglto$é miedzy rejonami naroz-
nymi (dla kolumny j jest ona réwna 0;)

) _
A Aij = Ciyoy g
j<min{p,r}
A Bij = Civi;.j
<i<r
UBC,, = N Ps _
. A Aij = Diyiy
r<<p
Bij = Diyi;
max{p,r}<j

»Dolne ograniczenie na sumy w wierszach” (LBR) — dla wszystkich
wierszy wyznaczamy minimalng odlegtosé miedzy rejonami naroznyms
(dla wiersza i jest ona réwna h;)

Aij = B, Aij = D i,
LBR = N B o
ij | Cij = Bijih, Cij =D, ih,
Bi,ﬁi
A /\ B
i | Dp,

»GOrne ograniczenie na sumy w wierszach” (UBR) dla wszyst-
kich wierszy wyznaczamy maksymalng odleglos¢ miedzy rejonamsi na-
roznymi (dla wiersza i jest ona réwna h;)

7

o Aij = B, 1j,
ngln{qu}
UBR,, = /\ SIS _
$,q . /\ Ai,j = Dz jth
J a<i<s ’
N Cii= Dy,

Wszystkie zmienne z indeksami z poza zbioru {1,...,m} x {1,...,n} sq
warto$ciowane jako 1 (true).

Zwartosciowanie zmiennej X; j jako true oznacza, Ze pozycja [i, j] nalezy
do zbioru X, a zwartosciowanie jako false oznacza, Ze [i,j] ¢ X.
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Definicja 5.7

Fyqrs(H,H,V, V) = CorAConAAnc, 4, sNLBCAUBC, ,ALBRAUBR,.,.

Teraz mozemy napisa¢ algorytm rekonstrukc;ji.

Input: He{l,...,.n}™, He{l,...,n}™,
Vell,...,m}™, Ve{l,.. ,m}"

for all p,r € {1,...,n} and ¢,s € {1,...,m} do
if Fp7q7T7S(H, fI,f/,f/) jest spelnialna then
return S=Q~ (AUBUCUD) and halt
return ,NO”

Lemat 5.8 Formula F, ., +(H, H,V, V) jest spetnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy S jest wypuklym poliominem zakotwiczonym w (p,q,r,s), z prostopa-
dlymi rzutami (H, V) takimi, ze h; < h; < h;, dla wszystkich i € {1,...,m},
i Uj < v <05, dla wszystkich j € {1,...,n}.

Dowdd: (<) Jedli S jest wypuklym poliominem z wlasnosciami jak w le-
macie, wtedy niech A, B, C'i D beda obszarami naroznymi z Definicji 2.1.
Z Lematu 2.3 A, B, C'i D speliajg warunki ,Rogi” i ,,Spdjnos¢”. Warunek
,Zakotwiczenie” jest prawdziwy, poniewaz S jest zakotwiczone w (p, ¢, 7, s).
Ponadto dla wszystkich i € {1,...,m} mamy h; < h; < h;, a stad warunki
LBR i UBR sa spelnione. Analogicznie, dla wszystkich j € {1,...,n} mamy
¥; < vj < 0y, a stad warunki LBC i UBC sg spelnione. Stad cala formuta
Fyqrs(H, H,V,V) jest spelniona.
(=) Jesli formula F, . .(H,H,V,V) jest spetniona, to wezmy

S=Q~(AUBUCUD).

Z warunkow ,Rogi”, ,Spéjnosé¢”’, LBC i LBR mamy, ze zbiory A, B, C
i D spelniaja Lemat 2.2 (warunki LBC i LBR gwarantuja tutaj roztacznosé
obszaréw naroznych). Stad zbiér S jest wypuklym poliominem. Ponadto
z warunku ,Zakotwiczenie” mamy, ze S jest zakotwiczone w (p,q,r,s). Z
warunkéw LBR i UBR mamy, ze dla kazdego wiersza i, gdzie i € {1,...,m},
liczba jedynek w tym wierszu, czyli h; spelnia warunek h; < h; < h;. Analo-
gicznie z warunkéw LBC i UBC mamy, ze ©; < v; < 9; dla kazdej kolumny
J, gdzie j € {1,...,n}. Stad S musi by¢ wypuklym poliominem zakotwiczo-
nym w (p,q,7,s), z prostopadtymi rzutami (H,V) takimi, ze h; < h; < hi,
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dla wszystkich ¢ € {1,...,m}, i 0; <wv; < 05, dla wszystkich j € {1,...,n}.
a

Teraz mozemy udowodni¢ nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 4 Jesli mamy cztery wektory:
He {1,..,n}"™ - wektor dolnych ograniczeri na rzuty poziome,
Ve {1,..,m}" - wektor dolnych ograniczen na rzuty pionowe,
He {1,..,n}™ - wektor gérnych ograniczer na rzuty poziome i
Ve {1,..,m}"™ - wektor gérnych ograniczen na rzuty pionowe,

to rekonstrukcja wypukiegg poliomina S z prostopadlymi rzutami (H,V') ta-
kimi, Ze hi(S) € {hi,..., hi}, dlai € {1,...,m}, oraz vj(S) € {v;,...,0;},
dla j € {1,..,n}, kosztuje co najwyzej O(m>n3).

Dowéd: Algorytm testuje co najwyzej m?n? formut Fp,quvs(ﬁ,fl,v,f/).
Kazda taka formula ma rozmiar O(mn) i jest konstruowana w czasie li-
niowym. Poniewaz formuty 2SAT moga byé¢ rozwigzane w czasie liniowym
wzgledem swojej dtugosci, otrzymujemy ztozonosé algorytmu.

Lemat 5.8 gwarantuje poprawno$¢ algorytmu. ad

Twierdzenie 5  Problem rekonstrukcji wypuktych poliomin z przyblizo-
nych prostopadtych rzutéw moze byé rozwigzany w czasie O(m3n?). O

5.3 Algorytm réwnolegtly

W tym podrozdziale opiszemy krétko réwnolegly algorytm oparty o wy-
niki z poprzedniego podrozdziatu, czyli mozliwo$¢ zakodowania problemu
za pomocg zbioru formut 2SAT. Majac juz formulty 2SAT mozemy postu-
zy¢ sie algorytmem réwnoleglym opisanym w | , |, ktéry wyznacza
warto$ciowanie zmiennych spelniajace ustalong formule 2SAT, o ile takie
warto$ciowanie istnieje. Nastepujace twierdzenie méwi o zlozonosci tego
algorytmu

Twierdzenie 6 | | Problem znalezienia warto$ciowania spelniajgcego
ustalong formule 25AT o dlugosci n moze byé rozwigzany w czasie O(logn)
przy pomocy O(n3) procesoréw na maszynie CRCW PRAM albo w czasie
O(log?n) za pomocg O(n**7%) procesoréw na maszynie EREW PRAM. O
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Uzyta w twierdzeniu liczba procesoréw dla EREW PRAM jest zlozo-
noscig najszybszego sekwencyjnego mnozenia dwoch macierzy o rozmiarze
n?.

Sam algorytm bedzie mial nastepujaca postac

Input: He{l,...,n}™, He{l,...,n}™,
Vell,...,m}™, Ve{l,.. ,m}"

for all p,r € {1,...,n} and ¢,s € {1,...,m} do parallel

(1) skonstruuj formule Fp,q,r,s(ﬁ,f],v, V)

(2) znajdz wartosciowanie zmiennych spetniajace formute

Fygrs(H H,V,V)

if istnieje spelnialna formuta then

wybierz jedno rozwiazanie and return S=Q < (AUBUCUD)
else

return ,NO”

Najpierw rozwazmy ztozonos$¢ naszego algorytmu na maszynie CRCW
PRAM. Latwo zauwazyé, ze kazda formule F, . s(H, H,V,V), z Definicji
5.7, budujemy w czasie stalym przy uzyciu O(mn) procesoréw. A wiec
uzyskanie wszystkich m?n? formul jest mozliwe w tym samym czasie za
pomoca O(m3n3) procesoréw.

Teraz stosujac algorytm z Twierdzenia 6 dla kazdej formuty znajdu-
jemy spelniajace ja warto$ciowanie zmiennych, jesli takie istnieje, w czasie
O(logmn) za pomocy O(m3n3) procesoréw, czyli dla wszystkich formut za
pomoca O(m°n®) procesoréw.

Nastepnie w czasie stalym wybieramy jedno z rozwiazan, na przyktad
to o najnizszym numerze. Mozna to zrobi¢ w czasie stalym uzywajac co
najwyzej O(m?*n?) procesoréw.

Na koniec, dla wybranego rozwigzania formuty 2SAT, generujemy polio-
mino w czasie stalym za pomoca O(mn) procesoréw.

Caly algorytm wykonuje wiec na CRCW PRAM O(log nm) krokéw wy-
korzystujac O(m®°n®) procesoréw.

W przypadku EREW PRAM mamy troche trudniejsze zadanie. W
pierwszym kroku musimy stworzyé¢ m?n? kopii wektoréw (H JH,V, V), co
uzyskujemy w czasie O(log mn) za pomoca O(m3n3) procesoréw. Nastepnie
dla kazdej kopii tworzymy odpowiednia formute 2SAT F, . <(H, H,V, V)
Kazda taka formule mozemy utworzy¢ w czasie O(log mn) za pomoca O(mn)
procesoréw. W sumie wiec caly ten krok wymaga O(m>n3) procesoréw
i czasu O(logmn).
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Teraz kazda formule rozwigzujemy stosujac algorytm z Twierdzenia 6
w czasie O(log?mn) uzywajac ogétem O(m?376p1376)
Nastepnie wyznaczamy jedno z rozwigzan, jesli takie istnieje, lub stwier-
dzamy, ze rozwiazanie nie istnieje, w czasie (logmn) za pomoca co najwyzej

m?n? procesoréw.

procesorow.

Dla wybranego rozwiazania formuty 2SAT mozemy wygenerowaé polio-
mino w czasie stalym za pomoca mn procesoréow.

Tak wigc ogélny czas pracy algorytmu na maszynie EREW PRAM wy-
nosi O(log?mn) przy wykorzystaniu O (m?376p-376)

7 powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace twierdzenie

procesorow.

Twierdzenie 7 Problem rekonstrukcji wypuktego poliomina z rzutow pro-
stopadtych spelniajocych wektory gérnych i dolnych ograniczen (PI, vV, H, V),
moze byé rozwigzany w czasie O(logmn) przy pomocy O(m>n®) procesoréw
na CRCW PRAM albo w czasie O(log®mn) za pomocg O(m*370n*276) pro-
cesorow na EREW PRAM. O

Whniosek 5.9  Problem rekonstrukcji poliomin wypuklych nalezy do klasy
NCh. O



Rozdziat 6

Otwarte problemy

6.1 Liczba dwuwymiarowych poliomin wypuktych

Jak juz wspomnieliSmy w rozdziale 1, para rzutéw prostopadtych nie wy-
znacza nam jednoznacznie dwuwymiarowego poliomina wypuktego. Jak po-
kazali Del Lungo, Nivat i Pinzani w | | liczba mozliwych wypuktych
poliomin o identycznych rzutach poziomym i pionowym moze by¢ nawet
wyktadnicza.

Czasami jednak chcielibySmy znaé, jesli juz nie wszystkie rozwigzania
szczegdtowo, to przynajmniej ich liczbe. Opisane w rozdziatach 3 i 5 algo-
rytmy rekonstrukcji poliomin wypuklych mogltyby byé podstawa do préby
wyznaczenia tej liczby. Latwo zauwazy¢, ze bytaby ona wowczas rowna, przy
odpowiednich modyfikacjach, sumie ilosci rozwiazan zbioru pewnych formut
25AT uzyskanych w tych algorytmach. Tak wiec mamy tu do czynienia z re-
dukcja do problemu obliczenia liczby rozwiazan pewnej szczegolnej formuty
2S5AT.

Problem obliczenia liczby rozwigzan dla ogdlnych formut 2SAT jest #P-
zupelny (zobacz [ ]). Roéwniez jesli ograniczymy sie do pozytywnego
25AT (] ]) czy hornowskiego pozytywnego 2SAT ([L.86]) to sa one #P-
zupetne. Niestety formuly uzyskiwane w obu algorytmach wydaja sie prost-
sze niz wymienione podklasy, w zwiazku z czym wydaje sie, ze redukcja tych
podklas do problemu rekonstrukeji poliomin wypuktych nie jest mozliwa.

7Z kolei najblizszym nie #P-zupelnym problemem, ktéry moglibysmy tu-
taj rozwazy¢ jest pozytywny hornowski 25AT, dla ktérego istnieje planarny
graf skierowany opisujacy formute. Tutaj jednak réwniez nie udato nam sie
uzyskaé redukcji problemu rekonstrukcji do tego problemu.

Tak wiec problem czy ilo§¢ rozwiazan problemu rekonstrukcji dwuwy-
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Rysunek 6.1: Przyktad tréjwymiarowego wypuktego poliomina wraz z ma-

clerzami rzutow
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miarowych poliomin wypuklych nalezy do klasy #P-zupelnych jest nadal
otwarty.

Oczywiscie, gdyby udalo sie znalezé redukcje ogdlnego problemu 2SAT
do rekonstrukcji wypuktego poliomina, to oprécz tego, ze problem liczby
rozwigzan bylby #P-zupelny, moglibysmy uzyska¢ NL-zupelnos$é problemu
rekonstrukeji, o ile algorytm redukcji nalezatby do klasy L, czyli byltby wy-
konalny w pamieci logarytmicznej. Wynika to z NL-zupelnosci problemu
25AT.

6.2 Tréjwymiarowe poliomina wypukle

W rozdziale 4 oméwiliSmy algorytm rekonstrukcji pewnej szczegdlnej klasy
tréjwymiarowych poliomin wypuktych. Otwartym problemem pozostaje
jednak istnienie wielomianowego algorytmu rekonstrukecji w przypadku, gdy
zrezygnujemy z warunku istnienia pelnej macierzy rzutéw, zostawiajac tylko
warunki na ksztatt przekrojéw, czyli dla zdefiniowany ponizej trojwymiaro-
wych poliomin wypuktych

Definicja 6.1  Trdjwymiarowy zbior S = S(R) nazywamy poliominem wy-
puktym, jesli jest spojny @ kaida warstwa macierzy R zawiera dwuwymiarowe
poliomino wypukle.

Przyktad takiego poliomina mamy na rysunku 6.1. Innym, prostym przy-
ktadem mogtby by¢ obiekt zblizony do kuli wpisany w szeScienna macierz,
ktorej wszystkie trzy macierze rzutéw mialyby zera w obszarach naroznych.

W algorytmie opisanym w rozdziale 4 punktami startowymi rekonstruk-
cji byly narozne kolumny prostopadile do pelnej macierzy rzutéw. Tutaj
niestety te narozne kolumny moga by¢ puste, poniewaz zadna z macierzy
rzutéw nie musi by¢ pelna.

Na poczatek rozwazmy wiec, jakie komoérki mozemy dla wypuktego tréj-
wymiarowego poliomina zawsze wypelni¢ na podstawie znajomosci macierzy
rzutéw. Po pierwsze kolumny, ktorych rzut jest réwny zero, mozemy od razu
w calodci wypelnié zerami, ograniczajac w ten sposéb obszar rekonstrukcji.
Ponadto, poniewaz kazda warstwa macierzy R ma zawiera¢ dwuwymiarowe
poliomino wypuktle, wiec zgodnie z Lematem 2.13 dla kazdej takiej warstwy
mozemy wyznaczy¢ co najmniej jedna jedynke, czyli mediane. Na rysunku
6.2 mamy zaznaczone wszystkie powyzsze punkty dla przyktadowego polio-
mina z rysunku 6.1.

Oczywiscie, korzystajac z Wniosku 2.19, jesli w ktérejé warstwie oprocz
mediany pojawi sie jakas inna jedynka, mozemy je polaczy¢ ciagiem jedynek.
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Rysunek 6.2: Poziome warstwy poliomina z rysunku 6.1 z wstawionymi

zerami w pustych wierszach i medianami wszystkich warstw, tj. jedynkami
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Réwniez dla median warstw brzegowych mozemy wypelni¢ calg prostopadta
do tej warstwy kolumne zawierajaca ta jedynke (obszar jedynek jest sp6jny
i zaczyna sie od skraju kolumny, wiec jest wyznaczony na podstawie wartosci
rzutu jednoznacznie).

Niestety zbiér powyzej opisanych wypetnionych komorek czesto okazuje
sie by¢ niewystarczajacy do prawidlowego funkcjonowania procedury wy-
pelniania, czyli do pelnej rekonstrukcji. Powstaje wiec pytanie, czy istnieje
tatwy do wyznaczenia, dodatkowy, skonczony zbiér komoérek macierzy, ktory
odpowiednio wypelniony zapewni nam prawidtowe dzialanie procedury wy-
pelniania.

Co do samej procedury wypelniania, to mozna poszerzy¢ jej mozliwo-
sci korzystajac z Wniosku 2.19 (laczenie obszaréw jedynek wystepujacych
w jednej warstwie poliomina) i Lematu 2.20 (wstawianie zer w obszarach
naroznych warstw).
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