
Programowanie w Logice

Proste ograniczenia

Przemys≥aw KobylaÒski

Proste ograniczenia

Ograniczenia arytmetyczne

Dwa wyraøenia arytmetyczne mogπ byÊ porównane nastÍpujπcymi

relacjami:

Wyr1 #= Wyr2

Wyr1 #\= Wyr2

Wyr1 #>= Wyr2

Wyr1 #=< Wyr2

Wyr1 #> Wyr2

Wyr1 #< Wyr2
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Ograniczenia arytmetyczne

Wyraøenia Wyr1 i Wyr2 mogπ byÊ nastÍpujπcych postaci:

integer

variable

-Wyr

Wyr + Wyr

Wyr * Wyr

Wyr - Wyr

Wyr ^ Wyr

min(Wyr, Wyr)

max(Wyr, Wyr)

Wyr mod Wyr -10 mod 3 = 2

Wyr rem Wyr -10 rem 3 = -1

abs(Wyr)

Wyr // Wyr -10 // 3 = trunc(-3.3333) = -3

Wyr div Wyr -10 div 3 = floor(-3.3333) = -4
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Optymalne ciÍcie desek)

I Mamy do dyspozycji N desek d≥ugoúci 7 metrów, z których

moøemy wycinaÊ na trzy sposoby:

pierwszy dwa kawa≥ki trzymetrowe i jeden kawa≥ek

jednometrowy

drugi dwa kawa≥ki dwumetrowe i jeden kawa≥ek

trzymetrowy

trzeci cztery kawa≥ki jednometrowe i jeden kawa≥ek

trzymetrowy

I Chcemy wyciπÊ N1 kawa≥ków jednometrowych, N2 kawa≥ków

dwumetrowych i N3 kawa≥ków trzymetrowych.

I Kaødy niepotrzebnie wyciÍty kawa≥ek traktujemy jak zbÍdny

odpad.

I Jak ciπÊ deski aby zminimalizowaÊ odpad?
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Optymalne ciÍcie desek cd.)

Moøliwe sposoby ciÍcia:
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1 1 1 3

pierwszy sposób cięcia

drugi sposób cięcia

trzeci sposób cięcia
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Optymalne ciÍcie desek cd.)

deski(N, N1, N2, N3, Sposoby, Odpad) :-

Sposoby = [S1, S2, S3],

Sposoby ins 0..N,

S1 + S2 + S3 #=< N,

W1 #= S1 + 4*S3,

W2 #= 2*S2,

W3 #= 2*S1 + S2 + S3,

W1 #>= N1, W2 #>= N2, W3 #>= N3,

Odpad #= (W1 - N1) + 2*(W2 - N2) + 3*(W3 - N3),

once(labeling([min(Odpad)], Sposoby)).
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Optymalne ciÍcie desek cd.)

Przyk≥ady zapytaÒ:

?- deski(3, 3, 4, 5, X, Y).

false.

?- deski(4, 3, 4, 5, X, Y).

X = [1, 2, 1],

Y = 2.

?- deski(5, 3, 4, 5, X, Y).

X = [1, 2, 1],

Y = 2.
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Optymalne ciÍcie desek cd.)

Optymalne rozwiπzanie:
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3 kawałki jednometrowe
4 kawałki dwumetrowe
5 kawałków trzymetrowych

minimalny odpad = 2 kawałki jednometrowe

pocięto 4 deski
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Optymalne ciÍcie desek cd.)

Modyfikacja modelu:

deski(N, N1, N2, N3, Sposoby, Odpad) :-

Sposoby = [S1, S2, S3],

Sposoby ins 0..N,

Deski #= S1 + S2 + S3,

Deski #=< N,

W1 #= S1 + 4*S3,

W2 #= 2*S2,

W3 #= 2*S1 + S2 + S3,

W1 #>= N1, W2 #>= N2, W3 #>= N3,

Odpad #= (W1 - N1) + 2*(W2 - N2) + 3*(W3 - N3),

once(labeling([min(Deski)], Sposoby)).
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Ograniczenia arytmetyczne

W ograniczeniach arytmetycznych moøliwe sπ równieø nastÍpujπce

operacje bitowe:

\ Int negacja

Int1 /\ Int2 koniunkcja

Int1 \/ Int2 alternatywa

Int1 >> Int2 logiczne przesuniÍcie w prawo

Int1 << Int2 arytmetyczne przesuniÍcie w lewo

lsb(Int) pozycja najmniej znaczπczej jedynki

msb(Int) pozycja najbardziej znaczπcej jedynki

popcount(Int) liczba jedynek

Int1 xor Int2 alternatywa wykluczajπca
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Operacje bitowe)

?- X #= \ 5. ?- X #= 5 /\ 3.

X = -6. X = 1.

?- X #= 5 \/ 3. ?- X #= 5 xor 3.

X = 7. X = 6.

?- X #= 5 << 2. ?- X #= 5 >> 2.

X = 20. X = 1.

?- X #= lsb(6). ?- X #= msb(6).

X = 1. X = 2.

?- X #= popcount(6).

X = 2.
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Ograniczenia arytmetyczne

Example (Dwa kryteria optymalizacji)

Jaka liczba z zakresu od 3000 do 4000 ma jak najbardziej odleg≥e

skrajne jedynki w swojej binarnej reprezentacji i liczba tych jedynek

jest jak najmniejsza:

?- X in 3000..4000,

Width #= msb(X)-lsb(X),

Pop #= popcount(X),

labeling([max(Width), min(Pop)], [X]).

X = 3073,

Width = 11,

Pop = 3 .

3073 = (110000000001)2
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Niech X i Y bÍdπ dwiema zmiennymi zero-jedynkowymi, których

wartoúci bÍdziemy interpretowaÊ jako prawda i fa≥sz. Spójniki

logiczne moøemy modelowaÊ w nastÍpujπcy sposób:

spójnik liniowe ograniczenie
X · Y X + Y #= 2

X ‚ Y X + Y #>= 1

X æ Y Y #>= X

X ¡ Y X #= Y

Example

Implikacja X æ Y jest równowaøna alternatywie ¬X ‚ Y .

Modelem dla tej alternatywy jest nierównoúÊ 1 ≠ X + Y Ø 1, która

jest równowaøna Y Ø X .
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Problem (Alternatywa ograniczeÒ)

Chcemy aby spe≥niona by≥a alternatywa nierównoúci:

A1 Æ B1 ‚ A2 Æ B2.

Z kaødπ z nierównoúci zwiπøemy zmiennπ zero-jedynkowπ:

X1 = 1 æ A1 Æ B1,

X2 = 1 æ A2 Æ B2.

Powyøsze implikacje wyrazimy dwiema nierównoúciami:

A1 Æ B1 + M · (1 ≠ X1),

A2 Æ B2 + M · (1 ≠ X2),

gdzie M jest dostatecznie duøπ liczbπ ca≥kowitπ.
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Problem (Alternatywa ograniczeÒ cd.)

PrawdziwoúÊ alternatywy X1 = 1 ‚ X2 = 1 zapewni nam

nierównoúÊ:

X1 + X2 Ø 1.

Ostatecznie program w Prologu modelujπcy alternatywÍ dwóch

nierównoúci moøe wyglπdaÊ nastÍpujπco:

[X1, X2] ins 0..1,

A1 #=< B1 + M*(1 - X1),

A2 #=< B2 + M*(1 - X2),

X1 + X2 #>= 1
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Problem (Implikacja ograniczeÒ)

Chcemy aby spe≥niona by≥a implikacja nierównoúci:

A1 Æ B1 æ A2 Æ B2.

Z kaødπ z nierównoúci zwiπøemy zmiennπ zero-jedynkowπ:

A1 Æ B1 æ X1 = 1, (© X1 = 0 æ A1 > B1)

X2 = 1 æ A2 Æ B2.

Powyøsze implikacje wyrazimy dwiema nierównoúciami:

A1 > B1 ≠ M · X1,

A2 Æ B2 + M · (1 ≠ X2),

gdzie M jest dostatecznie duøπ liczbπ ca≥kowitπ.
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Problem (Implikacja ograniczeÒ cd.)

PrawdziwoúÊ implikacji X1 = 1 æ X2 = 1 zapewni nam

nierównoúÊ:

X2 Ø X1.

Ostatecznie program w Prologu modelujπcy implikacjÍ dwóch

nierównoúci moøe wyglπdaÊ nastÍpujπco:

[X1, X2] ins 0..1,

A1 #> B1 - M*X1,

A2 #=< B2 + M*(1 - X2),

X2 #>= X1
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Example (Model implikacji)

Wyrazimy implikacjÍ A1 Æ B1 æ A2 Æ B2:

?- [A1, A2, B1, B2] ins 0..100, [X1, X2] ins 0..1,

A1 #> B1 - 200*X1, A2 #=< B2 + 200*(1-X2), X2 #>= X1.

A1 in 0..100,

B1+1#=<A1+200*X1,

B1 in 0..100,

X1 in 0..1,

X2#>=X1,

X2 in 0..1,

A2+200*X2#=<B2+200,

A2 in 0..100,

B2 in 0..100.
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Example (Model implikacji cd.)

Prawdziwy poprzednik:

?- [A1, A2, B1, B2] ins 0..100, [X1, X2] ins 0..1,

A1 #> B1 - 200*X1, A2 #=< B2 + 200*(1-X2), X2 #>= X1,

A1 #=< 20, B1 #>= 30.

X1 = X2, X2 = 1,

A1 in 0..20,

B1 in 30..100,

A2 in 0..100,

A2#=<B2, % nastÍpnik teø musi byÊ prawdziwy

B2 in 0..100.
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Modelowanie spójników logicznych liniowymi ograniczeniami

Example (Model implikacji cd.)

Fa≥szywy nastÍpnik:

?- [A1, A2, B1, B2] ins 0..100, [X1, X2] ins 0..1,

A1 #> B1 - 200*X1, A2 #=< B2 + 200*(1-X2), X2 #>= X1,

B2 #=< 20, A2 #>= 30.

X1 = X2, X2 = 0,

A1 in 1..100,

B1+1#=<A1, % poprzednik teø musi byÊ fa≥szywy

B1 in 0..99,

A2 in 30..100,

B2 in 0..20.
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Reifikacja ograniczeÒ

I Z kaødym moøliwym ograniczeniem arytmetycznym moøna

zwiπzaÊ zmiennπ zero-jedynkowπ przy uøyciu relacji #<==>/2,

w ten sposób, øe ograniczenie zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy zmienna przyjmuje wartoúÊ 1.

I Niech A i B bÍdπ dowolnymi wyraøeniami arytmetycznymi a X

zmiennπ zero-jedynkowπ. Moøliwe reifikacje ograniczeÒ:

(A #= B) #<==> X

(A #\= B) #<==> X

(A #>= B) #<==> X

(A #=< B) #<==> X

(A #> B) #<==> X

(A #< B) #<==> X
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Reifikacja ograniczeÒ

Example

Chcemy aby z trzech równaÒ A1 = B1, A2 = B2, A3 = B3
zachodzi≥y dok≥adnie dwa:

(A1 #= B1) #<==> X1,

(A2 #= B2) #<==> X2,

(A3 #= B3) #<==> X3,

X1 + X2 + X3 #= 2
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Spójniki logiczne miÍdzy ograniczeniami

Dla ograniczeÒ arytmetycznych P i Q moøemy budowaÊ bardziej

z≥oøone ograniczenia:

#\ P prawdziwe gdy P fa≥szywe

P #/\ Q prawdziwe gdy P i Q prawdziwe

P #\/ Q prawdziwe gdy P lub Q prawdziwe

P #\ Q prawdziwe gdy P albo Q prawdziwe

P #==> Q prawdziwe gdy P implikuje Q

P #<== Q prawdziwe gdy Q implikuje P

P #<==> Q prawdziwe gdy P i Q sπ równowaøne
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Spójniki logiczne miÍdzy ograniczeniami

Example (Alternatywa ograniczeÒ)

?- (A1 #=< B1) #\/ (A2 #=< B2).

B1#>=A1#<==>_1,

_1 in 0..1,

_1#\/_2#<==>1,

_2 in 0..1,

B2#>=A2#<==>_2.
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Spójniki logiczne miÍdzy ograniczeniami

Example (Implikacja ograniczeÒ)

?- (A1 #=< B1) #==> (A2 #=< B2).

B1#>=A1#<==>_1,

_1 in 0..1,

_1#==>_2,

_2 in 0..1,

B2#>=A2#<==>_2.

Example (RównowaønoúÊ ograniczeÒ)

?- (A1 #=< B1) #<==> (A2 #=< B2).

B1#>=A1#<==>_1,

_1 in 0..1,

B2#>=A2#<==>_1.


