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Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Co to jest?

I Ograniczenie globalne, to takie, które wiπøe wiele zmiennych
jednoczeúnie.

I Moøna teø powiedzieÊ, øe ograniczenie globalne to takie, które
wiπøe nieustalonπ na sta≥e liczbÍ zmiennych (lista zmiennych
jest czÍsto jego argumentem).

I Ograniczenie globalne moøna wyraziÊ jako koniunkcjÍ wielu
prostszych ograniczeÒ.

I Zaletπ ograniczeÒ globalnych, w przeciwieÒstwie do koniunkcji
prostszych ograniczeÒ, jest to, øe dostarczajπ silnikowi
przetwarzajπcemu ograniczenia duøo wiÍcej informacji o
strukturze problemu.

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Ograniczenia arytmetyczne

sum(+Vars, +Rel, ?Expr)

Suma zmiennych pozostaje w zadanej relacji (#=, #\=, #<, #>,
#>=, #=<) z wartoúciπ wyraøenia.

?- [A, B, C] ins 0..sup, sum([A, B, C], #=, 100).
A in 0..100,
A+B+C#=100,
B in 0..100,
C in 0..100.
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Ograniczenia arytmetyczne

scalar_product(+Cs, +Vs, +Rel, ?Expr)

Iloczyn skalarny wektora wspó≥czynników Cs z wektorem
zmiennych Vs pozostaje w zadanej relacji (#=, #\=, #<, #>, #>=,
#=<) z wartoúciπ wyraøenia.

?- [A, B, C] ins 0..sup,
scalar_product([1, 2, 3], [A, B, C], #=, 100).

A in 0..100,
A+2*B+3*C#=100,
B in 0..50,
C in 0..33.



Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Ograniczenia arytmetyczne

chain(+Vars, +Relation)

Wartoúci zmiennych tworzπ ≥aÒcuch ze wzglÍdu na relacjÍ (#=, #<,
#>, #>=, #=<).

?- chain([X, Y, Z], #>=).
X#>=Y,
Y#>=Z.
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Ograniczenia arytmetyczne

all_di�erent(+Vars)

Zmienne sπ parami róøne.

?- [A, B, C] ins 1..2, all_different([A, B, C]).
A in 1..2,
all_different([A, B, C]),
B in 1..2,
C in 1..2.
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Ograniczenia arytmetyczne

all_distinct(+Vars)

Silniejsza wersja ograniczenia, w którym zmienne sπ parami róøne.

?- [A, B, C] ins 1..2, all_distinct([A, B, C]).
false.
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Ograniczenia arytmetyczne
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Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Ograniczenia arytmetyczne

lex_chain(+Lists)

Listy sπ w porzπdku leksykograficznym.

?- [A, B, C] ins 1..2,
lex_chain([[A, B], [B, C], [C, A]]).

A in 1..2,
B#>=A,
lex_chain([[A, B], [B, C], [C, A]]),
freeze(A, clpfd:lex_le([A, B], [B, C])),
B in 1..2,
C#>=B,
freeze(B, clpfd:lex_le([B, C], [C, A])),
C in 1..2.

?- [A, B, C] ins 1..2,
lex_chain([[A, B], [B, C], [C, A]]), B #= 2.

A = B, B = C, C = 2.
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Ograniczenia arytmetyczne

element(?N, +Vars, ?V)

N-ty element listy zmiennych jest równy V.
Warunek element(N, [E1, E2, . . . , En], V ) jest równowaøny:

N œ 1..n · ’iœ1..n(Ei ”= V æ N ”= i).

?- element(N, [E1, E2], V).
N in 1..2,
element(N, [E1, E2], V),
N #\= 2 #<==> _7386, N #\= 1 #<==> _7410,
E1 #\= V #<==> _7434, E2 #\= V #<==> _7458,
_7458 in 0..1, _7458 #==> _7386, _7386 in 0..1,
_7434 in 0..1, _7434 #==> _7410, _7410 in 0..1.
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Ograniczenia arytmetyczne

global_cardinality(+Vars, +Pairs)

Lista par sk≥ada siÍ z termów postaci Key-Num. Predykat narzuca
ograniczenie, øe wúród wartoúci na liúcie Vars, wartoúÊ Key
wystÍpuje dok≥adnie Num razy.

?- L = [A, B, C, D], % i-ty mówi ile razy wystÍpuje i-1
global_cardinality(L, [0-A, 1-B, 2-C, 3-D]),
label(L).

L = [1, 2, 1, 0],
A = C, C = 1,
B = 2,
D = 0 ;
L = [2, 0, 2, 0],
A = C, C = 2,
B = D, D = 0 ;
false.

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Relacja

tuples_in(+Tuples, +Relation)

Wszystkie listy na liúcie Tuples sπ elementami listy Relation.
Kaødy element listy Tuples jest listπ liczb ca≥kowitych lub
zmiennych a kaødy element listy Relation jest listπ liczb
ca≥kowitych.

?- tuples_in([[X,Y]], [[1,2],[1,5],[4,0],[4,3]]), X = 4.
X = 4,
Y in 0\/3.



Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Uk≥adanie harmonogramów

serialized(+Starts, +Durations)

Dane n zadaÒ o chwilach rozpoczÍcia Starts = [S1, S2, . . . , Sn]
(lista zmiennych lub liczb ca≥kowitych) i czasach trwania
Durations = [D1, D2, . . . , Dn] (lista nieujemnych liczb ca≥kowitych)
wykonujπ nie nachodzπc siÍ w czasie, tj.

’iœ1..n≠1’jœi+1..n(Si + Di Æ Sj ‚ Sj + Dj Æ Si).

?- length(Vs, 3), Vs ins 0..3, serialized(Vs, [1,2,3]),
label(Vs).

Vs = [0, 1, 3] ;
Vs = [2, 0, 3] ;
false.
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Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Uk≥adanie harmonogramów

cumulative(+Tasks, +Options)

Lista zadaÒ sk≥ada siÍ z elementów postaci task(Si , Di , Ei , Ri , IDi),
gdzie Si jest chwilπ rozpoczÍcia i-tego zadania, Di czasem jego
trwania, Ei chwilπ zakoÒczenia, Ri liczbπ jednostek zasobu
jakπ wymaga do wykonania, IDi jego identyfikatorem (kaøde jest
zmiennπ lub nieujemnπ liczbπ ca≥kowitπ).
Lista opcji zawiera limit(L), gdzie L jest limitem dostÍpnych
jednostek zasobu (domyúlnie L = 1).
Ograniczenie zapewnia, øe w øadnej chwili ≥πczna liczba jednostek
zasobu uøytych do wykonania trwajπcych w niej zadaÒ nie
przekracza limitu L.

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Uk≥adanie harmonogramów

tasks_starts(Tasks, [S1,S2,S3]) :-
Tasks = [task(S1,3,_,1,_), task(S2,2,_,1,_),

task(S3,2,_,1,_)].

?- tasks_starts(Tasks, Starts), Starts ins 0..10,
cumulative(Tasks, [limit(2)]), label(Starts).

Tasks = [task(0,3,3,1, _G36), task(0,2,2,1, _G45), ...],
Starts = [0, 0, 2] .
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Uk≥adanie harmonogramów

Example (Harmonogram zadaÒ)
Czasy trwania zadaÒ i wymagane przez nie jednostki zasobu:

tasks([ %D R
[2, 1],
[3, 2],
[4, 2],
[3, 3],
[3, 1],
[3, 4],
[5, 2]]).

Liczba dostÍpnych jednostek zasobu:

resources(5).



Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Uk≥adanie harmonogramów

Example (Harmonogram zadaÒ cd.)

schedule(H, Ss, MS) :-
tasks(L),
resources(R),
MS in 0..H,
mt(L, H, T, Ss, MS),
cumulative(T, [limit(R)]),
once(labeling([min(MS), ff], [MS | Ss])).

mt([], _, [], [], _).
mt([[D, R] | L1], H, [task(S, D, E, R, _) | L2],

[S | L3], MakeSpan) :-
S in 0..H,
E #= S + D, MS #>= E,
mt(L1, H, L2, L3, MS).
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Uk≥adanie harmonogramów

Example (Harmonogram zadaÒ cd.)
Przyk≥adowe zapytanie:

?- schedule(20, S, MS).
S = [3, 8, 0, 8, 0, 5, 0],
MS = 11.
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Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Ograniczenia teoriografowe i geometryczne

circuit(+Vars)

Dana jest lista n zmiennych o dziedzinach bÍdπcych zakresami od
1 do n. Jeúli wartoúciπ i-tej zmiennej jest k, to oznacza, øe istnieje
≥uk od wÍz≥a i do wÍz≥a k. Ograniczenie gwarantuje, øe wszystkie
≥uki tworzπ cykl Hamiltona (cykl przechodzπcy przez wszystkie n

wÍz≥ów i przez kaødy wÍze≥ dok≥adnie jeden raz). Innymi s≥owy,
permutacja Vars ma dok≥adnie jeden cykl.

?- length(X, 4), circuit(X), label(X).
X = [2, 3, 4, 1] ;
X = [2, 4, 1, 3] ;
X = [3, 1, 4, 2] ;
X = [3, 4, 2, 1] ;
X = [4, 1, 2, 3] ;
X = [4, 3, 1, 2] ;
false.
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Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Ograniczenia teoriografowe i geometryczne

disjoint2(+Rectangles)

Dana lista prostokπtów, które reprezentowane sπ termami postaci
F (Xi , Wi , Yi , Hi), gdzie F jest dowolnym funktorem, (Xi , YI)
sπ wspó≥rzÍdnymi lewego dolnego rogu i-tego prostokπta a Wi i Hi
sπ jego, odpowiednio, szerokoúciπ i wysokoúciπ. Ograniczenie
gwarantuje, øe wszystkie prostokπty nie nachodzπ na siebie
(sπ roz≥πczne w 2D).
?- X1 in 0..3, X2 in 0..3, X3 in 0..4, X4 in 0..2,

Y1 in 0..1, Y2 in 0..3, Y3 in 0..3, Y4 in 0..4,
disjoint2([f(X1,3,Y1,4), f(X2,3,Y2,2),

f(X3,2,Y3,2), f(X4,4,Y4,1)]), % w 6x5
label([X1,X2,X3,X4,Y1,Y2,Y3,Y4]).

X1 = X4, X4 = Y1, Y1 = Y2, Y2 = 0,
X2 = X3, X3 = 3,
Y3 = 2,
Y4 = 4 ;
...
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Globalne ograniczenia kombinatoryczne
JÍzyki regularne

automaton(+Vars, +Nodes, +Arcs)

Definiuje ograniczenie w postaci automatu skoÒczonego o
zadanych wÍz≥ach reprezentujπcych stany i ≥ukach
odpowiadajπcych przejúciom miÍdzy stanami1
Automaty skoÒczone i rozstrzygane przez nie jÍzyki regularne
omawiane sπ na obowiπzkowym kursie JÍzyki Formalne i

Techniki Translacji.

1
Istnieje teø wersja oúmioargumentowa z licznikami.

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
JÍzyki regularne

Example (Odcinek)
Zdefiniujemy ograniczenie dopuszczajπce na liúcie tylko wartoúci
zero-jedynkowe a dodatkowo, jedynki tworzπ zwarty odcinek
d≥ugoúci 8 (jak w zadaniu 3. z listy 8.).
Wyraøenie regularne opisujπce s≥owa spe≥niajπce ten warunek jest
postaci 0ú180ú. Odpowiada mu nastÍpujπcy automat skoÒczony:

q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q8q7

0 0

1 1 1 1 1 1 1 1start



Globalne ograniczenia kombinatoryczne
JÍzyki regularne

Example (Odcinek cd.)
Predykat odcinek(X) definiuje taki automat:

odcinek(X) :-
automaton(X, [source(q0), sink(q8)],

[arc(q0, 0, q0),
arc(q0, 1, q1), arc(q1, 1, q2),
arc(q2, 1, q3), arc(q3, 1, q4),
arc(q4, 1, q5), arc(q5, 1, q6),
arc(q6, 1, q7), arc(q7, 1, q8),
arc(q8, 0, q8)]).

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
JÍzyki regularne

Example (Odcinek cd.)
Przyk≥ad uøycia:

?- length(X, 16), odcinek(X), label(X), writeln(X), fail.
[0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1]
[0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0]
[0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0]
[0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0]
[0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0]
[0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0]
[0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0]
[0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0]
[1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0]
false.

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Sterowanie etykietowaniem

labeling(+Options, +Vars)

I CzÍsto konieczne jest dobranie odpowiednich strategii
sterowania etykietowaniem.

I Opcje predykatu labeling/2 moøna podzieliÊ na cztery
kategorie:
I wybór zmiennej jaka jest kolejnoúÊ etykietowanych

zmiennych?
I porzπdek wartoúci jaka jest kolejnoúÊ podstawianych?

wartoúci
I strategia podzia≥u w jaki sposób odbywa siÍ podzia≥

problemu na podproblemy?
I optymalizacja jakie jest kryterium optymalizacji?

I Z kaødej kategorii moøe wystπpiÊ na liúcie Options co
najwyøej jedna opcja.

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Sterowanie etykietowaniem

I Wybór zmiennej:
leftmost w kolejnoúci na liúcie (domyúlne)

� w kolejnoúci rosnπcego rozmiaru dziedziny
�c jak w przypadku � a gdy dziedziny równoliczne,

to najpierw zmienna wystÍpujπca w wiÍkszej
liczbie ograniczeÒ

min w kolejnoúci rosnπcego kresu dolnego dziedziny
max w kolejnoúci malejπcego kresu górnego dziedziny

?- freeze(X, writeln(x)), freeze(Y, writeln(y)),
X in 1..20, Y in 5..25, labeling([min], [X, Y]).

x
y
X = 1, Y = 5 .
?- freeze(X, writeln(x)), freeze(Y, writeln(y)),

X in 1..20, Y in 5..25, labeling([max], [X, Y]).
y
x
X = 1, Y = 5 .



Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Sterowanie etykietowaniem

I Porzπdek wartoúci:
up porzπdek rosnπcy (domyúlne)

down porzπdek malejπcy

?- length(X, 1), X ins 1..3, labeling([up], X).
X = [1] ;
X = [2] ;
X = [3].
?- length(X, 1), X ins 1..3, labeling([down], X).
X = [3] ;
X = [2] ;
X = [1].

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Sterowanie etykietowaniem

I Strategia podzia≥u:
step dla kaødej zmiennej X dokonuje siÍ wybór

miÍdzy X = V a X #\= V, gdzie V jest
wybranπ wartoúciπ (domyúlne)

enum dla kaødej zmiennej dokonuje siÍ kolejno wybór
X = V1, X = V2, . . . gdzie V1, V2, . . . jest
wybranym porzπdkiem wartoúci z dziedziny

bisect dla kaødej zmiennej X dokonuje siÍ wybór
miÍdzy X #=< M a X #> M, gdzie M jest
wartoúciπ úrodkowπ w dziedzinie zmiennej X
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Sterowanie etykietowaniem

I Optymalizacja:
min(Expr) generowanie rozwiπzaÒ w kolejnoúci rosnπcej

wartoúci Expr
max(Expr) generowanie rozwiπzaÒ w kolejnoúci malejπcej

wartoúci Expr

Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Sterowanie etykietowaniem

Example (Niebijπce siÍ hetmany)
Predykat hetmany(N, P) narzuca na permutacjÍ z≥oøonπ z liczb
od 1 do N warunek, øe N hetmanów ustawionych na szachownicy
N ◊ N nie bÍdzie siÍ bi≥o nawzajem.

hetmany(N, P) :-
length(P, N), P ins 1..N,
all_distinct(P), bezpieczna(P).

bezpieczna([]).
bezpieczna([I | L]) :-

bezpieczna(L, I, 1), bezpieczna(L).

bezpieczna([], _, _).
bezpieczna([J | L], I, K) :-

abs(I-J) #\= K, K1 is K+1, bezpieczna(L, I, K1).



Globalne ograniczenia kombinatoryczne
Sterowanie etykietowaniem

Example (Niebijπce siÍ hetmany cd.)
Porównanie czasów etykietowania:

?- hetmany(20, X), time(labeling([], X)).
% 155,159,652 inferences, 14.292 CPU in 14.353 seconds (100% CPU, 10856438 Lips)
X = [1, 3, 5, 2, 4, 13, 15, 12, 18|...] .

?- hetmany(20, X), time(labeling([ff], X)).
% 318,400 inferences, 0.033 CPU in 0.034 seconds (96% CPU, 9754603 Lips)
X = [1, 3, 5, 14, 17, 4, 16, 7, 12|...] .

Uzyskano 433-krotne przyspieszenie czasu znalezienia rozwiπzania.


