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Przyk≥ady programów
Analiza pseudokodu

I AnalizowaÊ bÍdziemy poprawnoúÊ programów w pseudokodzie
podobnym do jÍzyka Ada (bez pustej instrukcji null).

I Analiza opiera siÍ na nastÍpujπcym za≥oøeniu:
Jeúli program jest niepoprawny, to jego z≥e dzia≥anie
moøna zaobserwowaÊ juø dla najprostszych danych.

I Przez „proste dane” rozumiemy takie dane, przy których
program wykonuje siÍ po stosunkowo krótkich úcieøkach
wykonania.

I åcieøka wykonania, to ciπg instrukcji zmieniajπcych stan
obliczeÒ1 jakie wykonywane sπ podczas dzia≥ania programu.

1Instrukcji podstawienia.
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Example (Sumowanie od 1 do n)

sum := 0; i := 0;
while i <= n loop

sum := sum + i; i := i + 1;
end loop;

Coraz d≥uøsze úcieøki wykonania:
sum:=0; i:=0;
sum:=0; i:=0; sum:=sum+i; i:=i+1;
sum:=0; i:=0; sum:=sum+i; i:=i+1; sum:=sum+i; i:=i+1;
sum:=0; i:=0; sum:=sum+i; i:=i+1; sum:=sum+i; i:=i+1; sum:=sum+i; i:=i+1;
...

Powyøsze úcieøki zapisaÊ moøemy w postaci wyraøenia regularnego:

sum := 0; i := 0; (sum := sum + i; i := i + 1;)*
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I Analiza programu opiera siÍ na logice Hoare’a i pojÍciu
najs≥abszego warunku wstÍpnego.

I Najs≥abszym warunkiem wstÍpnym (ang. weakest
precondition) wp(P, C) dla programu P i warunku koÒcowego
C , jest taki warunek, øe jeúli dane go spe≥niajπ, to po
wykonaniu programu P bÍdzie spe≥niony warunek koÒcowy C .

I Logika Hoare’a mówi nam miÍdzy innymi, øe

wp(x := e, C) = C [x/e], (operacja substytucji)
wp(S1; S2, C) = wp(S1, wp(S2, C))
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Example (Niepoprawny SWAP)
wp(x := y ; y := x , x = a · y = b) =
wp(x := y , wp(y := x , x = a · y = b)) =
wp(x := y , x = a · x = b) =
y = a · y = b

Dla a ”= b powyøszy warunek jest sprzeczny, czyli nie ma takich
danych aby po wykonaniu sekwencji dwóch podstawieÒ zachodzi≥
warunek koÒcowy x = a · y = b.
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Example (Poprawny SWAP)
wp(t := x ; x := y ; y := t, x = a · y = b) =
wp(t := x , wp(x := y , wp(y := t, x = a · y = b))) =
wp(t := x , wp(x := y , x = a · t = b)) =
wp(t := x , y = a · t = b) =
y = a · x = b

Zatem, jeúli poczπtkowo x = b · y = a (dla dowolnych wartoúci a i
b), to po wykonaniu ciπgu podstawieÒ t := x; x := y; y := t
bÍdzie spe≥niony warunek koÒcowy x = a · y = b.
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I Generujπc úcieøki dodatkowo bÍdziemy umieszczaÊ na nich
asercje zawierajπce warunki jakie musia≥y byÊ spe≥nione aby
program poszed≥ takπ úcieøkπ:

1. Jeúli program wszed≥ do wnÍtrza pÍtli while C loop S end
loop, to do≥πczona jest asercja C .

2. Jeúli program opuúci≥ pÍtlÍ while C loop S end loop, to
do≥πczona jest asercja ¬C .

3. Jeúli program wszed≥ do czÍúci then instrukcji if C then S1
else S2 end if, to do≥πczana jest asercja C .

4. Jeúli program wszed≥ do czÍúci else instrukcji if C then S1
else S2 end if, to do≥πczana jest asercja ¬C .
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Example (Jednokrotne wykonanie pÍtli)

sum := 0; i := 0;
while i <= n loop

sum := sum + i; i := i + 1;
end loop;

åcieøka przy jednokrotnym wykonaniu pÍtli:

sum := 0;
i := 0;

assert(i =< n); // wchodzimy do pÍtli
sum := sum + i;
i := i + 1;

assert(i > n). // opuszczamy pÍtlÍ
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Konstrukcja najs≥abszego warunku wstÍpnego dla danej úcieøki:
% constraint(+Path, -Condition)
%
constraint([], true).
constraint([X := E | P], C) :-

constraint(P, C1),
substitute(C1, X, E, C).

constraint([assert(C) | P], and(C, C1)) :-
constraint(P, C1).

Konstrukcja najs≥abszego warunku wstÍpnego dla úcieøki PATH,
warunku poczπtkowego PRE i warunku koÒcowego POST:
append([assert(PRE) | PATH], [assert(not(POST))], NEW_PATH),
constraint(NEW_PATH, CONDITION)

Jeúli istniejπ dane spe≥niajπce tak skonstruowany warunek, to
program nie jest poprawny (dane spe≥niajπ warunek poczπtkowy
ale po wykonaniu programu nie jest spe≥niony warunek koÒcowy).
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Poszukiwanie kontrprzyk≥adu:

analyze(FileName, Initial_State) :-
file_parser(FileName, PRE, BLOCK, POST),
length(PATH, _),
path(BLOCK, PATH), % generowanie coraz d≥uøszych úcieøek
append([assert(PRE) | PATH], [assert(not(POST))], PATH1),
constraint(PATH1, CONDITION),
solve(CONDITION, Initial_State).
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Example (Niepoprawne sumowanie)
Program w pseudokodzie:

pre (n >= 0); n = 1
sum := 0; i := 0; sum = 0, i = 0
while i < n loop 0 < 1

sum := sum + i; i := i + 1; sum = 0, i = 1
end loop; not 1 < 1
post sum = (n*(n + 1)) div 2; not sum = 1

?- analyze(’sumowanie.pc’, X).
X = [n = 1]

Naleøy poprawiÊ warunek sterujπcy pÍtlπ na i<=n.
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I £amig≥ówka TANTRIX
Discovery (odkrywanka) polega
na uk≥adaniu kolorowych cykli z
szeúciokπtnych p≥ytek.

I Kaøda p≥ytka zawiera trzy
róønokolorowe ≥uki ≥πczπce jej
brzegi.

I Kolory ≥uków na stykajπcych
siÍ brzegach muszπ byÊ zgodne.

I Utworzona pÍtla nie moøe
zwieraÊ pustych miejsc w swoim
wnÍtrzu.
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I W zabawie korzysta siÍ z pierwszych 30-tu p≥ytek ≥amig≥ówki
TANTRIX o numerach od 1 do 30.

I Kaøda p≥ytka ma na odwrotnej stronie numer w jednym z
trzech kolorów: øó≥tym, czerwonym lub niebieskim.

I Dla danego n œ {3, 4, . . . , 30} uøywamy n p≥ytek o numerach
od 1 do n i uk≥adamy z nich cykl koloru takiego jak kolor
numeru n-tej p≥ytki.

I Reprezentacja p≥ytki:

[yellow, blue, yellow, red, blue, red]

[A, B, C, D, E, F]

A

B

C

D

E

F
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Pierwszych dziesiÍÊ p≥ytek:

tile( 1, [blue,red,blue,red,yellow,yellow], yellow).
tile( 2, [blue,red,red,blue,yellow,yellow], yellow).
tile( 3, [blue,blue,yellow,yellow,red,red], yellow).
tile( 4, [blue,red,yellow,blue,yellow,red], red).
tile( 5, [red,blue,blue,red,yellow,yellow], red).
tile( 6, [yellow,blue,red,yellow,red,blue], blue).
tile( 7, [yellow,red,yellow,red,blue,blue], blue).
tile( 8, [red,yellow,red,yellow,blue,blue], blue).
tile( 9, [red,blue,yellow,red,yellow,blue], yellow).
tile(10, [red,blue,red,blue,yellow,yellow], red).
...

Dla n = 30, przestrzeÒ rozwiπzaÒ ma 30! · 630 ¥ 5.86 · 1056

elementów.
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Example (Program w SWI-Prologu)
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Z poniøszych p≥ytek bÍdziemy uk≥adaÊ wÍz≥y celtyckie:

Przyk≥ad poprawnego wÍz≥a:
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I Celem jest wype≥nienie p≥ytkami (moøliwe obroty) planszy
5 ◊ 5, tak aby p≥ytki pasowa≥y do siebie na stykajπcych
siÍ krawÍdziach.

I Moøliwe sπ dwa przypadki:
1. WÍze≥ nie przechodzi przez krawÍdü p≥ytki (kod = 0).
2. WÍze≥ dwukrotnie przechodzi przez krawÍdü p≥ytki: raz do≥em i

raz górπ (kod = 1).
I Z kaødym z 25 pól kwadratu 5 ◊ 5 zwiπzane sπ cztery

zmienne (po jednej na kaødπ krawÍdü):

[Nij , Eij , Sij , Wij ] ins 0..1

I Na wszystkie 100 zmiennych zero-jedynkowych narzucone
sπ wiÍzy:

1. RównoúÊ zmiennych na stykajπcych siÍ krawÍdziach.
2. Odpowiednie rodzaje p≥ytek.
3. Odpowiednie obroty p≥ytek.
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I Znalezione wartoúci wszystkich zmiennych
reprezentujπ rozwiπzanie (przeszukiwana przestrzeÒ ma
2100 ¥ 1.27 · 1030 elementów).

Example (Program w SICStus Prologu)

a) dowolny b) osiowa c) osiowa i úrodkowa
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Problem
Czy moøna podzieliÊ prostokπt na n parami róønych kwadratów?
I W sformu≥owaniu brakuje informacji o rozmiarze prostokπta i

rozmiarach kwadratów.
I Czy mimo to da siÍ rozwiπzaÊ powyøszy problem?
I MiÍdzy innymi do rozwiπzywania tak sformu≥owanych

problemów stworzono Prolog.
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I Do narzucania ograniczeÒ na zmienne uøyjemy modu≥u clpq
(ograniczenia na zmiennych o wartoúciach wymiernych).

I Ograniczenia umieszcza siÍ miÍdzy nawiasami klamrowymi.
I Liczby wymierne wyraøone sπ jako u≥amki, których liczniki i

mianowniki sπ dowolnie duøymi liczbami ca≥kowitymi
(biblioteka GMP: GNU Multiple Precision Arithmetic Library).

I Istnieje teø szybciej dzia≥ajπcy modu≥ clpr z ograniczeniami na
zmiennych o wartoúciach zmiennopozycyjnych ale zaleøy nam
na rozwiπzaniu dok≥adnym (typ zmiennopozycyjny tego nie
gwarantuje).
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Example
Liczby zmiennopozycyjne:

?- use_module(library(clpr)).
?- {3 * X =< 1}, maximize(X).
X = 0.3333333333333333 .

Liczby wymierne:

?- use_module(library(clpq)).
?- {3 * X =< 1}, maximize(X).
X = 1r3.

Przyk≥ady programów
Podzia≥ prostokπta na kwadraty

Wype≥nianie profilu kwadratami:

a) pusty profil b) profil częściowo wypełniony
przed dodaniem

kolejnego kwadratu

c) profil częściowo wypełniony
po dodaniu 

kolejnego kwadratu

d) profil wypełniony

B = 1

A ≥ 1

Uwaga: wszystkie rozmiary sπ zmiennymi z narzuconymi na nie
ograniczeniami. Dodanie kolejnego kwadratu do≥πcza kolejne
ograniczenia. W chwili wype≥nienia ca≥ego profilu uk≥ad wszystkich
ograniczeÒ zostanie rozwiπzany i poznamy rozmiary prostokπta i
kwadratów. Jeúli podczas dodawania kwadratu zostanie wykryta
sprzecznoúÊ zbioru ograniczeÒ, to program wycofa siÍ ze
wstawiania w to miejsce i spróbuje w inne (uk≥ad moøe
byÊ sprzeczny chociaø nie sπ jeszcze ustalone wartoúci zmiennych).
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Example (Program w SWI-Prologu)
Wszystkie rozwiπzania dla n = 9 znalezione modu≥em clpq:
?- length(X, 9), filled_rectangle(A, X).
X = [15r32, 9r16, 1r4, 7r32, 1r8, 7r16, 1r32, 5r16, 9r32],
A = 33r32 ;
X = [33r61, 36r61, 28r61, 5r61, 2r61, 9r61, 25r61, 7r61, 16r61],
A = 69r61 ;
X = [9r16, 15r32, 7r32, 1r4, 7r16, 1r8, 5r16, 1r32, 9r32],
A = 33r32 ;
X = [36r61, 33r61, 5r61, 28r61, 25r61, 9r61, 2r61, 7r61, 16r61],
A = 69r61 ;
X = [9r32, 5r16, 7r16, 1r4, 1r32, 7r32, 1r8, 9r16, 15r32],
A = 33r32 ;
X = [28r61, 16r61, 25r61, 7r61, 9r61, 5r61, 2r61, 36r61, 33r61],
A = 69r61 ;
X = [25r61, 16r61, 28r61, 9r61, 7r61, 2r61, 5r61, 36r61, 33r61],
A = 69r61 ;
X = [7r16, 5r16, 9r32, 1r32, 1r4, 1r8, 7r32, 9r16, 15r32],
A = 33r32 ;
false.
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Example (Program w SWI-Prologu cd.)
PrawdÍ mówiπc, nawet n nie musi byÊ zadane:

?- length(X, N), filled_rectangle(A, X).
X = [1],
N = A, A = 1 ;
X = [15r32, 9r16, 1r4, 7r32, 1r8, 7r16, 1r32, 5r16, 9r32],
N = 9,
A = 33r32 .

Jak widaÊ, najmniejsze nietrywialne rozwiπzanie wymaga 9-ciu
kwadratów.
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Example (Program w SWI-Prologu cd.)
Najmniejsze nietrywialne rozwiπzanie po 32-krotnym powiÍkszeniu:

üród≥o: Colmerauer A.: An Introduction to Prolog III,
Communications of the ACM, 33(7), 69-90, 1990.


