Analiza Algorytmow 2021/2022
(zadania na laboratorium)

Wybér lidera - przed 16 11l 2022

Zadanie 1 — Przejrzyj materiaty do wyktadu i zaimplementuj symulator umozliwiajgcy prze-
testowanie algorytmu wyboru lidera dla znanej liczby weztéw n (scenariusz drugi) oraz dla
Znanego ograniczenie gornego u na liczbe weztéw n (scenariusz trzeci). Mozesz wykorzy-
stac¢ dowolny jezyk programowania.

Zadanie 2 — Niech zmienna losowa L oznacza licze slotow od rozpoczecia algorytmu do
czasu wyboru lidera. Wykorzystaj symulator z poprzedniego zadania, aby narysowac roz-
ktad empiryczny (histogram) zmiennej losowej L dla obu rozwazanych scenariuszy. Dla
scenariusza ze znanym ograniczeniem w rozwaz trzy przypadki: n =2, n=u/2, n=u.
Uzasadnij wyniki. (10p)

Zadanie 3 — Dla scenariusza ze znang liczbg weztow n wykorzystaj symulator do oszaco-
wania wartosci E[L] oraz Var[L]. Sprawdz, czy wyniki sg zgodne z wynikami teoretycznymi.
(10p)

Zadanie 4 — Rozwazmy scenariusz ze znanym ograniczeniem u. Zgodnie z notacjg wpro-
wadzong w materiatach do wyktadu przez Sr,,, oznaczamy zdarzenie, ze w jednej rundzie
algorytmu dtugosci L = [log, u| udato sie wybrac lidera, jesli w systemie jest n weztow. Za-
proponuj odpowiednie doswiadczenie i za pomocg symulacji potwierdz poprawnos¢ Twier-
dzenia 1z materiatéw do wyktadu: Pr[Sr, ] > A ~ 0.579 . (10p)


https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/lider.pdf

Analiza strumieni danych

MinCount - przed 30 11l 2022

Zadanie 5 — Przeczytaj notatki do wyktadu dotyczgce problemu przyblizonego zliczania.
Nastepnie zaimplementuj algorytm MinCount(k, h, M) i przetestuj jego dziatanie:

a) Rozwaz multizbiory M,, = (S,, m) takie, ze |S,| = ndlan = 1,2, ...,10* oraz wszyst-
kie zbiory S,, sg roztgczne. Czy zmiana funkcji m ma wptyw na wartos¢ estymacji n
uzyskiwanej w algorytmie?

b) Dla k = 2,3,10,100,400 i multizbioréw z punktu a) narysuj wykres majgcy na osi
poziomej wartosci n a na osi pionowej stosunek 7/n.

c) Eksperymentalnie dobierz wartosc¢ k tak by w 95% przypadkow |% — 1] < 10%.
(10p)

Zadanie 6 — Dla kilku roznych funkcji haszujgcych b : S — {0, 1}B i réznych wartosci pa-
rametru B przetestuj dziatanie algorytmu MinCount(k, h, M). Postaraj sie znalez¢ funkcje
haszujgca h dla ktorej wyniki algorytmu sg istotnie gorsze i wyjasnij z czego moze wynikac
utrata doktadnosci. Co poza wartoscig parametru B moze mie¢ znaczenie? (10p)

Zadanie 7 — Twoim zadaniem jest poréwnanie teoretycznych wynikoéw dotyczacych kon-
centracji estymatora i wykorzystanego w algorytmie MinCount(k, h, M) uzyskanych przez
a) nierownos¢ Czebyszewa oraz b) nierownosc¢ Chernoffa, z wynikami symulacji.

Dlan = 1,2,...10%, k = 400 i a = 5%, 1%, 0.5% przedstaw na wykresie wartosci 7/n
(uzyskane w wyniku eksperymentéw) oraz wartosci1 — § i 1 + 4 takie, ze

Pril-6<2<1+46|>1-a. (10p)
n

HyperLogLog - przed 6 IV 2022

Zadanie 8 — Zaimplementuj algorytm HyperLoglLog z korektami i przetestuj jego dziata-
nie dla réznych wartosci parametru m (liczba rejestrow) oraz réznych funkcji haszujgcych
- stwdrz wykresy analogiczne do tych z zadania 5. Poréwnaj doktadnos¢ estymaciji algo-
rytmow MinCount oraz HyperLoglLog, gdy oba majg do dyspozycji takg samg ilo$¢ pamieci
(mozesz zatozy¢, ze potrzeba 5 bitdw na rejestr w HyperLoglog oraz 32 bity na wartos¢
hasza w MinCount). (10p)


https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/counting.pdf
http://algo.inria.fr/flajolet/Publications/FlFuGaMe07.pdf

Blockchain (do 10 v)

Zadanie 9 — Przeczytaj notatki do wyktadu. Niech 0 < ¢ < 1/2 oznacza prawdopodobien-
stwo wydobycia kolejnego bloku przez adwersarza odpowiadajgce czesci mocy obliczenio-
wej bedacej w jego posiadaniu. Niech n oznacza liczbe potwierdzen (nadbudowanych blo-
kéw) potrzebnych by uzna¢ transakcje za potwierdzong. Niech P(n,q) oznacza prawdo-
podobienstwo, ze adwersarz 0 mocy ¢ bedzie dysponowat tancuchem blokéw réwnym lub
dtuzszym niz ten budowany przez uczciwych uzytkownikéw w momencie, gdy nadbudowali
oni blok zawierajgcy rozwazang transakcje n blokami lub kiedykolwiek pdzniej.

a) Poréwnaj formuty na P(n, q) uzyskane przez Nakamato i Grunspana. W szczegdlnosci:
— ustaln = 1,3,6,12,24,48 i przedstaw wykresy P(n, q¢) w zaleznosci od wartosci g,

— ustal dopuszczalne prawd.sukcesu adwersarza P(n, q) = 0.1%, 1%, 10% i narysuj
wykresy przedstawiajgce jak nalezy dobrac¢ wartos¢ n w zaleznosci od wartosci q.

b) Zaimplementuj symulator ataku ,double spending”, ktéry umozliwi eksperymentalne
przyblizenie prawdopodobienstwa zdarzenia P(n,q) w zaleznosci od wartosci n i q.

Wskazowka: zaprojektuj eksperyment i powtdrz go wielokrotnie (Metoda Monte Carlo).
Starannie i doktadnie opisz idee dziatania i kod symulatora.

c) Porownaj wyniki symulatora do wynikéw analitycznych (wykresy). Jesli pojawig sie
rozbieznosci postaraj sie je wyjasnic.

(20p)


https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/AA/AA_plosowe_blockchain.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Monte_Carlo_method

Samostabilizacja (termin: 24 v)

Zadanie 10 — Zaimplementuj symulator algorytmu Mutual Exclusion Dijkstry (strona 17).
Dla ustalonego n 0znaczajgcego liczbe proceséw w pierscieniu, zweryfikuj, ze startujgc z
dowolnej konfiguracji poczatkowej algorytm przejdzie do legalnej konfiguracji. Jesli z pew-
nej konfiguracji mozna przejs¢ do kilku mozliwych konfiguracji w zaleznosci od tego, ktory
proces wykona krok jako pierwszy, kazde wykonanie powinno zostac¢ zweryfikowane. Jaka
jest najwieksza liczba krokdw do czasu osiggniecia legalnej konfiguracji dla ustalonego n?
Dla jakich wartosci n mozesz uzyska¢ odpowiedz w sensownym czasie? Za zadanie mo-
zesz otrzymac 3 x N punktow, gdzie N oznacza najwiekszg wartosc n, dla ktorej uda Ci sie
zweryfikowac algorytm.

Zadanie 11 — Rozwazmy graf G = (V, E). Dwa wierzchotki v,w € V nazywamy niezalez-
nymi, jesli {v,w} ¢ E. Podzbior S C V wierzchotkow nazywamy niezaleznym, jesli wszyst-
kie jego elementy sg parami niezalezne. Wzorujgc sie na algorytmie Maximal Machting po-
danym na wyktadzie zaprojektuj, zaimplementuj i przetestuj samo-stabilizujgcy algorytm
znajdujacy maksymalny zbior niezalezny (ang. Maximal Independent Set) w nieskierowa-
nym grafie spéjnym. Podaj przekonywujgce uzasadnienie poprawnosci algorytmu (formalny
dowdd - zadanie na ¢wiczenia). Algorytmy znajdowania maksymalnego zbioru niezalez-
nego majg wiele zastosowan, mozesz np. myslec o problemie przydziatu czestotliwosci w

sieciach bezprzewodowych. (15p)



https://ki.pwr.edu.pl/lemiesz/info/SelfS.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Maximal_independent_set

Lancuchy Markowa (termin: 8 vi)

Zadanie 12 — Dla danego grafu skierowanego G o n wierzchotkach definiujemy macierz
Google

1
Mg = (1—04)PG+aﬁJna Q)

gdzie P to stochastyczna macierz n x n opisujgca prawdopodobienstwa przejscia® mie-
dzy wierzchotkami grafu G, J,, to macierz n x n ztozona z samych jedynek, a € [0,1] to
wspotczynnik ttumienia. Ponizszy graf przedstawia schemat potgczen miedzy szescioma
stronami internetowymi. Wyznacz rozktady stacjonarne dla tancucha Markowa zwigzanego
z macierzg Mg dla @ = 0,0.15,0.5,1. Co sie zmieni jesli zlikwidujemy potgczenie miedzy
stanem 2 i 3? Jaki jest cel wprowadzania macierzy a%Jn? Dlaczego « nazywa sie czasem
wspotczynnikiem znudzenia? (10p)

Zadanie 13 — Rozwaz taricuch Markowa o zbiorze stanow {0, 1,2, 3} i macierzy przejscia

0 3/10 1/10 3/5
1/10 1/10 7/10 1/10
1/10 7/10 1/10 1/10
9/10 1/10 0 0

P =

a) Znajdz rozktad stacjonarny # = (g, 71, 2, w3) dla tego faricucha Markowa.

b) Znajdz prawdopodobienstwo znalezienia sie w stanie 3 po 32 krokach, jesli zaczynamy
w stanie 0.

c) Znajdz prawdopodobienstwo znalezienia sie w stanie 3 po 128 krokach, jesli tancuch
zaczyna sie w stanie wybranym losowo w sposob jednostajny ze wszystkich czterech
stanow.

d) Przypusémy, ze zaczynamy w stanie 0. Jaka jest najmniejsza wartos¢ liczby krokow t,
dla ktorej
max [P, — 7| < ¢
S b

dlae = 1/10,1/100,1/1000. Kiedy przydaje sie mozliwos¢ tego rodzaju aproksymacji
rozktadu stacjonarnego? (10p)

“Przyjmujemy, ze dla danego wierzchotka prawdopodobieristwo przejécia do kazdego z jego sgsiadow w
grafie skierowanym jest takie samo. Dodatkowo zaktadamy, ze jesli wierzchotek nie ma krawedzi wychodzacych,
to przechodzi do kazdego wierzchotka w grafie z takim samym prawdopodobienstwem 1/n.



Zadanie 14 — Przyjmijmy, ze mamy tancuch Markowa opisany macierzg M zdefiniowang
w formule (1), gdzie macierz sgsiedztwa skierowanego grafu G ma postac

01100
000710
Ne=|0 1011
10000
00000

oraz,zemy = (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) jest rozktadem w chwili 0 na stanach tancucha. Sprawdz
jakijest rozktad w kolejnych 25 krokach (7; dlai = 1,2, ...,25)dlaa = 0,0.25,0.5,0.75,0.85, 1.
Jak wartos¢ parametru a wptywa na czas zbiegania do rozktadu stacjonarnego? Czy war-
tos¢ parametru o ma wptyw na kolejnos¢ stron w rankingu PageRank? Narysuj stosowne
wykresy. (10p)

Teoria kolejek (termin: 22 vi)

Zadanie 15 — Zaimplementuj symulator prostej kolejki z czasem dyskretnym i bez ograni-
czenia rozmiaru (model z wyktadu) dla réznych wartosci parametréw X i p, takich, ze A > p,
A < poraz A = u. Dla duzej liczby krokow sprawdz, jak czesto tancuch przebywa w danym
stanie i jaka jest srednia liczba krokéw do chwili powrotu do danego stanu. Porownaj swoje
wyniki z wynikami teoretycznymi. Zaproponuj jak mogtby wygladac¢ tancuch w modelu z
ograniczonym rozmiarem kolejki i przeprowadz analogiczng analize. (10p)

Zadanie 16 — Zaimplementuj symulator opisany w Zadaniu 8.26 w tej ksigzce i wykonaj
opisane w tym zdaniu polecenia. Jaki zwigzek ma to zdanie z formutg Pollaczka-Khinchina.

(10p)



https://utexas.instructure.com/files/44880730/download?download_frd=1
https://en.wikipedia.org/wiki/Pollaczek%E2%80%93Khinchine_formula

