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Rozgrzewka

Niech k, n ∈ N oraz x, y ∈ R. Przez [n] oznaczamy zbiór {1, 2, 3, . . . , n}, przez P (A) oznaczamy zbiór
pot¦gowy zbioru A.

� silnia dolna: xk = x(x− 1) . . . (x− k + 1), x0 = 1

� silnia górna: xk = x(x+ 1) . . . (x+ k − 1), x0 = 1

� symbol Newtona:
(
x
k

)
= xk

k!

� dwumian Newtona: (x+ y)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k

Zad. 1 � Na ile sposobów mo»na ustawi¢ 8 osób w szeregu? A na ile w kóªku?

Zad. 2 � Na ile sposobów mo»na na szachownicy ustawi¢ 8 wie» tak, aby »adne dwie si¦ nie biªy, je±li
wie»e s¡ nierozró»nialne? A na ile, je±li s¡ rozró»nialne?

Zad. 3 � Przyjmijy, »e kod PIN mo»e by¢ dowolnym ukªadem czterech cyfr. Ile jest PIN-ów, w których
jaka± cyfra si¦ powtarza?

Zad. 4 � Rozwa»my wszystkie ci¡gi dªugo±ci n o wyrazach P , I, K, A, C, H, U . Ile jest wszystkich
takich ci¡gów? Ile takich, w których »adna litera nie wyst¦puje 2 razy pod rz¡d? Ile takich, »e w±ród
ka»dych kolejnych 7 wyrazów wyst¦puje wszystkie siedem liter?

Zad. 5 � Znajd¹ liczb¦ dzielników liczby 6000.

Zad. 6 � Na pªaszczy¹nie jest 12 punktów. Ile trójk¡tów wyznaczaj¡ te punkty, je±li »adne trzy nie s¡
wspóªliniowe? A ile, je±li 5 punktów le»y na jedenj prostej, a poza tym »adne trzy nie s¡ wspóªliniowe?

Zad. 7 � Na ile sposobów mo»na przej±¢ po kracie 5× 8 poruszaj¡c si¦ tylko w gór¦ lub w prawo?

Zad. 8 � Wyznacz moc zbioru {k ∈ [1000] : 2|k ∨ 5|k ∨ 7|k}.

Zad. 9 � Ile razy wykonywana jest operacja OP wewn¡trz poni»szej p¦tli?
for i=1 to n do

for j=i to n do

OP(i,j)

Zad. 10 � Oblicz nn, 1n, (−1)k,
(−1

k

)
,
(−1/2

k

)
.

Zad. 11 � Ile jest funkcji cz¦±ciowych ze zbioru n elementowego w zbiór m elementowy? (Funkcja
cz¦±ciowa z X w Y to funkcja f : X ′ → Y , gdzie X ′ ⊆ X.)

Zad. 12 � Wyznacz moc zbiorów {(A,B) ∈ P ([n])2 : A ⊆ B} oraz {(A,B,C) ∈ P ([n])3 : A ⊆ B ⊆ C}.

Zad. 13 � Niech Xi = [n] × {i} dla i ∈ [n]. Wyznacz moc zbioru Sn = {A ∈ P ([n] × [n]) :

(∀ i ∈ [n])(A ∩Xi 6= ∅)} . Oblicz limn→∞ |Sn|/2n
2

.



Wspóªczynniki dwumianowe

Zad. 1 � Znajd¹ wszystkie liczby naturalne a, b, c takie, »e
(
a
b

)(
b
c

)
= 2
(
a
c

)
.

Zad. 2 � Oblicz
(
101
0

)
+
(
101
1

)
+
(
101
2

)
+ . . .+

(
101
50

)
oraz

(
101
1

)
+
(
101
3

)
+
(
101
5

)
+ . . .+

(
101
101

)
.

Zad. 3 � Ile jest podzbiorów mocy parzystej zbioru n-elementowego?

Zad. 4 � Poka», »e iloczyn k kolejnych liczb naturalnych dzieli si¦ przez k!.

Zad. 5 � Niech j, k, n ∈ N. Przedstaw dowód kombinatoryczny oraz algebraiczny to»samo±ci(
n

k

)(
k

j

)
=

(
n

j

)(
n− j
k − j

)
.

Zad. 6 � Uogólnij rozwi¡zanie zadania 7 z poprzedniej listy na krat¦ k ×m. Wykorzystaj to zadanie
do udowodnienia to»samo±ci Pascala dla k, n ∈ N(

n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
.

Zad. 7 � Niech n ∈ N. Policz na dwa sposoby, ile jest mo»liwo±ci wyboru trzech rozdziaªów z ksi¡»ki
maj¡cej ich n+ 1, aby udowodni¢ to»samo±¢

n∑
k=2

(
k

2

)
=

(
n+ 1

3

)
.

Wyprowad¹ z niej wzór na sum¦ kwadratów. Uogólnij j¡ tak, by otrzyma¢ wzór na
(
n+1
m+1

)
, gdzie m ∈ N.

Zad. 8 � Znajd¹ zwart¡ posta¢ sum
∑n

k=0

(
n
k

)
1

k+1 oraz
∑n

k=0

(
n
k

) (−1)k
k+1 .

Zad. 9 � Znajd¹ zwart¡ posta¢ sumy
∑n

k=1

(
n
k

)
k2.

Zad. 10 � Wyznacz
∑n

k=0(−1)k
(
n
k

)2
.

Wskazówka: Skorzystaj z tego, »e (1− x2)n = (1− x)n(1 + x)n.

Zad. 11 � Zapisz za pomoc¡ jednego symbolu Newtona
∑n

k=0

(
n
k

)2
.

Zad. 12 � Zaªó»my, »e p jest liczb¡ pierwsz¡ oraz 0 < k < p.

1. Poka», »e p|
(
p
k

)
.

2. Poka», »e je±li p jest liczb¡ pierwsz¡ oraz a, b ∈ N, to (a+ b)p ≡ (ap + bp)( mod p).

3. Wyprowad¹ z poprzedniego podpunktu Maªe Twierdzenie Fermata.

Zad. 13 � Ile rozwi¡za« w zbiorze liczb caªkowitych nieujemnych ma równanie a1 +a2 + . . .+an = k?
A ile w zbiorze liczb caªkowitych dodatnich?

Zad. 14 � Znajd¹ liczb¦ czwórek (a1, a2, a3, a4) liczb caªkowitych nieujemnych, które speªniaj¡ waru-
nek a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤ n.

Zad. 15 � Ile jest rozmieszcze« uporz¡dkowanych k ró»nych elementów w n ró»nych pudeªkach (pu-
deªko mo»e by¢ puste, kolejno±¢ elementów w pudeªku ma znaczenie)?

Zad. 16 � Ile jest funkcji rosn¡cych f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , k}?



Wzór wª¡cze« i wyª¡cze« / Zasada szu�adkowa Dirichleta

� Wzór wª¡cze« i wyª¡cze«. Dla zbiorów sko«czonych A1, A2, . . . , An prawd¡ jest, »e

|A1∪A2∪. . .∪An| =
n∑

i=1

|Ai|−
∑

1≤i<j≤n

|Ai∩Aj |+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai∩Aj∩Ak|−. . .+(−1)n+1|A1∩A2∩. . .∩An|.

Zad. 1 � Policz, ile jest liczb pierwszych mniejszych od 100.

Zad. 2 � Niech n ≥ 1. Funkcja Eulera ϕ(n) liczy, ile jest liczb naturalnych w zbiorze [n] wzgl¦dnie
pierwszych z n. Poka», »e je±li n jest iloczynem trzech ró»nych liczb pierwszych n = pqr, to ϕ(n) =
n(1− 1

p )(1− 1
q )(1− 1

r ).

Zad. 3 � Znajd¹ liczb¦ ci¡gów dªugo±ci 2n takich, »e ka»da liczba i ∈ {1, 2, . . . , n} wyst¦puje dokªadnie
dwa razy, przy czym »adne dwa kolejne wyrazy nie s¡ równe.

Zad. 4 � Nieporz¡dkiem n-elementowego zbioru nazywamy bijekcj¦ f : [n]→ [n] tak¡, »e dla ka»dego
i ∈ [n] mamy f(i) 6= i. Wyznacz Dn - liczb¦ nieporz¡dków n-elementowego zbioru. Nast¦pnie oblicz
granic¦ limn→∞

Dn

n! .

Zad. 5 � Udowodnij, »e na Facebooku musz¡ istnie¢ dwie osoby, które maj¡ tak¡ sam¡ liczb¦ zna-
jomych (zakªadamy, »e relacja znajomo±ci jest symetryczna, oraz »e na Facebooku jest zarejestrowana
wi¦cej ni» jedna osoba).

Zad. 6 � Niech A b¦dzie ustalonym dziesi¦cioelementowym podzbiorem zbioru {1, 2, . . . , 50}. Udo-
wodnij, »e w zbiorze A istniej¡ dwa ró»ne pi¦cioelementowe podzbiory takie, »e sumy wszystkich elemen-
tów ka»dego z nich s¡ równe.

Zad. 7 � Niech a1, a2, . . . , an b¦d¡, niekoniecznie ró»nymi, liczbami caªkowitymi. Poka», »e suma
pewnych spo±ród nich jest wielokrotno±ci¡ liczby n.



Szacowanie sum, liczby harmoniczne, wzór Stirlinga

� n-ta liczba harmoniczna: Hn =
∑n

k=1
1
k , Hn = lnn + γ + O( 1

n ), γ ≈ 0.5772 - staªa Eulera-
Mascheroniego

� Funkcja dzeta Riemanna dla r ∈ C takich, »e Re(r) > 1: ζ(r) =
∑∞

k=1
1
kr .

� Wzór Stirlinga: n! ∼
√

2πn
(
n
e

)n
.

Zad. 1 � Wyznacz asymptotyczne tempo wzrostu funkcji f(n) =
∑n

k=1

√
k.

Zad. 2 � Znajd¹ oszacowania górne i dolne ζ(r) dla r ∈ (1,∞). Skorzystaj z metody omówionej
na wykªadzie.

Zad. 3 � Poka», bez zastosowania indukcji matematycznej, »e

1)
∑n

k=1Hk = (n+ 1)(Hn+1 − 1),

2)
∑n

k=2
Hk

k(k−1) = 2− Hn

n −
1
n .

Zad. 4 � Przedstaw sumy

1)
∑3n

k=2n
1
k

2)
∑n

k=0
1

2k+1

3)
∑2n

k=1
(−1)k−1

k

za pomoc¡ liczb harmonicznych. Zbadaj ich asymptotyk¦.

Zad. 5 � Poka», »e Hn =
∑n

k=1(−1)k+1 1
k

(
n
k

)
.

Wskazówka: Oblicz caªk¦
∫ 1

0
1−xn

1−x dx.

Zad. 6 � Oblicz
∑∞

n=1
Hn

10n .

Wskazówka: Rozwini¦cie funkcji ln
(

1
1−x

)
w szereg Taylora w punkcie 0 to ln

(
1

1−x

)
=
∑∞

n=1
1
nx

n.

Przemnó» ten szereg przez szereg
∑∞

n=0 x
n.

Zad. 7 � Udowodnij, »e dla dowolnych liczb naturalnych k ≤ n mamy(n
k

)k
≤
(
n

k

)
≤
(ne
k

)k
.

Wskazówka: Przypomnij sobie, »e ex =
∑∞

s=0
xs

s! .

Zad. 8 � Zastosuj wzór Stirlinga do wyznaczenia przybli»e« liczb
(
2n
n

)
oraz

(
n
bn/2c

)
.

Zad. 9 � Poka», »e
∏∞

k=1
2k

2k−1
2k

2k+1 = limn→∞
24n(n!)4

((2n)!)2(2n+1) . Z czym kojarzysz to wyra»enie?

Zad. 10 � Funkcj¦ specjaln¡ gamma de�niuje si¦ nast¦puj¡co

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

Rozszerza ona poj¦cie silni na liczby rzeczywiste, a nawet zespolone. Je»eli cz¦±¢ rzeczywista liczby x jest
dodatnia, to caªka ta jest zbie»na bezwzgl¦dnie.

1. Oblicz Γ(1).

2. Caªkuj¡c przez cz¦±ci poka», »e Γ(x+ 1) = xΓ(x).

3. Niech n ∈ N. Wyra¹ n! za pomoc¡ funkcji gamma.

4. Oblicz Γ(1/2).



Liczby Stirlinga II rodzaju, liczby Bella

� Liczby Stirlinga II rodzaju (liczba podziaªów zbioru mocy n na k niepustych podzbiorów).
Dla k, n > 0 {

n

k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
,

{
n

0

}
= 0,

{
0

0

}
= 1.

� Liczby Bella (liczba partycji zbioru mocy n): Bn =
∑n

k=0

{
n
k

}
.

Dla n ≥ 0

Bn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk, B0 = 1.

Zad. 1 � Niech n ≥ 3. Udowodnij, »e funkcji �na� f : A→ B, gdzie |A| = n, |B| = 3, jest 3n−3·2n+3.
Podaj wzór na

{
n
3

}
.

Zad. 2 � Niech |X| = n, |Y | = k. Przypomnij z wykªadu wzór na liczb¦ surjekcji (funkcji �na�)

f : X
na−−→ Y . Wyra¹ liczb¦ surjekcji wykorzystuj¡c liczb¦ Stirlinga drugiego rodzaju. Podaj wzór na

{
n
k

}
.

Zad. 3 � Ile jest liczb 13-cyfrowych takich, »e ka»da cyfra wyst¦puje w nich cho¢ raz?

Zad. 4 � Niech m,n ∈ N. Udowodnij, »e{
n+m+ 1

m

}
=

m∑
k=0

k ·
{
n+ k

k

}
.

Zad. 5 � Niech m,n ∈ N. Uzasadnij, »e{
n+ 1

m+ 1

}
=

n∑
k=m

(
n

k

){
k

m

}
.

Wykorzystaj t¦ to»samo±¢ do uzasadnienia zale»no±ci rekurencyjnej dla liczb Bella.

Zad. 6 � Niech n, k ∈ N. Uzasadnij, »e{
n

k

}
=

∑
ri≥1

r1+r2+...+rk=n

(
n

r1, r2, . . . , rk

)
/k!.

Zad. 7 � Poka», »e Bn < n! dla n > 2.

Zad. 8 � Narysuj wykresy ci¡gów

(lnBn)/n

lnn− ln lnn
oraz

ln (n+ 1)B
1/n
n

n

dla n = 2, 3, . . . , 1000. Spróbuj z analizy wykresów wyci¡gn¡¢ jakie± wnioski na temat asymptotyki liczb
Bella.



Permutacje

� Rz¡d permutacji σ ∈ Sn to najmniejsza dodatnia liczba k taka, »e σk = id.

� Wektor inwersji premutacji σ ∈ Sn to v = [v1, v2, . . . , vn], gdzie vi = |{k ∈ [n] : k < i∧σ(k) > σ(i)}|
dla i ∈ [n].

Zad. 1 � Niech σ ∈ Sn. Jak zmieni si¦ σ po zªo»eniu z transpozycj¡ τ = (i j) z prawej strony (i 6= j)?
A jak po zªo»eniu z τ z lewej strony? Poka», »e zªo»enie z transpozycj¡ zmienia znak permutacji, tzn.
sgn(σ ◦ τ) = sgn(τ ◦σ) = −sgn(σ). Nast¦pnie poka», »e dla σ, π ∈ Sn mamy sgn(σ ◦π) = sgn(σ)sgn(π).

Zad. 2 � Udowodnij, »e dowoln¡ transpozycj¦ (i j) z Sn (i 6= j) da si¦ przedstawi¢ jako zªo»enie
transpozycji elementów s¡siednich (i i+ 1).

Zad. 3 � Niech σ =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 9 1 5 4 8 7 6

)
. Wyznacz rozkªad σ na cykle. Znajd¹ znak σ, przedstaw j¡ jako

zªo»enie transpozycji, przedstaw j¡ jako zªo»enie transpozycji elementów s¡siednich i wyznacz jej wektor
inwersji.

Zad. 4 � Permutacja σ ∈ Sn ma rozkªad na k rozª¡cznych cykli mocy c1, . . . , ck.
Wyznacz znak i rz¡d σ.

Zad. 5 � Inwolucj¡ nazywamy permutacj¦ σ ∈ Sn tak¡, »e σ2 = id. Znajd¹ liczb¦ inwolucji z Sn nie
maj¡cych punktów staªych.

Zad. 6 � Jaka jest ±rednia liczba punktów staªych w permutacji z Sn?

Zad. 7 � Ustalmy liczb¦ n > 1.

1. Poka», »e funkcja sgn : Sn → {−1, 1} jest epimor�zmem (homomor�zmem �na�) grup (Sn, ◦) oraz
({−1, 1}, ·).

2. Wyznacz j¡dro odwzorowania sgn.

3. Wyznacz moc j¡dra odwzorowania sgn.

Zad. 8 � Czy absolutnie roztargniona sekretarka ma wi¦ksz¡ szans¦ na wªo»enie cho¢by jednego listu
do wªa±ciwej koperty, gdy ma ona do wysªania 5 listów, czy wówczas, gdy ma do wysªania 6 listów?

Zad. 9 � Na ile sposobów mo»na ustawi¢ na szachownicy 8 jednakowych wie» tak, aby »adne dwie si¦
nie biªy, a ponadto »adna z nich nie znajdowaªa si¦ na przek¡tnej A1−B2− . . .−H8?



Liczby Stirlinga I rodzaju

� Liczby Stirlinga I rodzaju, nieznakowane (liczba podziaªów zbioru mocy n na k rozª¡cznych cykli).
Dla k, n > 0 [

n

k

]
=

[
n− 1

k − 1

]
+ (n− 1)

[
n− 1

k

]
,

[
n

0

]
= 0,

[
0

0

]
= 1.

Zad. 1 � Poka», »e
[
n+1
2

]
= n!Hn.

Zad. 2 � Poka», »e dla n ≥ 3 liczby Bella speªniaj¡ Bn < n!. (Dla n ∈ {0, 1, 2} mamy Bn = n!.)
Wykorzystaj liczby Stirlinga I rodzaju.

Zad. 3 � Jakie jest prawdopodobie«stwo wylosowania z grupy Sn permutacji skª¡daj¡cej si¦ z jednego
cyklu? A z dwóch? (Losujemy zgodnie z rozkªadem jednostajnym.)

Zad. 4 � Niech m,n ∈ N. Udowodnij, »e[
n+m+ 1

m

]
=

m∑
k=0

(n+ k) ·
[
n+ k

k

]
.

Zad. 5 � Niech m,n ∈ N. Uzasadnij, »e[
n+ 1

m+ 1

]
=

n∑
k=m

(
n

k

)[
k

m

]
(n− k)!.

Zad. 6 � Rozwa»my przestrze« liniow¡ wielomianów stopnia co najwy»ej n nad liczbami rzeczywi-
stymi. Wiemy, »e E = {xi : i = 0, . . . , n} oraz F = {xi : i = 0, . . . , n} s¡ bazami tej przestrzeni. Na
wykªadzie pokazali±my, »e znakowane liczby Stirlinga I rodzaju s(n, k) = (−1)n+k

[
n
k

]
s¡ wspóªczynni-

kami przej±cia z bazy E do bazy F . Rozwa»my jeszcze jedn¡ baz¦ G = {xi : i = 0, . . . , n}. Poka», »e
nieznakowane liczby Stirlinga I rodzaju

[
n
k

]
s¡ wspóªczynnikami przej±cia z bazy E do bazy G.


