Egzamin z LiSF
termin pierwszy - 06.02.2023

Zadanie 1. Niech A, B i C beda dowolnymi zbiorami.
Wariant a. Niech X = (A\B)\Coraz Y = (A\C)\ (B\C).
Wariant b. Niech X = (A\ B)\ CorazY = (A\C)\ (B\ ().
Ktore ze zdan:
(1) X=Y;(2) XCY; (3)Y CX; ({) zadne z powyzszych

jest prawdziwe?

Rozwigzanie zadania la. Mamy X = (A\B)\C =ANB‘NCorazY = (A\C)\(B\C) =
(AnC)N(BNCH) = (ANC)N(B°UC) =(ANC°NBYU(ANCNC) = (ANC°N B°), zatem
X=Y.

Rozwigzanie zadania 1b. W wyniku mojego bledu edycyjnego oba warianty sa identyczne.

Zadanie 2. Pokaz, ze dla dowolnych trzech zbioréw A, B i C mamy:
Wariant a. (AUC =BUC) < (AAB CC).
Wariant b. (AUC)A(BUC) = (AAB)\C.

Rozwigzanie zadania 2a. (—) Zalézmy, ze AUC = BUC. Jesliz € A\ B, to x € AUC, wiec
x € BUC, ale z ¢ B, wiec 2 € C. Podobnie pokazujemy, ze jesli x € B\ A to z € C.

(«)Zalézmy, ze AAB C C. Rozwazmy x € AUC. (Cl) jeSliz € Btox € BUC (C2) jedliz ¢ B
tox € A\ B, wiec x € AAB, a wiec z € C, azatem x € BUC. W obu przypadkach mamy x € BUC.
W podobny sposéb pokazujemy, ze jesli z € BUC toxz € AUC.

Rozwigzanie zadania 2b.

(AUC)A(BUC) =
(AuC)N(BUC))U((AuC)*Nn(BUC)) =
(AuC)NnB‘NCHYU((A°NnCN(BUC)) =

(ANB°NC)U(CNBNCH)U(A°NC°NB)U(A°NC°NC)) =
(ANB°NC)U((A°NC°NB)=(ANB°NC°)U(A°NBNC°) =
(ANB)U (A°NB))NC°=(AAB)\ C .

Zadanie 3. Wyznacz moc zbioru

Wariant a. {A € P(R): |[AA[0,1]] < Ro}

Wariant b. {f € N\: (3n)(Vk > n)(f(k+2) = f(k) +2f(k+ 1))}

Rozwigzanie zadania 3a. Niech A= {4 € P(R): |[AA[0,1]] < Np}. Niech C ={C CR: |C] < No}.
Wiemy, ze |C| = ¢. Mamy

A={AePR): AA0,1]eC} = | J{A € P(R): AA[0,1] = C} =
ceC
J{4ePR): A=cCA0,1]} ={CA0,1]: C €C},
ceC



wiec funkcja f(C) = CA[0, 1] jest bijekcja miedzy C i A. Zatem |A| = c.

Rozwigzanie zadania 3b. Niech F = {f € NV : (3In)(Vk > n)(f(k + 2) = f(k) +2f(k + 1))},
Fo={feNV: (Vk>n)(f(k+2) = f(k)+2f(k+ 1))} oraz Fp.ap ={f € Fn: f(n) =an f(n+1) =
b}. Zauwazmy, ze |Fp.qp| = 1 oraz F,, = U(a,b)eNfon;mbv wiec zbiory F, sa przeliczalne. Lecz
F = Unen Fn, wige zbior F jest réwniez przeliczalny. Zbior F jest nieskonczony, bo, np., zbiory Fo.o x
sq rézne dla réznych k. Zatem |F| = N,.

Zadanie 4. Na zbiorze ) okreslamy relacje réwnowazno$ci ~ wzorem
Wariant a. Q =R?; (z,y) ~ (2/,y) < (x — 2",y — ) € Z?
Wariant b. Q =N\ {0}; (n ~m) < (Vk € N)(2F|n « 2F|m)

1. Opisz Q/ ~ i wyznacz moc tego zbioru.

2. Podaj przyklad selektora rodziny Q/ ~.

3. Wyznacz moc zbioru wszystkich selektoréw rodziny Q/ ~

Rozwigzanie zadania 4a. Niech n(z) = z — |z]. Wtedy ((z,y) ~ (2/,y)) < (n(z),7(y)) =
(n(&!), 7(¥)).

(1) Dla (a,b) € [0,1)? ktadziemy Cup = {(a + k,b+1) : k,l € Z}. Kazda liczba rzeczywista z jest
postaci z = w(z) + k dla pewnej liczby calkowitej k. Z tego wynika, ze R?/ ~= {Cyp : a,b € [0,1)%}.
Zatem |R?/ ~ | =1[0,1) x [0,1)] = ¢ -c=c.

(2) Przykladem selektora jest zbior [0,1)2.

(3) Kazdy selektor R?/ ~ jest postaci Sy = {(a,b) + f((a,b)) : (a,b) € [0,1)?} dla pewnej funkcji
f:[0,1)% — Z2. Zatem moc zbioru wszystkich selektoréw jest réwna

(Z > Z)O* D] = (g - Ro) e = NG = 2° .

Rozwigzanie zadania 4b. Niech m3(n) = max{k : 2¥|n}. Wtedy (n ~ m) < (m2(n) = ma(m)).
Zatem [2%]. = {2¥(2a + 1) : a € N}.

(1)Kazda dodatnia liczbe naturalng mozemy zapisa¢ w postaci 2¥(2a + 1) dla pewnego a € N, zatem
Q) ~={[2%]~ 1 k >0} skad [Q/ ~ | =Ry .

(2)Zbiér {2% : k > 0} jest selektorem Q/ ~.

(3)Kazdy selektor 2/ ~ jest postaci Sy = {2*(2f(k) + 1) : k € N} dla pewnej funkcji f : N — N.
Zatem zbiér wszystkich selektoréw 2/ ~ jest mocy |[NV| = R0 = 280 = ¢,

Zadanie 5. Liczby kardynalne 3,, (dla n € N) definiujemy nastepujaco: Jyg = w, J,11 = |P(3,)].
Liczbe 3, definiujemy nastepujaco: dla kazdej liczby n € N wybieramy zbiér X, taki, ze | X, | = 3y;
zakltadamy, ze zbiory X,, sa parami roztaczne i kladziemy

Jo=1 Xl

neN

Oblicz (3,,)™.
Mozesz skorzystaé¢ z nastepujacych wlasnosci rozwazanych liczb: 3, - 3,, = 3, + 3,, = max{3,,, 3, }.
Rozwigzanie zadania 5. Pokazemy najpierw, ze Jo - 3, = 3,,. Rzeczywiscie

Jo- 30 = |Xo x [ Xl = UKo x Xo)| = [ JXal = 2o -

Z powyzszej rownosci wynika, ze
(:[w)N0 < (23w)30 — 93wdo — 93w

Niech Y = (J,,cy Xn- Dla A C Y okredlamy funkcje f4 : N — [],, P(X,,) okre$lona wzorem f4(n) =
AN X,. Zauwazmy, ze jeSli A # B to fa # fp, zatem funkcja F(A) = fa jest injekcja z P(Y) w
[T, P(X,). Ale [P(X,)| = | Xps1], wiee [T, P(Xn)| = | TT, Xne1] < [V*] Wige [P(Y)] = 23 < 2.
Zatem (J,)%0 =27,



