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1 Wstep
Zadanie 1 — Znajdz swoja date urodzin w liczbach 7, e oraz v/2.
Zadanie 2 — Niech V,,(r) oznacza objeto$¢ kuli o promieniu r w przestrzeni R™.

1. Pokaz, ze Vi(r) = 2r? . V,_5 dlan > 3.
2. Wyprowadz wzér
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Zadanie 3 — Narysuj wykres przedstawiajacy objetosci V,,(r) kul o promieniu r w przestrzeni R™ dla
r=20.5,1,2oraz n =1,...50.

Zadanie 4 — Losujemy zgodnie z jednostajnym rozkladem punkt X z kuli jednostkowej B,, = {z €
R™: ||z]]2 <= 1}. Jaka jest wariancja zmiennej losowej || X||2 7

Zadanie 5 — Rozwazmy nastepujaca procedure generowania punktu z kuli By: (1) generujemy nie-
zaleznie dwie liczby losowe x,y z odcinka [0, 1] zgodnie z rozkladem jednostajnym (2) zwracamy punkt

(vz cos(2my), /z sin(27y)).

1. Pokaz, ze metoda ta generuje losowy punkt z Bs z rozktadem jednostajnym.

2. Jaki rozklad otrzymamy gdy ”zapomnimy” o pierwiastku?

Zadanie 6 — Oblicz max{d(X,Y) : X,Y € [0,1]"}, gdzie d oznacza standardowa odlegto$¢ euklideso-
wa.

Zadanie 7 — Wyznacz objetosé n-wymiarowego sze$cianu wpisanego w n-wymiarowg kule. Oblicz sto-
sunek tej objetosci do objetosci kuli.

Zadanie 8 — Ustalmy parametr n > 1 oraz k > 1. Napisz procedure, ktéra generuje zbiér X ztozony
z k losowych punktéw z przestrzeni [0, 1] zgodnie z rozkladem jednostajnym, nastepnie wyznacza dwie
liczby dpmaz(X) = max{d(P,Q) : P,Q € X} oraz dpn(X) = max{d(P,Q) : P,Q € X AP # Q} i zwraca
liczbe dimaz/dimin. Przeanalizuj wyniki tego algorytmu dla k& = 50 oraz n = 1,10, 100, 1000, 10000.

2 7Hello World” dla Big Data

Zadanie 9 — Pobierz plik z kilkoma dramatami Szekspira ze strony wykladu. Wybierz jeden z drama-
tow.

1. Oczysé wybrany plik. Podziel go na stowa.

2. Usun z niego ”Stop Words” i usuni z niego stowa o dtugosci mniejszej lub réwnej 2.

3. Zbuduj chmure wyrazéw (word cloud) z otrzymanej listy. Mozesz skorzystaé¢ np. z serwisu
http://www.wordclouds.com/



Celem tego zadania jest wygenerowanie mniej wiecej takiego obrazka (dla poematu ”Pan Tadeusz”):

Zadanie 10 — To jest kontynuacja poprzedniego zadania.
1. Zastosuj czes¢ funkeji ktore napisate$ do realizacji poprzedniego zadania do wyznaczenia indekséw
TF.IDF dla wszystkich wyrazéw z dramatéw Szekspira znajdujacych sie w pliku ze strony wykladu.

2. Zbuduj chmury wyrazow oparte o TF.IDF dla wszystkich rozwazanych dramatow.
3 Trick medianowy

Zadanie 11 — Niech C), bedzie wartoscia klasycznego licznika Morris’a po n krotnym wywotaniu funk-
cji onInc().

1. Pokaz, ze var [29"] = in(n — 1).
2. Skorzystaj z nieréwnosci Jensena dla wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej do pokazania, ze

E[C,] < logy(n + 1). Wskazéwka: Funkcja f(z) = 2% jest wypukla.

Zadanie 12 — Rozwazmy nastepujaca modyfikacje licznika Morrisa: ustalamy liczbe o > 0 oraz roz-
wazamy tak oprogramowany licznik:

init :: C =0

C
onInc :: if (rcmdom() < (H—%) ) then C = C+1

onGet :: return (7?7777

Niech C), oznacza warto$¢ zmiennej C' po n wywolaniach metody onlnc.
1. Wyznacz E [(14 a)“"]

2. Uzupelnij funkcje onGet tak aby otrzymaé nieobciazony estymator liczby uzy¢ metody onlnc.

Zadanie 13 — Wyznacz nieréwnos$é¢ Chernoffa dla Pr[X > a] dla zmiennej losowej X o rozkladzie
Poissona z parametrem A. ZnajdZ ograniczenie gérne Pr[X > 2.

Zadanie 14 — Niech z1,..., 2, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Rozwazamy dwie funkcje f(z) =
>y |wi — @l oraz g(z) = 321 (2 — @)?
1. Pokaz, ze funkcja g osiaga minimum w $redniej arytmetycznej liczb z1,..., 2,

2. Pokaz, ze funkcja h osiaga minimum w medianie ciagu x1,...,Zy.
Wskazéwka: Mozesz zatozyé, ze v1 < x, < --- < x,. Przyjrzy sie najpierw pomocniczej funkcji
o(x) = |x1 — x| + |z — 2] ¢

Zadanie 15 — (One sided Chebyshev inequalities) Pokaz, ze dla dowolnej zmiennej losowej X
o wartoéci oczekiwanej u, wariancji o2 oraz dowolnej liczby a > 0 mamy
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Wskazéwka: Rozwaz zmienna losowa Y = (X +¢)? dla t > —(u + a).

Zadanie 16 — Pokaz, ze |p—m| < o, gdzie p oznacza warto$é¢ oczekiwana, m mediang za$ o odchylenie
standardowe zmiennej losowej X. Wskazowka: Zastosuj poprzednie zadanie dla a = o.

4 Zliczanie

Zadanie 17 — Niech Xj.,, oznacza k-ta statystyke pozycyjna dla rozkladu jednostajnego w odcinku
[0, 1].
1. Wyznacz E [X}.,,] oraz var [Xj.,].

2. Niech Y, = % Wyznacz E [Yi.,] oraz var [Yi.,].

Zadanie 18 — Zaimplementuj algorytm zliczania unikalnych elementéw w strumieniu danych oparty
o k-ta statystyke pozycyjna. Przetestuj dokladnosé tego algorytmu dla & = 400.

Zadanie 19 — (”’Rozgrzewka”’) Rozwazamy nastepujacy wariant licznika probabilistycznego. Ma-
my dwie zmienne Ly i L;.Podczas inicjalizacji ustawiamy Lo = 0 oraz L; = 0. W procedurze onTick()
generujemy najpierw liczba losowa ¢ € {0, 1} zgodnie z rozkladem jednostajnym i nastepnie z prawdopo-
dobienstwem % zwigkszamy zawarto$¢ zmiennej L;. Funkcja onGet () zwraca liczbe Lo + Ly.

1. Wyznacz rozktad zmiennej losowej Ly + L1 po n wywolaniach procedury onTick().

2. Jedli poprzedni podpunkt zrealizowales za pomoca rachunkéw, to znajdz proste wytlumaczenie
zauwazonego zjawiska.

Zadanie 20 — Rozwazamy wariant poprzedniego zadania dla licznikéw Morrisa: tym razem Lg i Ly sa
licznikami Morrisa. Inkrementacja kazdego L; odbywa sie z prawdopodobienstwem 2~ 2. Funkcja onGet ()
zwraca liczbe LoL;.

1. Wyznacz E[LoL1] i var [LoL1] po n wywolaniach procedury onTick().

2. Rozwaz k krotne iteracyjne zaglebienie tej procedury.

Zadanie 21 — Rozwazamy wariant Zadania 19 dla algorytmu zliczania liczby unikalnych elementow w
strumieniu danych opartego na statystykach pozycyjnych. Tym razem Lo i L; sa k/2-tymi elementami z
obserwowanych danych (niech k& bedzie liczba parzysta). Funkcja onGet () zwraca liczbe Lo + L.

1. Wyznacz E[Lg + Lq] i var [Lo + L1] po n wywotaniach procedury onTick().

2. Rozwaz k krotne iteracyjne zaglebienie tej procedury. Jak prosciej mozesz opisaé otrzymany algo-
rytm.

3. Zaimplementuj algorytm powyzszy algorytm i sprawdz jego skutecznosc.

c.d.n.
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