Egzamin z LiSF
termin pierwszy - 06.02.2025

Wariant zadan 1,2,3,4 wybierasz na podstawie metody przedstawionej na poczatku
egzaminu. Wariant zadania 5 mozesz wybra¢ samodzielnie.
Wszystkie odpowiedzi wymagaja uzasadnienia.

Pod kazdym z zadan znajduje sie jedno przyktadowe rozwiazanie. Oczywiscie, ak-
ceptowane byty dowolne inne prawidtowe rozwigzania.

Zadanie 1. Ile jest waluacji spetniajacych zdanie
Wariant a (p1 — p2) A (p2 = ps) A (ps — pa) A (pa — ps) A (ps Aps) 7

Wariant b (p; — p2) A (p2 — p3) A (ps — pa) A (ps — ps) A (ps V pes) ?

Rozwigzanie zadania (Cze$¢ wspdlna). Istnieje 6 waluacji spetniajacych zdanie
Y = (p — p2) A(p2 — p3) A (ps — pa) A (pa — ps). Sa to nastepujace waluacje
(0,0,0,0,0), (0,0,0,0,1), (0,0,0,1,1), (0,0,1,1,1), (0,1,1,1,1), (1,1,1,1,1).
Rozwigzanie zadania 1la. W kazdej waluacji spetniajacej rozwazane zdanie zmienne
D5 1 pg musza przyjmowacé wartos¢ 1. W pieciu z powyzszch waluacji zdania ¢ zmienna
ps ma wartos¢ 1. Zatem mamy tacznie 5 waluacji spetniajacych podana formute.
Rozwigzanie zadania 1b.. Zalézmy, ze val(ps) = 1. Wtedy kazda z powyzszych

waluacji zmiennych {py,...,ps} speliajacych zdanie 1 jest szukana waluacja. Mamy
wiec 6 waluacji. Jesli val(pg) = 0, to val(ps) = 1. Jest 5 waluacji zdania ¢ w ktérych
val(ps) = 1.

Zatem tacznie mamy 5+6 = 11 takich waluacji.

Zadanie 2. Niech
Wariant a. A, ={z€R: 1<z <n}
Wariant b. A, ={k € Z: |k| <n}.

Oblicz
U (An—i—l \ An) :

n>1

Rozwigzanie zadania (Cze$é wspdlna). Zauwazmy, ze jesli A} C Ay C A3 C ...,
to

U (A \ Ax) = (U Ak) \ A

k>1 k>1
Uzasadnie: (1) Zdanie x € Ugsi(Ags1 \ Ag) jest rownowazne zdaniu (Ik > 1))(z €
Apy1 \ Ai). Niech kg > 1 bedzie takie, ze v € Apyq1 \ Ag,). Wtedy o € Uy Ar oraz
r & Ap,, wiec réwniez x ¢ A;. (2) Zalbézmy teraz, ze x € (U,@l Ak) \ A;. Niech kg
bedzie najmniejsza liczbg taka, ze z € Ay,. Wtedy ko > 1 oraz x € Ay, \ Ag,—1, Wiec
T € Upz1(Ars1 \ Ar).



Rozwigzanie zadania 1la. Mamy U, 4, = (0,00) oraz A; = {1}. Zatem

U (Ana \ An) = (0,00) \ {1} = (0,1) U (1, 00)

n>1

Rozwigzanie zadania 1b. Mamy U,»; A, = Z oraz A; = {—1,0,1}. Zatem
U A1\ 4y) =Z\{-1,0,1} ={k€Z: k< -2} U{keZ:k>2}.

n>1

Zadanie 3. Niech
Wariant a. Z = {f € {0,1,2}: (Vn € N)(3m > n)(f(m) = 1)}
Wariant b. Z ={f e NV: (Vn € N)(f(n) < f(n+1))}

Wyznacz moc zbioru Z.

Rozwigzanie zadania Czes¢ wspélna.. Niech S = {A € P(N) : |A] = Ro}. Z
wykladu wiemy, ze |S| = c.

Rozwiazanie zadania 3a. Okreslamy funkcje F': S — Z wzorem F(A) = 14, gdzie
1,4 jest funkcjg charakterystyczng zbioru A. F jest to funkcjg réznowartosciowa, wiec
c=|5] < |Z| <3P =, wige | Z] =¢.

Rozwigzanie zadania 3b. Dla A € S okreslamy indukcyjnie funkcje f4(0) = min(A),
fa(n+1) =min({k € A: k> f(n)}) (jest to rosnaca numeracja zbioru A). Funkcja
F : S — Z okreslona wzorem F(A) = f4 jest réznowartosciowa, wiec ¢ = |S| < |Z] <
3% = ¢, wige |Z] =¢.

Zadanie 4. Niech X = {1,...,10}. Na zbiorze Q = X rozwazamy funkcje
Wariant a. ® : XX — P(X) okreslong wzorem ®(f) = f[X]

Wariant b. ® : X* — X x X okredlong wzorem ®(f) = (min f[X], max f[X])

i nastepnie okreslamy relacje réwnowaznosci ~ na € wzorem:

f~ge ®(f)=2(g)

Wyznacz moc zbioru 2/~ oraz wskaz przyklad selektora otrzymanego rozbicia.
Rozwigzanie zadania 4a. Zauwazmy, ze rng(®) = P(X) \ {0} (przeciwdziedzina
funkcji niepustej jest niepusta), zatem |/~ | = 219 — 1 = 1023.

Dla A € P(X) \ {0} okreSlamy f4 =ids U ((X \ A) x {min(A)}). Rodzina {f4 : A €
P(X)\ {0}} jest przyktadem selektora §2/~.

Rozwigzanie zadania 4b. Zauwazmy, ze rng(®) = {(k,]) e NxN: 1<k <1< 10},
zatem |Q/~ | = (7)) + () = 45 + 10 = 55.

Dla pary liczb naturalnych (k,1) takiej, ze k < [ oraz x € X okre§lamy

k: <k

) =
Joe (@) {l x>k
Rodzina {f) : 1 <k <1< 10} jest przyktadem selektora rodziny €2/~.

Zadanie 5.



Wariant a. Pokaz, ze nie istnieje naturalna transformacja pomiedzy funktorem zbio-
ru potegowego P a funktorem identycznodciowym I. Wskazéwka: rozwaz zbior
dwuelementowy X = {a, b} oraz bijekcje flip : X — X.

Wariant b. Niech F' bedzie endofunktorem kategorii Set. Zalézmy, ze F({1}) # 0.
Pokaz, ze istnieje naturalna transformacja n: I — F.

Rozwigzanie zadania 5a. Niech f = {(a,b),(b,a)}. Wtedy f : {a,b} — {a,b}.
Zatbzmy, ze 1 = (1x) xesets jest naturalng transformacja z P do I. Wtedy 1451 0P (f) =
f o Ngapy. Wyznaczamy warto$é obu ztozen w punkcie {a,b} € P({a,b}). Poniewaz
(PN (o, b}) = {a,b}, wiee otrzymujemy nus (10, b}) = F (o ({a,51), o nie jest
mozliwe, bo nie istnieje x takie, ze f(x) = x.

Rozwigzanie zadania 5b. Zauwazmy, ze funktor I jest izomorficzny z funktorem
Hom({1},.). Korzystajac z lematu Yonedy otrzymujemy

NI, F) ~ N(Hom({1}, ), F) ~ F({1}) # 0,

co konczy dowdd.



