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Zadanie 1 — (Przestrzen Baire’a) Pokaz, ze para N' = (N d) z metryka okreélong wzorem
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jest przestrzenia metryczna. Wyznacz kule B(f,1/5) w tej przestrzeni.

Zadanie 2 — Niech A i B beda podzbiorami przestrzeni metrycznej (X, d) takimi, ze ANB # . Pokaz,
ze

0(AUB) <d(A)+4(B),

gdzie 0(C) = sup{d(z,y) : z,y € C}.
Zadanie 3 — Pokaz, ze dla dowolnych podzbioréw przestrzeni topologicznej mamy

1l.cdl(ANB) Ccl(A)Nncl(B)

2. int (A) Uint (B) C int (AU B).
Podaj przyktady w ktérych inkluzje te sa wlasciwe.
Zadanie 4 — Rozwazamy liczby rzeczywiste R ze standardowa topologia. Niech

A=(0,1)U(1,2)U{3}U ([4,5]NQ)

Wyznacz wszystkie zbiory ktére mozesz ze zbioru A za pomocy operacji domkniecia oraz dopeknienia.

Zadanie 5 — (Twierdzenie Kuratowskiego) Niech (X, Q) bedzie dowolna przestrzenia topolo-
giczna. Dla A C X oznaczamy: A° =int (A), A~ =cl(4), A°= X\ A.
1. Zapisz podstawowe wlasnosci operacji int () oraz cl () uzywajac powyzszej notacji.

2. Pokaz, ze zachodza nastepujace zaleznosci (strzalki oznaczaja inkluzje)
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3. Pokaz, ze A7°7°" = A7° oraz A°°" = A°".
4. Niech o bedzie dowolnym, skoficzonym ciagiem operacji ze zbioru {—,o,c}. Pokaz, ze istnieje
skoficony ciag operacji T ze zbioru {—, o} taki, ze A2 = A™ lub A7 = (A°)".



5. Korzystajac z poprzednich punktéw udowodnij twierdzenie Kuratowskiego o 14 zbiorach.

Zadanie 6 — Zbiér A nazywamy zbiorem regularnym otwartym jesli A=° = A.
1. Podaj przyktady zbioréw otwartych, ktére nie sa regularnymi otwartymi.
2. Pokaz, ze dla dowolnego zbioru A zbior A~° jest regularnym otwartym.

3. Pokaz, ze jesli U,V sa zbiorami regularnymi otwartymi, to U NV jest regularny otwarty.

UWAGA: Przyjmujemy nastepujaca definicje brzegu zbioru A: 9(A4) = cl(A) Ncl(A4°) (w literaturze
znalez¢ mozna inne, ale réwnowazne, definicje) .

Zadanie 7 — Niech A bedzie dowolnym podzbiorem ustalonej przestrzeni topologicznej X.
1. Pokaz, ze zbiory int (4),0(A),int (A€) sa parami rozlaczne oraz, ze ich suma jest réwna X.
Pokaz, ze int (A) = A\ 0(A).
Pokaz, ze cl (A) = AUI(A).
Pokaz, ze 0(A) = cl(A) \ int (A).
Pokaz, ze 0(0(A)) C 9(A).

A

Zadanie 8 — Niech X = ({0} x R) U {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}. Rozwazamy przestrzefi metryczna
(X,d), gdzie d jest obcieciem metryki euklidesowej w R? do zbioru X (czyli d = dewer [xxx)- Niech
B = B((0,0),1). Wyznacz int (B), cl (B) oraz d(B).

Zadanie 9 — Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech p € X. Pokaz, ze dla dowolnego r > 0
mamy
O{r e X :d(z,p)<r}) C{xe X :dz,p) =r}.

Zadanie 10 — Rozwazamy kostke Hilberta H = [0, 1]N z metryka d(z,y) = m”gﬂ

1. Niech A = (0,1)N. Oblicz int (A), cl (A) oraz J(A).
2. Niech D ={z € H : (v¥n € N)(z(n) € Q) A (3n)(Vk > n)(z(k) = 0)}. Wyznacz moc zbioru D oraz
oblicz cl (D).

Zadanie 11 — Pracujemy na plaszczyznie R? z metryka euklidesowq. Niech B = {(, 1) : n,k € NT}.

1. Wyznacz zbiér C = cl(B).
2. Wyznacz zbiory C?, (C4)4 oraz ((C4)%)?.

Zadanie 12 — Wyznacz operacje wnetrza i domkniecia w nastepujacych przestrzeniach topologicz-
nych:

Zadanie 13 — Ustalamy zbiér X oraz rozbicie P zbioru X. Definiujemy Op = {|JS : S C P}.
1. Pokaz, ze (X, Op) jest to przestrzen topologiczna.
2. Wyznacz operacje wnetrze i domkniecia w tej przestrzeni.

3. Ile r6znych zbioréw mozesz wyznaczy¢ za pomocg operacji domkniecia i dopelnienia z ustalonego
zbioru A C X7

Zadanie 14 — (Topologia co-skoniczona) Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym. Niech O =
{A°: AC X N|A| < No}.

1. Pokaz, ze (X, Q) jest przestrzenia topologiczna.

2. Pokaz, ze topologia O nie jest generowana przez zadng metryke na zbiorze X.

3. Wyznacz operacje wnetrza i domkniecia w tej topologii.



Zadanie 15 — Pokaz, ze przestrzenie ls, kostka Hilberta oraz przestrzen Baire’a sa osrodkowe.

Zadanie 16 — Rozwazamy przestrzen metryczna jez Jxy = {0} U (X X (0, 1]) indeksowang zbiorem X.
Dla jakich zbioréw X przestrzen Jyx jest osrodkowa?

Zadanie 17 — Niech d bedzie metryka na zbiorze X. Okreslamy funkcje

d(z,y) = min(d(z,y),1) .

1. pokaz, ze afjest metryka na X

2. Pokaz, ze metryki d i d sa réwnowazne.

* Zadanie 18 — Pokaz, ze waga linii Sorgenfrey’a jest réwna continuum.

Wskazéwka: Zaloz, ze B jest baza linii Sorgenfrey’a mocy mniejszej od continuum. Niech L = {inf(B) :
B € B}. Zauwaz, ze |L| < ¢. Wez a € R\ L. Pokaz, ze zbioru [a,a + 1) nie mozesz przedstawié jako sumy
podrodziny B.

Zadanie 19 — Pokaz, ze osSrodkowe przestrzenie metryczne spetniaja II aksjomat przeliczalno$ci.
2 Funkcje ciggle

Zadanie 20 — Niech | X| > 2. Niech X = (X, {0, X}).
1. Niech Y bedzie dowolng przestrzenia topologiczna. Opis wszystkie ciaglte z ) do X.
2. Opisz wszystkie funkcje ciagle z przestrzeni R x X w zbiér R.

Zadanie 21 — Opisz wszystkie funkcje ciagle z przestrzeni R x (X, P(X)) w zbiér R.

Zadanie 22 — Niech X = (0,1)U(2, 3) oraz | Z| > 2. Opisz funkcje ciagle z X w przestrzen topologiczna
(2, P(2)).

Zadanie 23 — Niech X = {0} U{L : n € NAn > 1}. Zbiér X traktujemy jako przestrzefn metryczna
z metryka odziedziczona z naturalnej metryki z R.

1. Opisz funkcje ciagle z X w R.
2. Opisz funkcje ciagte z X x X w R.

Zadanie 24 — Niech X, ), Z beda przestrzeniami topologicznymi. Niech f = (f1,f2) : ¥ — YV x Z.
Pokaz, ze f jest ciagla wtedy i tylko wtedy gdy obie funkcje fi i fo sa ciagle.

Zadanie 25 — Niech X', )Y, W beda przestrzeniami topologicznymi. Niech f : X x )} — W bedzie
ciagta.
1. Niech a € X oraz g(y) = f(a,z). Pokaz, ze g jest ciagla.
2. Przypomnij sobie przyklad (z Analizy Matematycznej IT) funkcji f : R? — R ktéra nie jest ciagla
ale dla kazdego a € R obie funkcje A\y — f(a,y) oraz Az — f(x,a) sa ciagle.

Zadanie 26 — Niech (X, d;) i (Y, ds) sa przestrzeniami metrycznymi. Niech a € X oraz niech f : X —
Y. Pokaz, ze funkcja f jest ciaggla w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy

(VAC X)(a€ A— f(a) € f(A)]) .

Zadanie 27 — Niech 71 = (X,0x) i To = (Y, Oy ) beda przestrzeniami topologicznymi. Zalézmy, ze
Ty jest przestrzeniag Hausdorffa. Zal6zmy, ze A C X jest gestym podzbiorem X. Niech f,g : Ty — T5
beda ciagle. Pokaz, ze jeSli f [ A=g [ Ato f=g.

Zadanie 28 — Pokaz, ze przestrzen topologiczna X = (X, ) jest przestrzenia Hausdorffa wtedy i
tylko wtedy, gdy przekatna A = {(z,x) : € X} jest domknietym podzbiorem X x X.



Zadanie 29 — Niech A C X oraz BCY.

1. Pokaz, ze jesli A jest domkniety w X oraz B jest domkniety w Y, to A x B jest domknigty w
przestrzeni produktowej X x Y.

2. Pokaz, 7e int (A x B) = int (A) x int (B).

Zadanie 30 — Punkt p € X nazywamy punktem izolowanym jesli {p} jest zbiorem otwartym. Jesli p
nie jest punktem izolowanym, to p nazywamy punktem skupienia przestrzeni X. Przestrzen X nazywamy
w sobie gestq jesli nie ma punktéw izolowanych.

1. Pokaz, ze p jest punktem skupienia wtedy i tylko wtedy, gdy p € cl (X \ {p}).

2. Pokaz, ze produkt X x Y jest w sobie gesty wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich jest w sobie
gesta.

Zadanie 31 — Zalézmy, ze U jest otwartym podzbiorem przestrzeni R. Pokaz, ze istnieje rodzina od-
cinkéw otwartych S taka, ze U = |JS, |S| < Vg oraz jesli [,J € Sil#JtoINJ=04.

3 Zupelnosé

Zadanie 32 — Niech X bedzie przestrzenia zupelng oraz niech A C X. Pokaz, ze A jest domknigty
wtedy i tylko wtedy, gdy A jest podprzestrzenia zupelna.

Zadanie 33 — Zbiér A nazywamy zbiorem typu Gs jesli istnieje taka rodzina (Uy,)nen zbioréw otwar-
tych, ze A =, Un. Zbiér A nazywamy zbiorem typu F, jedli istnieje taka rodzina (F,)nen zbiordw
domknietych, ze A =J,, Fn.

1. Pokaz, ze w przestrzeniach metrycznych X mamy CLO(X) C G5(X) oraz OPEN(X) C F,(X).

2. Pokaz, ze Q € F;(R) \ G5(R)

3. Pokaz, ze R\ Q € G5(R) \ F,(R)

4. Podaj przyktad zbioru z F,(R) N Gs(R), ktéry nie ani otwarty ani domkniety.

Zadanie 34 — Na zbiorze R rozwazamy metryke d(z,y) = |tgh(z) — tgh(y)| (tgh oznacza funkcje
tangens hiperboliczny).

1. Pokaz, ze ciag a, = n jest ciagiem Cauchy’ego w tej przestrzeni.

2. Wyznacz uzupelnienie tej przestrzeni.

Zadanie 35 — Niech (X,d) i (Y, p) beda przestrzeniami metrycznymi. Dla funkcji f : X — Y oraz
x € X okreslamy

1. Pokaz, ze funkcja f jest ciagla w punkcie z wtedy i tylko wtedy, gdy w(f,x) = 0.

2. Pokaz, ze dla dowolnej funkcji f : X — Y funkcja (Ax — w(f,z)) jest ciagla.

3. Niech cg(f) = {z € X : f jest ciaglta w a}. Pokaz, ze dla dowolnej funkcji f : X — Y zbiér cg(f)
jest typu Gs.

4. Pokaz, ze nie istnieje funkcja f: R — R taka, ze cg(f) = Q.

5. Wskaz funkcje f: R — R taka, ze cg(f) =R\ Q.

Zadanie 36 — Niech U bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni zupelnej (X, d). Niech

C=A{(z,y) e X xR:d(z,U%) -y =1} .

1. Pokaz, ze C' jest domknigtym podzbiorem X x R.
2. Dla x € U okre$lamy f(z) = (z,d(z,U¢)). Pokaz, ze f : U — C jest homeomorfizmem.



3. Niech p bedzie jakas metryka na X x R zgodna z topologia produktowa (np. p((x1,y1), (z2,¥2)) =
d(z1,22) + |y1 — y2|). Na U okre§lamy metryke

p* (1, 22) = p(f(21), f(22)) -

Pokaz, ze metryka p* jest zgodna z metryka d obcigta do U x U, oraz, ze (U, p*) jest przestrzenia
zupelna.

Zadanie 37 — Pokaz, ze przestrzen C([0,1]) jest przestrzenia polska.
Zadanie 38 — Niech
M={feC(0,1]) : (Fa,0)(0<a<b<1Af ] (a,b) jest monotoniczna}
Pokaz, ze M jest zbiorem pierwszej kategorii w C([0, 1]).
* Zadanie 39 — Niech X = R?\ ({0} x [~1,1]). Na zbiorze X rozwazamy nastepujaca odlegtosé:
d(P,Q) = inf{dl(L) : L jest dowolng tamana laczaca P z Q} ,
gdzie di(L) oznacza dtugo$é lamanej L.

1. Wyznacz d((—1,0),(1,0)) oraz oblicz lim, d((—,0), (1,0)).

no T n’
2. Pokaz, ze (X, d) nie jest zupelna.
3. Wyznacz uzupelnienie przestrzeni (X, d).

** Zadanie 40 — Zalézmy, ze f : [0,1] — R jest klasy C*°, czyli, ze jest funkcja nieskonczenie wiele
razy rozniczkowalna. Zatézmy, ze

(Ve € [0,1])(3n € N)(f") (x) = 0) ,

gdzie £ (z) oznacza n-ta pochodna funkcji f w punkcie z. Pokaz, ze f jest wielomianem.
4 Spdjnosé

Zadanie 41 — Niech CLOPEN(X) oznacza rodzine tych podzbioréw przestrzeni X ktére sa jednocze-
$nie otwarte i domkniete.

1. Pokaz, ze X jest sp6jna wtedy i tylko wtedy, gdy CLOPEN(X) = {0, X }.
2. Pokaz, ze rodzina CLOPEN(X) jest algebra Boole’a ze wzgledu na N, U oraz operacje dopelnienia.

3. Niech X =[0,1] U (2,3). Wyznacz CLOPEN(X).

Zadanie 42 — Niech A, B beda otwarte. Pokaz, ze zbiory A\ B i B\ A sa rozgraniczone. Pokaz, to
samo dla pary zbioréw domknietych.

Zadanie 43 — Zalézmy, ze X jest spOjna przestrzenia metryczna taka, ze | X| > 2. Pokaz, ze | X| > c.

Zadanie 44 — Niech n > 2 oraz niech C' C R" bedzie zbiorem przeliczalnym. Pokaz, ze zbiér R™ \ C'
jest spéjny.
Zadanie 45 — Skladowa spdjna elementu p nazywamy sume wszystkich zbiorow do ktérych nalezy
punkt p.

1. Pokaz, ze kazda skladowa spdjna jest zbiorem spdjnym.

2. Pokaz, ze kazda skltadowa spdjna jest zbiorem domknietym.

3. Pokaz, ze rézne sktadowe spdjne sa rozgraniczone.

Zadanie 46 — Niech Iy = {0} x [0,1] oraz I,, = {2} x [0,1] dla n > 0. Niech 4 = U0 In-

1. Wyznacz sktadowe spdjne przestrzeni A.



2. Pokaz, ze I nie jest otwarty w przestrzeni A.

C.D.N.

Powodzenia,

Jacek Cichon



