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1 Przestrzenie metryczne

Zadanie 1 — Na zbiorze R? rozwazmy metryki
Ldi((z1,y1), (v2,92)) = |21 — 22| + |y1 — ¥2|
2.da((e1, 1), (22,2)) = (21— 22)° + (1 — 1))
3.doo((21,y1), (72, y2)) = max{|z1 — @2, [y1 — ya}

4.dj((w1,91), (22,92)) = {

da((z1,91), (T2,92)) 1xYy2 — x2y1 =0
d2((w1,91),(0,0)) + d2((0,0), (v2,92)) :z1y2 — T2y1 # 0

Narysuj B((1,1),r) dla r = 0.5,1.0,v/2,1.5,2 dla kazdej z tych metryk.

Zadanie 2 — Niech C([0,1],R) oznacza zbiér wszystkich funkeji ciaglych z odcinka [0,1] w liczby
rzeczywiste R. Rozwazamy funkcje d : C([0,1],R) x C([0, 1], R) — R okreslona wzorem

d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)| : @ € [0,1]} .

1. Pokaz, ze d jest metryka.
2. Sprébuj opisaé¢ kule w przestrzeni metrycznej (C([0, 1], R), d).

Zadanie 3 — Rozwazamy ponownie zbiér C([0,1],R) wszystkich funkcji ciaglych z odcinka [0,1] w
liczby rzeczywiste R. Rozwazamy funkcje p : C([0,1],R) x C([0, 1], R) — R okreslona wzorem

/ f(2) — g()ld

Zadanie 4 — Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna oraz a,b € X.
1. Kiedy B(a,r1) N B(b,ry) = 07
2. Kiedy B(a,r1) C B(b,12)?

Pokaz, ze p jest metryka.

Zadanie 5 — Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna oraz a,b € X i a # b. Pokaz, ze istnieja
zbiory otwarte U i V takie, zea € U, b€V oraz U NV = 0.

Zadanie 6 — Zalézmy, ze d jest metryka na zbiorze X. Niech p(x,y) = min{d(x,y),1} . Pokaz, ze p
jest réwniez metryka na zbiorze X.

Zadanie 7 — Niech X bedzie zbiorem nieskoficzonym oraz niech F = {§} U{O C X : |[X \ O] < No}.
Pokaz, ze (X, F) jest przestrzenia topologiczna.

Zadanie 8 — Niech |X| > 2. Pokaz, ze przestrzen topologiczna (X, {0, X }) nie jest metryzowalna.

Zadanie 9 — Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Pokaz, ze przestrzen topologiczna (X, P(X)) jest
metryzowalna.



Zadanie 10 — (Przestrzen Baire’a) Pokaz, ze para N = (N, d) z metryka okreslona wzorem

0 f=g
1 .
14+min{k: f(k)#g(k)} ’ f 7& g

d(f,g9) = {

jest przestrzeniag metryczna. Wyznacz kule B(f,1/5) w tej przestrzeni. Wskazéwka: Udowodnij silniejsza
wlasno$¢ od nieréwnosci tréjkata: d(f,g) < max{d(f,h),d(h,g)}. Aby to zrobié zdefiniuj liczby «, , =
min{k € N: z;, # yi } dla 2,y € N 1 prztjrzy si¢ liczba ay g,

Zadanie 11 — Niech A i B bedg podzbiorami przestrzeni metrycznej (X,d) takimi, ze AN B # 0.
Pokaz, ze
d(AUB) <46(A)+46(B),

gdzie §(C) = sup{d(z,y) : x,y € C} ($rednica zbioru C).
1.1 Operacje wnetrza i domkniecia

Zadanie 12 — Rozwazamy liczby rzeczywiste R ze standardowa topologia. Niech
A=(0,1)U(1,2)U{3} U ([4,5]NQ)
Wyznacz wszystkie zbiory ktére mozesz ze zbioru A za pomocy operacji domkniecia oraz dopeknienia.

Zadanie 13 — Dla A C R oraz d € R okreSlamy A+d={z+d:xz € A}
1. Pokaz, ze cl(A+d) =cl(A) +d.

2. Znajdz nieskonczona rodzine S parami rozlacznych i gestych podzbiorow R.

Zadanie 14 — Pokaz, ze dla dowolnych podzbioréw przestrzeni topologicznej mamy
1.cd(ANB) Ccl(A)Ncl(B)
2. int (A) Uint (B) C int (AU B).

Podaj przyktady w ktorych inkluzje te sa wlasciwe.

Zadanie 15 — Wyznacz operacje wnetrza i domknigcia w nastepujacych przestrzeniach topologicz-
nych:

1. (A, {0, A}) (przestrzen antydyskretna)

2. (A, P(A)) (przestrzeh dyskretna)

3. S=({0,1},{0,{0},{0,1}}) (przestrzen Sierpifiskiego)

Zadanie 16 — (Generowanie topologii przez operacje domkniecia) Zalézmy, ze ¢ : P(X) —
P(X) jest operacja taka, ze c¢(0) = 0, A C ¢(A) = ¢(c(A)), A C B — ¢(A) C ¢(B) oraz ¢(AU B)
¢(A) U ¢(B) dla dowolnych A, B € P(X). Niech C. = {A € P(X) : ¢(4) = A} oraz O. = {U € P(X) :
X\ U €C.}. Pokaz, ze (X, O,) jest przestrzenia topologiczna.

Zadanie 17 — Niech X # (. Dla A C X x X okre$lamy

cd(A) ={(z,y) e X x X : (3t)((x,t) € A} .

1. Sprawdz, ze cl spelnia wymienione w poprzednim zadaniu wlasnoéci operacji ¢

2. Wyznacz zbiory domkniete i zbiory otwarte w topologii generowanej przez te operacje.

Zadanie 18 — (Twierdzenie Kuratowskiego) Niech (X, Q) bedzie dowolna przestrzenia topolo-
giczna. Dla A C X oznaczamy: A° =int (A), A~ =cl(4), A°= X\ A.

1. Zapisz podstawowe wlasnosci operacji int () oraz cl () uzywajac powyzszej notacji.



2. Pokaz, ze zachodza nastepujace zaleznosci (strzalki oznaczaja inkluzje)

A‘

Ao — A““’ A—o— IS

/

3. Pokaz, ze A7°7°" = A7° oraz A°°" = A°".
4. Niech o bedzie dowolnym, skoficzonym ciagiem operacji ze zbioru {—,o,c}. Pokaz, ze istnieje
skoficony ciag operacji T ze zbioru {—, o} taki, ze A2 = A” lub A7 = (A°)".

5. Korzystajac z poprzednich punktéw udowodnij twierdzenie Kuratowskiego o 14 zbiorach.

Zadanie 19 — Ile réznych zbioréw mozesz wyznaczy¢ za pomoca operacji domkniecia i dopelnienia z
ustalonego zbioru A C X w przestrzeni topologicznej z Zadania 17 ?

Zadanie 20 — Pracujemy na plaszczyznie R? z metryka euklidesowa. Niech B = {(%, %) :n, ke Nt}

1. Wyznacz zbiér C = cl(B).
2. Element x € X jest punktem skupienia zbioru A jesli dla kazdego zbioru otwartego U takiego, ze
x € U mamy U N (A\ {z}) # 0. Zbiér wszystkich punktéw skupienia zbioru A oznaczamy przez
A?. Wyznacz zbiory C¢, (C%)? oraz ((C?)?)<.
UWAGA: Przyjmujemy nastepujaca definicje brzegu zbioru A: 9(A4) = cl(A) Ncl(A4°) (w literaturze
znalez¢ mozna inne, ale réwnowazne, definicje).

Zadanie 21 — Niech A bedzie dowolnym podzbiorem ustalonej przestrzeni topologicznej X.
1. Pokaz, ze zbiory int (4),0(A),int (A€) sa parami rozlaczne oraz, ze ich suma jest réwna X.
Pokaz, ze int (A) = A\ 9(4).
Pokaz, ze cl (A) = AUO(A).
Pokaz, ze 0(A) = cl(A) \ int (A).
Pokaz, ze 9(0(A)) C 9(A).

oL N

Zadanie 22 — Niech X = ({0} x R) U {(x,y) € R? : 22 + y? = 1}. Rozwazamy przestrzei metryczna
(X,d), gdzie d jest obcieciem metryki euklidesowej w R? do zbioru X (czyli d = dewer [xxx). Niech
B = B((0,0),1). Wyznacz int (B), cl (B) oraz d(B).

Zadanie 23 — Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna i niech p € X. Pokaz, ze dla dowolnego
r > 0 mamy
O{r e X :d(z,p)<r}) C{xe X :dz,p) =r}.

C.D.N.
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