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1 Rozgrzewka: kinematyka

Dla x,y € R" okre§lamy (x,y) = ., x;y; oraz ||x|| = +/(x,x). Ponadto, x L y jest skrétem
wlasnosci (x, y) = 0.

1. Prawo réownolegloboku
Niech u, v € R". Pokaz, ze

2 2 2 2
e + V117 + lloe = vl = {lull” + [IVII" .

Zadanie 2
Niech a, b, w > 0 bedg ustalonymi stalymi oraz niech ¢(t) = (a cos(wt), b sin(wt)) dlat € R.

a) Po jakiej krzywej porusza si¢ punkt ¢. Jaki jest okres tego ruchu?
b) Oblicz ¢, [|41l, 4, [I4].

¢) Jaki jest zwigzek miedzy ¢(¢) oraz ¢(t)?

d) Kiedy ¢(¢) L ¢(1)?

Zadanie 3

Niech r, s, w > 0 beda ustalonymi stalymi oraz niech ¢(¢) = (r cos(wt), r sin(wt), st) dlat € R.
Oblicz ¢, ¢, ||$]|, ||$||oraz dtugosé krzywej {¢(¢) : t € [0,27/w]}.

Zadanie 4
Oto definicje dwoch podstawowych funkcji hiperbolicznych:
X 4 X X _ =X
cosh(x) = ¢ 26 , sinh(x) = ¢ 2e

a) Pokaz, ze sinh’(x) = cosh(x) oraz cosh’(x) = sinh(x)

b) Pokaz, ze cosh?(x) — sinh?(x) = 1, sinh(27) = 2sinh(¢) cosh(z), cosh(2¢) = cosh?(¢) +
sinh( 2¢) oraz cosh(7) + sinh(¢) = e*. Poréwnaj te wtasnosci z wtasnosciami funkji trygono-
metrycznych.

¢) Niech y/(t) = (t,3(e' + ™)) dla t € R. Oblicz 4, §, |||l |||l oraz dtugo$¢ krzywej
{y(2) -1 €[0,1]}.

Uwaga: Funkcje hiperboliczne bardzo przydadza si¢ nam mniej wigcej w potowie wyktadow.



Zadanie 5
Niech

1
r(t):(vx~t,—§-g~t2+vy-t+h),

gdzie vy, vy, g, h sa statymi.
a) Oblicz 7, 7.

b) Zat6ézmy, ze vox = voy = 01 h > 0. Wyznacz T takie, ze r(T) = (0,0) oraz wyznacz 7(T).
Zalézmy teraz, ze g = IO[S%]. Dla jakiej wartosci 2 mamy ||7(T)|| =~ 10[%-]? Do czego moze
Ci sie ta liczba przydac?

Zadanie 6
a) Niech f, g : R — R" bedg rézniczkowalne. Pokaz, ze

%(f(t),g(m = (f(0),80) +{f (1), &()) .

b) Niech ¢ : R — R” bedzie rézniczkowalna. Pokaz, ze

d - .
1D =2 (1), ¢(1)) .

Uwaga: Zapamietaj ten prosty wzor !!!

¢) Zatézmy, ze ||¢p(¢)|| = r, czyli, ze ruch ¢ odbywa si¢ na sferze o promieniu r. Pokaz, ze wtedy
(V1) (p(t) L ¢(1)). Jaka jest interpretacja fizyczna tej obserwacji?

2 Rozgrzewka: Dynamika
Zadanie 7
Zbiér A € R" nazywamy wypuklym jesli
(VP,Q € A)(Vt € [0,1])(tP + (1 - 1)Q € A) .

Dla skoriczonego zbioru = {Py, ..., P,} C R" definiujemy

n n
conv(P) = {Z aiP;:a; 20N Za’i = 1}
i=1 i=1

Zbidr ten nazywamy otoczka wypukla zbioru P.
a) Pokaz, ze P C conv(P).
b) Pokaz, ze conv(P) jest zbiorem wypuktym.
¢) Pokaz, ze conv(%P) jest zbiorem domknigtym.

d) Pokaz, ze conv(#) jest najmniejszym wypuktym zbiorem domknigtym ktéry zawiera P.



8. Twierdzenie Koniga
Rozwazmy izolowany uktad punktéw xi, ..., x, o masach m, ..., m,, oddzialujacych miedzy
soba z sitami F;;. Wiemy, Ze calkowity moment pedu p = 3% | m;x; jest staly. Niech
=1 MiXi
M

gdzie M = 3" | m;. Punkt S nazywamy S§rodkiem masy ukfadu.

S =

a) Pokaz, ze S € conv({x1,...,x,}).

b) Jakim ruchem porusza si¢ punkt S?

¢) Niech y; = x; — §. Niech
n
1,
T = Z Em,-xi
i=1

oznacza energig kinetyczng rozwazanego uktadu. Pokaz, ze

1. 1
T==-MS>+) —my>.
S+ 3 i

Zadanie 9

Niech x : R — R spetnia réwnanie X(¢) = b, gdzie b jest stalg. Pokaz, ze jest wtedy stala a taka,
ze x(t) = a + bt dlakazdego t € R.
Wskazéwka: Scatkuj obie strony réwnania w przedziale [0, T'].

Zadanie 10

Niech x : R — R spelnia rownanie x(t) = b + ct, gdzie b jest stalg. Pokaz, Ze jest wtedy stata a
taka, ze x(t) = a + bt + %ct2 dla kazdego r € R.

Zadanie 11

Niech x : R — R spelnia réwnanie X () = bx(t), gdzie b jest stalg. Pokaz, ze jest wtedy stata a
taka, ze x(¢) = ae” dla kazdego ¢ € R.

Wskazéwka: Przeksztal¢ réwnanie X = bx do postaci > = b, no i, oczywiscie, przyjrzyj si¢
mozliwosci x() = 0 w jakis$ punktach t.

Zadanie 12

Niech
x(t) = A cos(wt) + Bsin(wt) (2.1)

dla statych w, A 1 B.
a) Pokaz, ze (1) = —w?x(1).
b) Pokaz, ze dla dowolnych statych x( oraz v istnieje rozwigzanie zagadnienia

2

X =-wx
x(0) =xo
x(0) = vy

Uwaga: Z Teorii Liniowych Réwnan Roézniczkowych wynika, Zze kazde rozwiazania réwnania
rézniczkowego X = —w?x jest postaci[2.1]dla pewnych stalych A i B.



Zadanie 13

Niech X : R — R". Niech T'(z) = 3 |X (1)||* oznacza energie kinetyczng punktu materialnego o
masie m poruszajacego si¢ po krzywej X w chwili 7. Niech W oznacza prace jaka wykonuje pole
podczas ruchu obiektu poruszajacego sie zgodnie z rtéwnaniem mX = F(X) miedzy chwila fo a
11, czyli

131
W=/'wamxmwm.
to
Pokaz, ze
W=T(t)-T(t) .
Wskazéwka: Oblicz 4| X ()]|%.

Zadanie 14
Zatézmy, ze F = VU. Niech ¢ : R — R". Niech ty < ;. Pokaz, ze

/HWo¢@m=me»—me».

Wywnioskuj z tego, ze praca pola potencjalnego zalezy tylko od punktu poczatkowego i
konicowego.

a) Pokaz, ze jesli praca pewnym polu zalezy tylko od punktéw poczatkowych i koficowych drogi,
to jest to pole potencjalne.
Wskazowka: Ustal punkt P o okresl U(Q) jako prace pola F na jakiej$ drodze taczacej P z Q.

b) Zauwaz, ze w polu potencjalym praca pola na dowolnej petli (czyli takiej drodze ¢, ze
@(t9) = ¢(t1)) jest rowna zeru. Pokaz, ze wlasnos¢ ta charakteryzuje pola potencjalne.

Zadanie 15

Zatézmy, ze F(x,y) = (Fi(x,y), F2(x,y)) jest gtadkim potencjalnym polem wektorowym na

ptaszczyznie. Pokaz, ze
dF _ dF»

dy  dx
a) Niech F(x,y) = [—y,x]. Z gtéwnej czgéci zadania wynika, ze F nie jest polem potencjalnym.
Oblicz prace pola F na krzywej ¢(t) = (cos(t),sin(¢)) dlat € [0, 2x].

b) Wyprébuj polecenie
VeCtOfPlOt[{—y,X}, {x’ _1a 1}’ {y’ _1’ 1}]
programu Mathematica i wyja$nij wynik z poprzedniego punktu.

Zadanie 16

Niech
-1

U(x,y) =

a) Wyznacz VU oraz oblicz ||VU||.



b) Sprébuj zwizualizowaé pole wektorowe —VU. Mozesz skorzysta¢ z polecenie VectorPlot
systemu Wolfram Alpha.

¢) Uogdlnij powyzsze rozwazania na potencjat U(x) = ﬁ dlax € R".

17. PredkoSci kosmiczne

Rozwazamy obiekt A o matej masie m poruszajacy si¢ w polu grawitacyjnym generowanym
przez obiekt B o duzej masie M. Mozesz zalozy¢ wigc, ze na obiekt A dziata centralna o warto$ci
bezwzglednej F = G odzie d to odlegtos¢ obiektu A od punktu (0, 0,0). Ustalmy parametr

a2
r > 0.
a) Pierwsza predkoscig kosmiczng v; nazywamy predko$¢ v obiektu A poruszajacego si¢ po
orbicie kotowj o promieniu r wokét obiektu B. Wyznacz wzor na v;.
b) Druga predkosciag kosmiczng v;; nazywamy minimalng predkoS¢ v ktéra nalezy nadac
obiektowi A aby z poczatkowej odlegtosci r od obiektu B mdgt oddali¢ si¢ w nieskoniczonosc.
Wyznacz wzér na vy;.

¢) Wstawiajac odpowiednie parametry wyznacz obie predkosci dla Ziemi.

Uwaga: Jesli Twoje wyprowadzenia wzoréw na vy oraz vy sa dluzsze niz cztery linijki, to sprébuj je
wyprowadzi¢ ponownie.
C.D.N.

Powodzenia,
Jacek Cichon
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