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Geometria przestrzeni R”
1. Hoczyn skalarny (z,y) = >0 | ;s
2. Norma: |z| = \/(z, z)

3. Baza standardowa: e; = (1,0,,...
....,en =(0,0,0,...,0,1)

CJesliz = (z1, 22, ..

;0),e2 =(0,1,0,...,0),

LTp)toz; = (z,e)

. Cauchy: | (z,9) | < |z - |y]

- (@,y) = o] - Iyl cos(a)

. Odlegtosc euklidesowa de (z, y) = |z — y|

8. Nieréwnos$¢ tréjkata: de(z, z) < de(z,y) + de(y, 2)

N O b~

Przestrzen metryczna
Przestrzenia metryczna nazywamy pare (X, d) taka, ze X jest niepustym
zbiorem oraz d : X X X — [0, c0) jest funkcja spelniajaca warunki:

1. dz,y) =0 zxz=y

2. d(z,y) = d(y, v)

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Przyktady:
L. (Rv d)v gdZie d(Ivy) = ‘3? - yl
2. (R™,de)

3. (R?,d1), gdzie di (x,y) = |v1 — y1| + |22 — y2]

4. (R?,dso), gdzie doo (z,y) = max{|z1 — y1], |z2 — y2|}
Def. Kula: B(a,r) = {z € X : d(z,a) < r}
Def. Zbiér U C X jest otwarty jesli

(Va € U)(Ze > 0)(B(a,e) CU) .
Def. Zbiér D C X jest domknigty jesli X \ D jest otwarty.
Tw. Pozdbiér D C X jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego zbieznego ciagu (zr ) elementéw zbioru D mamy
limy,, ,, € D.
Zbieznos¢ ciagow
Def. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, niech (x,) bedzie
ciggiem punktéw przestrzeni X oraz niech g € X. M6éwimy, ze ciag
(zn) jest zbiezny do g (limy, xn = g) jesli
(Ve > 0)(AN)(Yn > N)(d(zn,g) < €).
Tw. Niech (z,,) bedzie ciagiem elementéw przestrzeni R™ oraz niech
g € R™. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. limp zn =g

2. (Vi=1...m)(limp (zn, e;) = (g, e;)).

Przyktad:
1 n
lim (L /n, (1 + 7) ) = (1,1,¢)
n n+1 n

Ciaglos¢
Def. Niech (X, d), (Y, p) beda dwoma przestrzeniami metrycznymi,
f: X —>Y,a€ Xorazb €Y. Méwimy, ze limg—q f(x) = bjesli

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X)0 < (d(z,a) <6 — p(f(z),b) <e¢)

Tw. limg 4 f(z) = b wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu
punktéw (x) zbieznego do a réznych od a mamy lim,, f(xzn) = b.
Def. Niech (X, d), (Y, p) beda dwoma przestrzeniami metrycznymi,
f X — Y. Funkcja f jest ciagta w punkcie a € X jesli

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X)(d(z,a) < § = p(f(z), f(a)) <€)

Tw. f jest ciagta w a € X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu
punktéw (xy,) zbieznego do a mamy lim,, f(zy,) = f(a).

Tw. Ztozenie funkcji ciaglych jest ciagte.

Tw. Funkcja f = (f1,..., fm) : R™ — R™ jest ciagta w punkcie

a € R™ wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje fi, ... fm, saciagte
w punkcie a.

Tw. Funkcje s(z,y) =z +y,m(z,y) =z y,i(z,y) = x/ysa
ciagte.

Roézniczkowanie

Def. Funkcja f : R™ — R™ jest rézniczkowalna w a € R™ jesli
istnieje odwzorowanie liniowe L : R™ — R™ takie, ze

i @+ 2) = (f@) + LE@)| _

z—0 |([|

0

Odwzorowanie L oznaczamy przez f’(a) lub (D f)(a)
Def. i-ta pochodna czastkowq funkcji f : R™ — R w punkcie a € R™
nazywamy liczbg
of
ox;
Tw. Niech f = (f1,...
punkcie a. Wtedy

0
M ¢/ =
e [B:ch (a)} i=1,...,n,5=1,..m

Przyktad: Niech f(z,y) = (z - y, €® + y?). Wtedy

b a
My (ap) = [ er 2 ]

Tw. Jesli wszystkie pochodne czastkowe sa ciagte w otoczeniu punktu a
to funkcja jest rézniczkowalna w punkcie a

Uwaga: istnienie wszystkich pochodnych czastkowych nie gwarantuje
istnienia pochodnej.

Tw. Jesli drugie pochodne czastkowe sa ciagte, to

02 f _ 02 f
O0x;0x; o Ox;0x; '

(a) — lim f(a’—’_tel)_f(a)

t—0 t

, fm) : R™ — R™ bedzie rézniczkowalna w

Gradient
Def. Niech f : R™ — R, a,b € R". Pochodna kierunkowa funkcji f w

pukcie a w kierunku b nazywamy liczbe

Dyf(a) = g%w .

Tw. Dy f(a) = (f'(a))(b)

Def. Niech f : R™ — R. Gradientem f w punkcie a nazywamy wektor

Vol = [ @ )]

Tw. Dy f(a) = (Vaf,b)
Whiosek: Vg f jest kierunkiem najszybszego wzrostu funkcji.
Oznaczenie: Dla h = (h1, ..., hy):

9] 9]
Dp =49 —nh ...+ —h
h {8901 L +an n}

Wz6r Taylora dla funkcji wielu zmiennych: Jesi wszystkie pochodne
czastkowe funkcji f rzedu < k + 1 istnieja w pewnym otoczeniu punktu
z € R™, to

Flo+h) = @)+
((DRN@) + 5 (DRI @) + 5 (DR (D)) + -+

RPN + 5 (D) e+ o)

dla pewnego 0 € (0,1).

Lokalne ekstrema

Tw. [Warunek konieczny] Jesli f : R™ ma lokalne ekstremum w punkcie
a, to dlakazdego i = 1,...,n mamy %(a) =0(czyli Vo f =0)

Def. Hesjanem funkcji f : R™ — R w punkcie a nazywamy macierz

o2 f }
Oxi0x;5 ), iy

Vif=[

N (%

Tw. Jesli Vo f = 0 V2 f jest dodatnio (ujemnie) okreslony, to funkcja

éma lokalne minimum (lokalne maksimum) w punkcie a.
RYTERIUM SYLVERTA: Dla macierzy kwadratowej M =

(my4,5)s,5=1,...,n Wprowadzamy oznaczenie M[k] = (M; ;)i j,=1... .k
1. M jest dodatnio okres$lona jesli (Vk = 1..n)(det(M[k]) > 0),

2. M jest ujemnie okreslona jesli

(Vk = 1.n)((—=1)* det(M[k]) > 0),



