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Niezmiennik i skonczonos¢ petli Notatki

Poprawno$€ programu |
Na wyktadzie tym zajmiemy sie dwoma zagadnieniami:
@ czy petla jest poprawna? ..................................................................................

@ czy petla zawsze konczy prace?

.

Definicja: Czg$ciowa poprawno$é

Moéwimy, ze program S jest cze$ciowo poprawny gdy dla danych
spetniajacych warunek P, jesli program S konAczy prace, to jego
wyniki spetniajg warunek Q. e
Jesli program nie konczy pracy, to jest czeSciowo poprawny.

.

Definicja: Petna poprawno$é
Mowimy, ze program S jest w petni poprawny gdy, jesli dane SPElNaa | e
warunek P, to program S konczy prace i jego wyniki spetniaja
warunek Q.

Jesli program nie koriczy pracy, to nie jest w petni poprawny.
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Dla petli istnieje potencjalnie nieskoficzenie wiele $ciezek obliczen. J

Jak udowodnié poprawno$¢ nieskonczenie wielu $ciezek obliczen? J

Dowody przez indukcjg_ ) ..................................................................................

Rozpatrzmy nastepujaca petle
1: while W do
2: S ..................................................................................
3. end while

Gdzie Wjest warunkiem sterujacym petli asS ciagiem instrukcji_ ..................................................................................
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Zawsze istnieje warunek P taki, ze:

1: — { zaktadamy (P A W) }

2: S

3. — { spetnione jest (P )}
to znaczy, jesli spetniony jest warunek P oraz W, to po wykonaniu
ciggu instrukcji S spetniony jest warunek P (takim warunkiem jest np.
True).

Mozna udowodnic¢, ze taki warunek P ma rowniez takag wtasno$c:
: — { spetnione jest (P )}
. wh“e W do ..................................................................................
S

: end while

: — { spetnione jest (P A -W )}

g A wWwN =

Warunek P o powyzszej wtasnosci nazywa sie niezmiennikiem petli. J
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Niezmiennik i skoficzonos¢ petli

Nazwa niezmiennik podkresla, ze warunek ten jest zachowany
podczas wykonywania petli (nie zmienia sig).

Przyjmijmy, ze w petli zmieniajg swoje wartosci zmienne xi, Xz, . . . X |

Warunek P bedziemy zapisywacé jako P(xy, X, .. ., Xn)-
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Aby udowodni¢, ze P(xi, Xz, . . ., X») jest niezmiennikiem bedziemy
stosowac¢ indukcje :

@ w pierwszym kroku bedziemy sprawdzac¢, czy po dojsciu do petli
(a przed rozpoczeciem jej wykonywania) dane spetniaja warunek
P(x1, X2, ..., Xn) (W tym celu podstawimy za zmienne x1, X, .. .,
X wartosci jakie maja przy dojsciu do petli i sprawdzimy czy
zachodzi warunek P).

@ w drugim kroku bedziemy udowadnia¢ nastepujaca implikacje:
P(X1, X2, ., Xn) AW(X1, Xo, ., Xn)ANQ(X1, Xo, - Xn, X1, X3, - -5 Xp)

= P(X{, X3, ... Xp)

gdzie warunek Q(x1, Xz, . .., Xn, X{, X5, . . ., Xp,) wyraza zalezno$¢
nowych warto$ci zmiennych (te z primami) od starych warto$ci
(te bez primoéw)
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Dla ponizszej petli

1: while W do

22 X+ X+1

3 Y+ Y+ X

4: end while
warunek Q(X, X', Y, Y’) jest nastepujacy (X' = X +1AY =Y+ X')
(zwré¢ uwage, ze do starej wartosci Y dodawana jest nowa warto$é
X' obliczona w poprzedniej instrukcii).

Jesli powiedzie sie dowod indukeyjny, to udowodnilismy, ze po
wykonaniu petli while nadal zachodzi warunek P, czyli jest on
niezmiennikiem petli.
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Kluczowa role odgrywa to, jaki warunek P bedziemy dowodzi¢.

Jak wczesniej wspomniano taki warunek zawsze istnieje ale warunek
True jest bezuzyteczny gdyz wszystkie warto$ci danych go spetniaja,
wiec nic nie méwi on o dziataniu petli.

Najlepiej bytoby za P przyja¢ warunek spetniony przez jak
najmniejszg liczbe danych (jak najsilniejszy), dlatego przez
niezmiennik petli bedziemy uwazac¢ najsilniejszy warunek sposréd
tych, ktére sa zachowane podczas dziatania petli.
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Skad wzig¢ taki najsilniejszy warunek? J

Piszac petle, myslimy jak ona ma dziata¢ by uzyska¢ pozadany efekt i
prawie zawsze wyobrazamy sobie taki niezmiennik.

skomplikowana: najlepiej przesledzi¢ dziatanie petli analizujac $lad
wykonania jej pierwszych kilku/kilkunastu iteracji i obserwujac jak
zmieniaty si¢ dane w kolejnych iteracjach mozna stara¢ sie odgadnaé
postaé niezmiennika.

Po sformutowaniu warunku P nalezy jeszcze udowodni¢ indukcyijnie,
ze faktycznie jest to niezmiennik.

Dla petli napisanych przez innych sytuacja jest bardziej ‘
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Niezmiennik i skonczonos¢ petli - przyktad Notatki

Przyktad: iloraz catkowity

W ponizszym fragmencie kodu dane sg wartosci zmiennych
catkowitoliczbowych x > 0i y > 0.

1: g« 0

2. r< X

3: while r > y do
& TT—y
5
6

g« qg+1

sendwhile

Udowodnimy, ze powyzsza petla wylicza iloraz catkowity g i reszte r z
dzielenia x przez y.

Pokazemy indukcyjnie, ze niezmienniKiem JEST s

Pla,r)=(x=q-y+nn(0<r)
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W pierwszym kroku sprawdzimy czy warto$ci g = 0 i r = x spetniaja
warunek niezmiennika:

PO,X)=(x=0-y+x)A(0<x)=(x=x)A(0<x)=(0<X)

”

W drugim kroku pokazemy prawdziwo$¢ implikaciji
PANAG S DAQEAIE) = PGLF) |
gdZIe ..................................................................................

Qq.q.,r.,r)=("'=r—y)A(d =q+1)
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Zalozenia

X=q-y+r=(q-1)-y+r=(q@-1)-y+("+y)=q -y+r
Fr=r—y 20 L

zatem nowe warto$ci g’ i r’ spetniaja warunek P
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Niezmiennik i skonczonos¢ petli - przyktad

Po wyijsciu z petli zachodzi

P@N)A(r<y)=(x=q-y+NAQO<r<y)

Skonczono$¢ wykonania petli wynika z kolejnego zmniejszania sig r i
dojécia do kresu dolnego mniejszego niz y. J
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Niezmiennik i skonczonos¢ petli - przyktad

Przyktad: potegowanie catkowite

W ponizszym fragmencie kodu dane sg wartosci zmiennych x > 0 i
n>0

1.y« 1

2. p— X

3: i< n

4: while i #£ 0 do

5. if i mod 2 = 0 then
6: p<p-p

7 i« i/2

8. else

9: y<y-p

10: ji—1

11:  end if
12: end while

Udowodnimy, ze powyzsza petla wylicza x".

Pokazemy indukcyjnie, ze niezmiennikiem jest P(y,p,i) =y - p' = x".)
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W pierwszym kroku sprawdzamy czy wartosciy =1, p=xii=n
spetniajg warunek niezmiennika: P(1,x,n) =1-x" = x" = x" = x" J

W drugim kroku pokazujemy prawdziwo$¢ implikacii
Ply,p, ) A(i #0)AQUy, Y, p,p,i,1') = P(y'.p/, 1),

gdzie Q(y,y’,p, P, i,i") opisuje jak w jednym przebiegu petli
zmieniaja sie wartoéci zmiennych y, p oraz i.
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Zmiany zmiennych zalezg od parzysto$ci wartosci zmiennej i, zatem
dowdd bedzie sktadat sie z dwdch przypadkow:
@ |/ jest parzyste
o zatozenia: (y - p' = x")A (i Z0)A (Y =y)A (P =P A (i =i/2)
o teza:y - p’ = x"
o dowed: y' - p" =y (p?)/2 =y p' = x"
@ i jest nieparzyste
o zatozenia:
- =xVNGAOVAY =y-P)A(E =p)A (" =i=1)
o tezary' - p’ =x"
o dowéd: y' - p” = (y-p)-p =y p

i:Xn

Po wyjsciu z petli zachodzi warunek P(y, p, i) A (i = 0), zatem
(y-p'=x")A(i=0) = y=x" J
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Skonczonosé petili Notatki

petni poprawny. Nalezy jeszcze udowodni¢, ze dla wszystkich
poprawnych danych petla konczy prace.

Samo udowodnienie niezmiennika nie gwarantuje, ze program jest w J

wartos$ciach catkowitych ograniczonych z dotu, ktére przy kazdej
iteracji petli maleja.

Aby pokazaé, ze petla koriczy prace nalezy poda¢ wyrazenie o ‘

Porzadek < na liczbach naturalnych jest dobrze ufundowany, gdyz
nie istnieje nieskonczony ciag malejacy o wartosciach naturalnych. J

catkowitych ograniczonych z géry, ktére przy kazdej iteracji petli

Analogicznie mozna dla dowodu poda¢ wyrazenie o warto$ciach
rosng (wéwczas maleje dystans do gérnego ograniczenia). ‘
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Hipoteza Collatza (hipoteza 3n + 1)

W roku 1937 niemiecki matematyk Lothar Collatz sformutowat
hipoteze, ze ponizszy ciag zawsze osigga warto$¢ 1 dla dowolnej
poczatkowej wartosci catkowitej co > 1

B = cn/2 gdy c, jest parzyste
T TN BuCn+ 1 gy Cn St MIEPAIZYSIE | e

Hipoteza pozostaje do dzi$ nierozstrzygnieta (sprawdzono liczby
MNigjsze 00 5- 260 & 5764 1018). |
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