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Mnozenie Notatki

Chcemy pomnozy¢ dwie liczby catkowite a i b postugujac sie tylko
dodawaniem, dzieleniem przez 2 i sprawdzaniem nieparzystosci. J

1: X+ a,y+bz«0 {x=any=bArz=0}

ool Ees | RIS EERE R
3 {z+xy = ab}

4: |f Odd(X) then ..................................................................................
5: Z—z+y

6: endif
7: {(odd(x) Az —y + xy = ab) vV (modd(x) A z+ xy = ab)}

8 X+ [x/2]

o (zaBxy—abl
100 y+y+y

11: {Z+Xy = ab} ..................................................................................
12: end while

13: {Z=ab) e e
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Niezmiennik z + xy = ab inicjalizuje si¢ dobrze po poczatkowych
przypisaniach x < a, y < biz « 0. J

Z niezmiennika z + xy = ab i zaprzeczenia warunku petli x = 0
wynika natychmiast warunek koricowy z = ab. J

Niezmiennik z + xy = ab odtwarza sie po kazdym obrocie petli. Jesli
na poczatku petli x jest parzyste, to pierwsza instrukcja jest
rébwnowazna pustej i w oczywisty sposéb niezmiennik POzostaje | s
prawdziwy. Jesli natomiast na poczatku petli x jest nieparzyste, to
najpierw wykona sig instrukcja z <— z + y, po ktorej bedzie Spelniony |
warunek z — y + xy = ab. Teraz wykonanie instrukcji x < [x/2]
spowoduije, ze bedzie spetniony warunek z — y + (2x + 1)y = ab, co
jest rbwnowazne warunkowi z + 2xy = ab, co po przypisaniu

y < y + y doprowadza nas z powrotem do niezmiennika

Z+Xxy = ab, ato jest odtworzony NIEZMIENNIK. L e
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1: X+ ay+bz«0
2: while x # 0 do

3:  if odd(x) then

4 Z+z+y

5. end if

6: X4 [X/2] e e
7

8:

yey+y
end while

Jest oczywiste, ze jesli a > 0 to petla sie zakonczy. J

Co sie jednak stanie gdy a < 0? J

Przesledzmy na tablicy dziatanie programudlaa= —5ib = 2. J

Program sie zapetla, gdyz |—1/2| = —1. Zatem program jest tylko
cze$ciowo poprawny (niezmiennik petli z + xy = ab zawsze jest
prawdziwy).
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Wyszukiwanie binarne Notatki

Zatozmy, ze w tablicy A(1 : n) mamy posortowane niemalejaco lICZby | e e
catkowite i chcemy sprawdzi¢, czy jest w niej element x. J

1: /1< 1,p«n
2: while / < pdo
s« (I +p)/2]
if x > A[s] then
[+ s+1
else
DS
end if
9: end while
10: jest + x = A[l]

3
4
5:
6:
7
8

Nie sprawdzamy nigdzie, czy przypadkiem A[s] = x, tylko
doprowadzamy za kazdym razem do momentu, w ktérym badany
przedziat jest jednoelementowy.
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Ustalmy, ze predykat Sort(A) jest prawdziwy jeSlltablica A Jest | TTTTTTTIITIOITTIITOIneeee
posortowana niemalejgco. J

Dopiszmy teraz do petli niezmiennik
1: 1+ 1,p+<n
2: while / < pdo

3: {Sort(A)/\(1 < I < p g n) /\(El1gk<n A[k] X 4> L aasLeaeaae
Jickp AlK] = x)}

4 S [(IHP)/2] s

5:  if x > A[s] then

6: I « S + 1 ..................................................................................

7. else

8: p<« S

P

10: end while

1: jost < X =All] e
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Niezmiennik

Sort(A) A (1 <1< p<n)A(Fi<k<n AlK]l = X <= Fi<k<p AlK] = X)

méwi nam, ze
@ tablica jest posortowana caty czas,
@ indeksy / oraz p sa w zakresie indeksow tablicy i / nie przekracza
P

@ jesli element x jest gdzies w tablicy, to jest miedzy indeksami /
oraz p.

Zauwazmy, ze niezmiennik inicjalizuje sie dobrze, jesli tylko 1 < n
(czyli tablica jest niepusta). J
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Ze wzgledu na to, ze dla k > 1 zachodzi 1 < |k/2| < kotrzymujemy
nieréwno$é | < s < p dopdki 1 < / < pi ta ostra nierdwnos$¢ jest
bardzo istotna. Zauwazmy wiec, ze przypisujac zmiennej / warto$¢
s+ 1 otrzymujemy warto$¢ ostro wigkszg od /, a przypisujac
zmiennej p warto$¢ s otrzymujemy wartoS€ MNiejszg 0SIr0 O P. | e
Zatem p — | ma warto$ci w zbiorze liczb naturalnych i maleje z
kazdym obrotem petli. Czyli petla zawsze sie zakonczy.

Jesli x > A[s], to ze wzgledu na przechodnio$C relacji WIBKSZOSCI | cee
mamy x > Alk] dla 1 < k < s, wiec jesli istnieje x w tablicy, to istnieje
miedzy s+ 1ap.

Jesli zas x < A[s], wowczas jedliistnieje X WtabliCy, O W | e
szczeg6lnosci jest w przedziale od 1 do s, zatem przypisanie p + s
nadal utrzymuje w prawdziwosci ten warunek.
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Wyszukiwanie binarne Notatki

Pozostaje pytanie czy zaprzeczenie warunku petli w potaczeniu z
niezmiennikiem da nam koAcowy warunek

Al =X = Fickan AIKI = X7

Zaprzeczenie warunku to / > p. W koniunkcji z niezmiennikiem daje |  TTTTIITITIIIITIITITIIIITIIIann sy
nam / = p. Z niezmiennika wiemy, ze warunek 31<x<n A[k] = x jest
rownowazny warunkowi Jick<p A[K] = X, @le ze [ = p,10JESET0 | e
rownowazne warunkowi A[f] = x.

Tak znaleziona warto$¢ x bedzie zawsze pierwsza od lewe;j.
Dlaczego? J
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Zatézmy, ze instrukcje
1: if x > A[s] then
2 [+ s+1
3: else
4 p+s
5 end if
zastgpimy instrukcja
X S AISTINEN
2 l+s
3: else
4 p+s—1
5: end if

Sytuacja wyglada na zupetnie symetryczna. J

Jest to bardzo czesty btad popetniany przy kodowaniu tego
algorytmu. Program moze sie zapetli¢. Kiedy i dlaczego? J
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