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Rozgrzewka

Definicja 1 Graf losowy dwumianowy G(n,p) (n - liczba wierzchotkéw, p € [0,1]) generujemy
nastepujgceo. Zaczynamy od zbioru izolowanych wierzchotkéw etykietowanych {1,2,...,n}. Nastepnie dla
kazdej pary wierzchotkow i,j takich, ze 1 < i < j < n tgczymy je krawedzig z prawdopodobienistwem p,
niezaleznie od pozostatych.

Zad. 1 — Niech G bedzie pewnym ustalonym grafem prostym o n etykietowanych wierzchotkach i
m € {07 1,..., (g)} krawedziach.

1. Ile jest takich grafow?
2. Jakie jest prawdopodobieristwo wygenerowania grafu G w schemacie G(n,p)?

3. Jakie jest prawdopodobieristwo wygenerowania grafu o m krawedziach w schemacie G(n, p)? Sprawdz,
czy Twoj rozklad prawdopodobieristwa sumuje sie do 1. Jak wyglada ten rozklad, gdy p = 1/27

Zad. 2 — Niech G,, ;, bedzie dwumianowym grafem losowym. Zdefiniujmy nastepujgce zmienne losowe:

|Enpl = e(Ghp) - liczba krawedzi w G, ,
T, p - liczba trojkatow w G, p,

I, p - liczba wierzchotkéw izolowanych w G, 5,

A%i, - liczba wierzchotkéw stopnia co najmniej 2 w G, p,
e D, , - stopien wybranego wierzchotka.

Wyznacz ich wartoSci oczekiwane. Jaki rozktad ma |E, p|? Jaki rozktad ma D,, ,,?

Zad. 3 — Rozwazmy nastepujacy proces. Zaczynamy od zbioru izolowanych wierzchotkéw etykieto-
wanych {1,2,...,n}. Nastepnie dla kazdej pary wierzchotkow i, j takich, ze 1 < i < j < n laczymy je
krawedzia z prawdopodobieristwem p, niezaleznie od pozostalych. Nastepnie dla kazdej pary wierzchotkéw
i,j nie polaczonych krawedzia, takich, ze 1 < i < j < n, laczymy je krawedzia z prawdopodobieristwem
q, niezaleznie od pozostalych. Co mozna powiedzie¢ o powstalym grafie?

Zad. 4 — Zalézmy, ze liczba uzytkownikoéw Facebooka w Polsce to n = 17,6 - 109, za$ $rednia liczba
znajomych pojedynczego uzytkownika to p = 240. Naszkicuj rozklad zmiennej losowej z rozktadu dwu-
mianowego o parametrach (n,p/n). Wiadomo, ze rozklad liczby osob posiadajacych k znajomych na
Facebooku wyglada mniej wiecej tak, jak pokazano na ponizszym wykresie. Czy G(n,p) bylby dobrym
modelem Facebooka?
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Rysunek 1: Power-law



Lista 1. momentu

N=1{0,1,2,...}, Nt = {1,2,3,...}
e [n]=1{1,2,...,n} dlan e NT

n—oo

e f(n) < g(n),jezeli f(n)/g(n) ——=0

n—oo

e f(n) > g(n),jezeli f(n)/g(n) —— oo

Zad. 1 — Ile razy w zyciu dowodzit(ale)$ nieréwnosci Markova? Zwieksz te liczbe o 1.

Nieréwnosé Markova. Niech X bedzie nieujemna zmienng losowa. Wtedy dla kazdego a > 0

E[X]

a

P[X > q

Rozwazmy ciag zmiennych losowych (X,,)22 , przyjmujacych wartosci w zbiorze liczb naturalnych N.

1. Co mozna powiedzie¢ o lim,,—, o P[X,, = 0], jesli lim,,_, o E[X,,] = 07

n—oo n—oo

2. Podaj przyktad ciagu zmiennych losowych takich, ze E[X,,] —— oo, ale P[X,, = 0] —— 1.

3. Przemys$l punkt 1. i 2.

Zad. 2 — Niech G, bedzie dwumianowym grafem losowym, za$ P wtlasnoscig ,,graf posiada co naj-
mniej jedng krawedz”. Udowodnij, ze dla p = p(n) < 1/n?

P(Gn,p € P] 2225 0.

Zad. 3 — Niech G, , bedzie dwumianowym grafem losowym, za$ Pa wlasnoscia ,graf posiada co naj-
mniej jeden trojkat”. Zaproponuj sensowna funkcje f(n) taka, ze dla p = p(n) < f(n)

n—oo

]P)[Gn’p € Pa] —— 0.

Zad. 4 — Niech G,, ;, bedzie dwumianowym grafem losowym, za$ P, wlasnoscia ,,graf nie posiada wierz-

chotkow izolowanych”. Niech € > 0. Udowodnij, ze dla p = p(n) > W

P[G,p € Po] 2225 1.

(Skorzystaj z nierownosci 1 —x < e ® dla z € R.)

n— oo

1. Czy w zadaniu 2/dla p = p(n) < (1 — €)/n? otrzymaliby$my P[G,, , € P] —— 07

n—oo

2. Czy w zadaniu [3[dla p = p(n) < (1 — ¢) f(n) otrzymalibysmy P[G,, , € Pa] —— 07?



Lista 2. momentu

Zad. 1 — Rozwaz funkcje f(p) = PG, € P] dla p € [0,1]. Uzasadnij, ze f(p) jest ciagta na [0,1].
Tle wynosza f(0) oraz f(1) dla wlasnosci wymienionych na liscie 1. momentu oraz w w Misji 1 (mozesz
przyja¢ n > 5)7

Zad. 2 — Niech P bedzie wtasnosciag monotonicznie rosnaca. Uzasadnij, ze P jest whasnoscia mono-
tonicznie malejaca.

Zad. 3 — Pokazalismy, ze jesli P jest wlasno$ciag monotonicznie rosnaca, to
P(Gnm € P] <PlGpm €P] dla m<m'.
Czy nier6wnos¢ pozostaje prawdziwa, gdy wlasnosé P jest monotonicznie malejaca?

Zad. 4 — Zaproponuj coupling, dzieki ktéremu uzasadnisz, ze jesli P jest wlasno$cia monotonicznie

rosnaca, to
]P)[G'"’7p € P] < ]P)[Gn7p/ S P] dla p < p/.

Zad. 5 — Ile razy w zyciu dowodzil(ale)s nieréwnosci Czebyszewa? Zwieksz te liczbe o 1.

Nieréwnosé Czebyszewa. Niech X bedzie zmienng losowa. Dla kazdego ¢t > 0 mamy

Var[X
PlX —EX| > ¢ < VAl
12

Rozwazmy ciag dodatnich zmiennych losowych (X,,)5% .
1. Jak wyglada nieréwnos¢ Czebyszewa dla t = E[X,]?
2. Wstaw odpowiednig nieréwnos$é¢ pomiedzy P[X,, = 0] i P[|X,, — E[X,,]| > E[X,.]].
3. Co mozna powiedzie¢ o lim, o, P[X,, = 0], jesli lim, o EE[[%’ZL]L =17

Zad. 6 — Niech G,, ;, bedzie dwumianowym grafem losowym. Zdefiniujmy nastepujgce zmienne losowe:
o |E, | =e(Gryp) - liczba krawedzi w G, p,
o T, p - liczba trojkatow w Gy, 5.

Sprobuj wyznaczy¢ ich wariancje.



Lista 3. progéw

Zad. 1 — Ponumerujmy wszystkie trojkaty w etykietowanym grafie K, liczbami naturalnymi od 1
do (%). Niech T := T, , bedzie zmienng losows oznaczajaca liczbe trojkatow w grafie losowym G, . Dla
1€ [(g)] definiujemy zmienne losowe

T — 1 jezeli trojkat numer ¢ nalezy do G, p
‘0 W p.p.

Oczywiscie, T' = Ez(i)l T;.
1. Uzasadnij, 7e E[T?) = E[T) SV B[T, = 1|7y = 1].
2. Wyznacz Var[T].
3. Czy réwnosé analogiczna do tej z punktu 1. zachodzi dla ponizszych zmiennych losowych?

o I, , - liczba wierzcholkéw izolowanych w G, 5.
o I, , - liczba krawedzi w Gy, p.

) Kﬁlk,)j - liczba kopii grafu K w G, .

Zad. 2 — Udowodnij, ze p*(n) = % jest progiem dla wlasnosci Pa - ,graf posiada trojkat” w G, p.

Zad. 3 — Zaproponuj funkcje p*(n), ktéra mogtaby by¢ progiem dla wlasnosci Pk, - ,graf posiada
kopie K4” w G, . Udowodnij, ze Twoje p*(n) jest progiem dla Pg,.

Zad. 4 — Zaproponuj prog dla wtasnosci Pk, - ,graf posiada kopie K;,” w G, , dla stalego & € N.
Sprobuj udowodnié, ze rzeczywiscie jest progiem.

Zad. 5 — Zaproponuj prog dla wlasnosci Py - ,graf posiada kopie H” w G, , gdzie H jest dowolnym
grafem o stalej liczbie wierzchotkéw vy i statej liczbie krawedzi ep.

1. Jak wygladalby zaproponowany przez Ciebie prog dla grafu przedstawionego na Rysunku 27

2. Poréwnaj go z progiem dla Pk, .

3. Wyciagnij wniosek.

Rysunek 2: Lollipop

Zad. 6 — Udowodnij, ze p*(n) = 1“7" jest ostrym progiem dla wlasnosci P, - ,,graf nie posiada wierz-
chotkéw izolowanych” w G, 5.



Lista 4. wyzwan

By¢ moze najpierw warto sobie przypomnieé¢, ze
("< ()< () danken,
e l—zx<e*dlaxeR,

o 1 —z>e /070 dlaxe0,1),

f(n) = olg(n)) <= f(n) < g(n),
f(n) = w(g(n)) <= f(n) > g(n).

Zad. 1 — Znajdz prog p*(n) w Gy, dla wlasnosci P - ,graf jest suma wierzcholkéw izolowanych i
krawedzi izolowanych”.
Wskazowka: Czego nie ma graf, ktory jest sumag wierzchotkow izolowanych i krawedzi izolowanych?

1
w(1l)n

Zad. 2 — Niech p = p(n) < L (réwnowaznie p = p(n) < ). Niech Pr oznacza wlasnoscé ,graf jest

lasem”. Udowodnij, ze
n—oo

]P[Gmp S PF] — 1.

Wyznacz prog w G, dla wlasnodci Pr.
Wskazowka: Pomysl o cyklach dtugosci co nagmniej 3.

Zad. 3 — Niech G = (V, E) bedzie grafem prostym, |V| = n. Separacja w G nazwijmy taka partycje
zbioru wierzchotkow {S,V'\ S}, gdzie 1 < |S| < n/2 oraz dla kazdej krawedzi {v,w} € E mamy v,w € S
lub v,w € V '\ S. Niech € > 0 oraz p = p(n) > W Udowodnij, ze

P[G,, , posiada separacje] —— 0.

Telor oianka - > &7 . » e n/2 e > nenhnn [vn] . n/2 \
Wskazowka: Jesli badasz pewng sume Y ;27 (...), to rozwaz osobno ) ;Y " (...) oraz " S+ (..).

Zad. 4 — Udowoduij, ze p*(n) = 1“7” jest w G,, ,, ostrym progiem dla wlasnosci Pc - ,,graf jest spojny”.

Cwiczenia z wykladu

Zad. 1 — Niech G = (V, F) bedzie grafem dwudzielnym z partycja wierzchotkow V = U U W, gdzie
|[U| = |W]| = n. Niech S C U bedzie najmniejszym (w sensie mocy zbioru) zbiorem w G naruszajacym
warunek Halla (czyli |S| > |N(S)|, gdzie N(S) to zbior sasiadow wierzchotkow z S).

1. Pokaz, ze |S| = |N(S)| + 1.

2. Pokaz, ze |S| < [n/2].

3. Pokaz, ze kazdy wierzchotek z N(S) jest sasiadem co najmniej dwoch wierzchotkow z S.

Zad. 2 — Niech I, ,, , bedzie liczba wierzchotkéw izolowanych w dwudzielnym grafie losowym G, p.
Udowodnij, ze

< Inn—w(l)

0, < lnno
]P)[In,n,p = 0] TH—OO) {1 p> In n4w(1)

) — n



