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LIiSTA NR 3 CD. — CWICZENIA

1. Rozwazmy zagadnienie plecakowe w wersji ciggtej sformulowane za pomoca nastepuja-
cego zadania programowania liniowego LP:

c1xr1 + -+ cpxr, — max

przy ograniczeniach:
a1x1 + -+ apTy < b,
0<uz; <1, Vie|n].

Nastepujacy algorytm wyznacza rozwiagzanie problemu LP:

S c

e Uporzadkuj przedmioty w nierosnacym porzadku wzgledem stosunkdw o a2

>
e W16z do plecaka przedmiot (podstaw x} = 1) o najwiekszym stosunku (najbardziej

atrakcyjny).

Powtarzaj proces dopdki plecak nie jest pelny.
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przedmiotéw zmiescito sie w calodci w plecaku, tylko czesé r + 1-szego przedmiotu
jest w plecaku).
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Pokazaé, korzystajac z dualnodci, ze £* jest rozwigzaniem optymalnym problem LP a
co za tym idzie rozwigzaniem optymalnym zagadnienia plecakowego w wersji ciggte;.

2. Zalozmy, ze wagi przedmiotoéw a;, @ € [n], w problemie plecakowym, w wersji ciagtej
(zob. zad. , moga sie¢ waha¢. Niech U(I'¢) bedzie zbiorem mozliwych wag przedmiotow
(n-elementowych wektorow wag) zdefiniowanym nastepujaco:

UT) = {a = (@)iep) = (@i + 0)ip) : 0< 6 < ag, Y 6 <} CRY,
i€[n]

gdzie wagi nominalne a;, ¢ € [n], odchylenia wag a; > 0, i € [n], 1 budzet I'* > 0 (goérne
ograniczenie na sume odchylen) sa dane.

Chcemy wyznaczy¢ rozwiazanie & (wybor przedmiotéw) w problemie plecakowym, w
wersji ciaglej (zob. zad. , odporne na wahania wag, co jest réwnowazne nastepujacemu
problemowi liniowego programowania:

c1x1 + - + cpxy — max (1)
przy ograniczeniach:

11 + -+ apy < b, Va € UTC), (2)
0<a <1, Vi € [n],

czyli £ ma by¢ dopuszczalny dla wszystkich wahan wag a € U(T'¢) - jesli taki & istnieje.
Problem — mozna zapisaé nastepujaco:

c1x1 + - + cpxy, — max (3)
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przy ograniczeniach:

max airi+---+ apTy < b, (4)
aeu(Te)
0<uz <1,Vie€|n] (5)

Podaé¢ model programowania liniowego, z wielomianows liczba ograniczen, problemu (3))-
(©)-
Wsk. Skorzystaé¢ z dualnodci.

Poda¢ podobny model dla zbioru wag nastepujacej postaci:

UT?) = {@ = (@i)ien = (@i + 0itii)iep ¢ 0 € {0,1}, Y 6 <T°} C RY,
i€[n]
gdzie wagi nominalne a;, i € [n], odchylenia wag a; > 0, i € [n], i budzet I' € Z, (gérne
ograniczenie na liczbe wag, ktore moga sie odchyli¢) sa dane.
Wsk. Skorzysta¢ z dualnosci (tutaj relaksacja zachowuje jest catkowitoliczbowosé d; €
{0,1}).

3. Rozwazmy nastepujacy problem:

THE kK MOST VITAL ARCS IN THE SHORTEST PATH PROBLEM

Wejscie: Graf skierowany spojny G = (V, E), gdzie V jest zbiorem wierzchotkow,
|V | = n, E jest zbiorem tukéw, |E| = m, dwa réznione wierzchotki s € V' (zrodto) i
t € V (ujscie), nieujemne koszty tukow c. € Z,, e € E oraz liczba k € Zy, k < m.
Zbior rozwiazan dopuszczalnych jest nastepujacej postaci (podzbiory E o mocy co
najwyzej k):

X={UCEFE:|U|<k}.

Niech P(U) bedzie zbiorem Sciezek od s do t w grafie G, w ktérym usunieto tuki
nalezace do U € X, G’ = (V,E\ U), tj.

P(U) = {p : p jest §ciezka od s do t w grafie G’ = (V,E\U) }.
Funkcja celu (kosztu) f: X — Z4,

U)= mi e
1) pg’l(]%’)zc

ecp
Wyjscie: Podzbior tukow U* € X taki, ze
F(U*) = max f(U).

UveX

Zatem w powyzszym problemie nalezy znalezé podzbiér tukéw o mocy co najwy-
zej k, ktorych usuniecie zwicksza maksymalnie dtugosé najkrotszej Sciezki od s
do t.

Poda¢ model programowania catkowitoliczbowego, z wielomianows, liczba ograni-
czen, powyzszego problemu.

Wsk. Skorzystaé¢ z dualnosci (problem najkrotszej $ciezki mozna zapisa¢ w postaci
programowania liniowego). Usuniecie tuku z grafu mozna modelowaé jako nadanie
tukowi bardzo duzego kosztu (M duza liczba).
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4. Rozwazmy pewien problem wyboru, w ktérym dane jest n elementéw oraz koszty tych
elementow ¢; > 0, i € [n]. Problem polega na wyborze dokltadnie p elementow, p < n,
spoérod n elementow, ktorych catkowity koszt jest minimalny. Problem formalnie mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposob:

gdzie X jest zbiorem rozwiazan dopuszczalnych, tj. X = {z C [n] : || = p}.

Poda¢ algorytm o ztozonoséi O(n) i uzasadni¢ jego poprawnosé stosujac argumentacje
oparta na dualnosci.

Wsk. Model prymalny (relaksacja LP) problemu zachowuje catkowitoliczbowos¢.



